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Introduction générale

La notion de quanti�cation apparaît en de nombreux endroits dans la littérature et
peut prendre de nombreux sens tant en physique qu'en mathématique. Si on se réfère
aux travaux initiaux sur ce sujet, il s'agit d'établir une association entre les observables
classiques et les observables quantiques pouvant décrire un système physique. Cette
association doit satisfaire de plus les conditions de Dirac. Les observables classiques sont
des fonctions des coordonnées de position (qi) et d'impulsion (pi) décrivant le système
classique, le plus souvent polynomiales en les impulsions. Les observables quantiques
sont quant à elles des opérateurs di�érentiels agissant sur des fonctions d'ondes.

Du point de vue mathématique, les coordonnées (qi, pi) d'un point dans l'espace des
phase de la mécanique hamiltonienne peuvent assimilées aux coordonnées canoniques
d'un point appartenant au �bré cotangent T ∗M d'une variété M décrivant l'espace
de con�guration du système mécanique. Les observables classiques sur une variété M
peuvent donc être considérées comme des fonctions sur T ∗M polynomiales en les �bres.
Cet espace de fonctions est également appelé espace des symboles et est noté S. De
même, les observables quantiques peuvent être assimilées à des opérateurs di�érentiels
agissant entre espaces de densités de poids 1

2
sur la variétéM , l'espace de tels opérateurs

étant noté D. Les exemples de quanti�cations telle que Dirac les a dé�nies existent mais
elles ne se comportent pas bien lors de changements de coordonnées de position qi.
En des termes plus modernes, il n'existe pas de quanti�cation qui échange l'action des
di�éomorphismes locaux sur les espaces de symboles et d'opérateurs di�érentiels.

Les auteurs C. Duval, P. Lecomte et V. Ovsienko ont introduit dans [17, 38] la
notion de quanti�cation équivariante. Quand un groupe de Lie G agit (localement) sur
une variété M , on peut relever son action sur les espaces de symboles et d'opérateurs
di�érentiels. On cherche alors une quanti�cation Q, qui soit une bijection de S dans D
et qui échange les actions de G sur ces deux espaces.

Du point de vue in�nitésimal, l'action du groupe de Lie G permet de dé�nir une sous-
algèbre de Lie g de l'algèbre de Lie Vect(M) des champs de vecteurs sur M , par le biais
des champs fondamentaux associés à l'action de G. Une quanti�cation g-équivariante
est alors un isomorphisme de représentations de g entre les espaces de symboles et les
espaces d'opérateurs di�érentiels satisfaisant une condition de normalisation.

Les auteurs P. Lecomte et V. Ovsienko ont considéré dans [17] le groupe projectif
G = PGL(n + 1,R) agissant localement sur Rn par transformations projectives. Au
niveau in�nitésimal, cette action induit un isomorphisme entre l'algèbre de Lie matricielle
sl(n + 1,R) et une sous-algèbre de Lie de champs de vecteurs polynomiaux sur Rn. P.
Lecomte et V. Ovsienko ont étudié la quanti�cation entre l'espace des symboles S(Rn)
et les espaces Dλ(Rn) des opérateurs di�érentiels agissant entre espaces de densités de
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poids λ.
Les auteurs C. Duval, P. Lecomte et V. Ovsienko ont considéré ensuite dans [38]

la sous-algèbre de Lie maximale so(p + 1, q + 1,R) de l'algèbre de Lie des champs de
vecteurs polynomiaux sur Rp+q. Ils ont étudié le problème de la quanti�cation so(p +
1, q+ 1,R)-équivariante dans le cas où l'espace �ltré des opérateurs di�érentiels Dλµ est
constitué d'opérateurs di�érentiels agissant entre λ-densités et µ-densités et où l'espace
des symboles est l'espace gradué associé Sµ−λ.

Ces travaux initiaux ont été généralisés dans de nombreuses directions ces dernières
années :

� La quanti�cation équivariante a été considérée pour une famille de sous-algèbres de
champs de vecteurs à coe�cients polynomiaux au dessus d'espaces vectoriels. Dans
tous ces cas, le résultat générique est l'existence d'une quanti�cation équivariante
unique pour autant que le paramètre δ = µ − λ ne soit pas dans un ensemble de
valeurs dites critiques.

� Cette construction s'est révélée utile pour l'étude d'espaces d'opérateurs di�éren-
tiels agissant sur des objets plus généraux que les densités. Dans tous les cas, on
a considéré, au dessus d'un espace vectoriel, un espace d'opérateurs di�érentiels,
�ltré par l'ordre naturel des opérateurs di�érentiels, et l'espace gradué associé à
cette �ltration, qui s'identi�e à un espace de tenseurs. On se pose alors la question
de l'existence d'une bijection, échangeant les actions naturelles d'une algèbre de
Lie des champs de vecteurs sur les espaces considérés et qui satisfait une condition
de normalisation.

� Citons encore le cadre plus général des quanti�cations naturelles et invariantes, où
l'on considère des quanti�cations au sens précédent, mais dé�nies sur des variétés
en général et dépendant en plus d'une structure géométrique dé�nie sur la var-
iété. Ces types de quanti�cations ont été étudiées notamment par P.Mathonet et
F.Radoux par exemple dans [26, 24, 27, 25]. Nous référons à ces travaux en parlant
du cas courbe.

A ce stade, toutes ces constructions avaient cependant trait à la géométrie classique.
On pouvait se poser naturellement la question de leur extension à la supergéométrie.
Dans ce contexte, la quanti�cation conformément invariante des �brés supercotangents
a alors été considérée par Jean-Philippe Michel dans [31] et la quanti�cation projective-
ment équivariante sur le superespace Rp|q a été étudiée par P. Mathonet et F. Radoux
dans [28].

Ils ont considéré la sous-superalgèbre de Lie g de Vect(Rp|q), dé�nie par analogie à
l'algèbre projective de la géométrie classique. Ils ont démontré l'existence d'une quan-
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ti�cation g-équivariante sur Rp|q, c'est à dire une application linéaire

Q : Sδ(Rp|q)→ Dλµ(Rp|q) (1)

telle que pour toutX ∈ g, on a LX◦Q = Q◦LX et qui véri�e la condition de normalisation
habituelle.

La quanti�cation projectivement équivariante a �nalement été étudiée dans le cadre
de la supergéométrie et dans le cas courbe par J. George dans [32] et par T. Leuther et
F. Radoux dans [23].

Un autre type de quanti�cation équivariante a été étudiée sur le supercercle par H.
Gargoubi, N. Mellouli et V. Ovsienko dans [10] et [11]. L'algèbre dé�nissant l'équiv-
ariance dans la cas du supercercle S1|1 correspond à la superalgèbre orthosymplectique
spo(2|1), et provient de l'existence sur le supercercle de deux structures géométriques,
à savoir une structure projective et une structure de contact. Dans l'article [10], ainsi
que dans la thèse [11], l'existence d'une quanti�cation équivariante dans ce cadre a été
démontrée et des formules explicites pour la quanti�cation ont pu être dégagées grâce
à un calcul direct. La généralisation au supercercle S1|2 a également été étudiée par N.
Mellouli dans [30]. L'algèbre d'équivariance est encore une superalgèbre orthosymplec-
tique spo(2|2). Le calcul direct n'a cependant pas su� pour mener à bien le théorème
d'existence en toute généralité et les résultats sont limités dans [30] aux symboles de
degré 2 au plus.

L'originalité de ces travaux provient de l'algèbre d'équivariance utilisée, mais égale-
ment du fait que la �ltration des opérateurs di�érentiels et l'espace gradué qui en résulte
ne sont pas dé�nis par l'ordre naturel des opérateurs di�érentiels, mais par un ordre lié
à la structure de contact.

Pour ce qui nous concerne, nous avons abordé dans le même sens d'extension de la
quanti�cation équivariante dans le contexte de la supergéométrie de contact. Nous avons
étudié quelques questions laissées ouvertes dans ces travaux. En premier lieu, nous avons
commencé à établir les résultats connus sur S1|1 et qu'on peut trouver dans [10] et dans
la thèse de Najla Mellouli [11]. Nous avons en fait traité le problème en utilisant une
méthode di�érente de celle utilisée dans [10] : la méthode des opérateurs de Casimir.

Nous avons ensuite étendu à tout ordre les résultats de la quanti�cation spo(2|2)-
équivariante sur S1|2 qui, jusqu'alors, étaient connus jusqu'à l'ordre deux dans [30]. On
peut trouver par ailleurs les résultats de cette extension dans [29].

Nous avons ensuite généralisé en dimension quelconque les résultats obtenus sur S1|1

et S1|2. En e�et, nous avons considéré la supervariété de contact R2l+1|n munie de sa
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structure de contact standard. Les quanti�cations que nous avons construites échangent
les actions des superalgèbres de Lie des champs de vecteurs projectifs de contact, notées
spo(2l + 2|n). La superalgèbre de Lie spo(2l + 2|n) est l'intersection de la superalgèbre
de Lie des champs de vecteurs de contact sur R2l+1|n et de la superalgèbre de Lie pro-
jective pgl(2l+ 2|n). Grâce à la structure de contact standard considérée sur R2l+1|n, les
espaces d'opérateurs di�érentiels Dλµ(R2l+1|n) sont munis d'une �ltration plus �ne que
la �ltration canonique. Les espaces des symboles �ns Pδ(R2l+1|n) sont quant à eux les
espaces gradués associés à cette �ltration �ne. Notre méthode s'inspire des techniques
utilisées, dans le cas purement pair, par Charles H. Conley et Valentin Ovsienko dans [5].
Quand la superdimension est di�érente de −1, nous pouvons utiliser la quanti�cation
pgl(p + 1|q)-équivariante construite par P. Mathonet et F. Radoux. En supergéométrie
de contact, on peut dé�nir une notion de densité de poids contact. L'espace des densités
de poids contact Fλ constitue une représentation de l'algèbre des champs de vecteurs de
contact K(2l + 1|n).

Le cas de S1|2 est un cas spécial qui a été traité explicitement à part parce que la
généralisation que nous avons donnée dans cette thèse n'est valable qu'en superdimen-
sion di�érente de −1. En particulier, tous les champs de vecteurs de contact considérés
sur S1|2 sont de divergence nuls. Quand la superdimension est égale à −1 la quanti�-
cation pgl(p+1|q)-équivariante n'induit pas une quanti�cation spo(p+1|q)-équivariante.

Nous avons utilisé deux formalismes : d'une part, nous avons utilisé la méthode des
opérateurs de Casimir pour traiter, l'existence et l'unicité de la quanti�cation équiv-
ariante sur S1|1 et sur S1|2 et d'autre part, pour traiter l'unicité de la quanti�cation
spo(2l + 2|n)-équivariante sur R2l+1|n.

1. Le premier formalisme utilisé pour étudier les quanti�cations équivariantes sur S1|1

et sur S1|2 s'inspire de celle de N.Mellouli, H. Gargoubi et V.Ovsienko dans [10] et
de N. Mellouli dans [30] où nous considérons les identi�cations suivantes :
• Sur S1|1 les espaces Skδ (S1|1) des symboles de degré k sont identi�ables en tant
qu'espaces vectoriels aux espaces Fδ′(S1|1) des densités de poids δ′. Si δ′ = δ−k,
on a toujours un isomorphisme entre Skδ (S1|1) et Fδ′(S1|1) en tant que modules
sur la superalgèbre de Lie spo(2|1) des champs de vecteurs projectifs de contact
sur S1|1.

• Les espaces Skδ (S1|2) des symboles de degré k sont isomorphes en tant que
représentations de spo(2|2) aux espaces Fδ′(S1|2)×Fδ′(S1|2) munis d'une struc-
ture de module sur spo(2|2). Plus précisément, si k ∈ N, on a la structure de
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module canonique sur Fδ−k × Fδ−k tandis que si k ∈ 1
2

+ N, cette structure de
module n'est pas canonique.

2. Ce premier formalisme devient plus compliqué quand on traite le problème sur le
supercercle S1|n si n > 2 et nous avons changé de formalisme pour traiter tous
les cas. En e�et, le deuxième formalisme s'inspire des techniques utilisées, dans
le cas purement pair, par Charles H. Conley et Valentin Ovsienko dans [5]. Nous
avons considéré les symboles représentés par des polynômes et les dérivées de Lie
représentées par des opérateurs di�érentiels.

Notre thèse est répartie en quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré aux
dé�nitions et notions fondamentales indispensables à la présentation du travail. Il s'agit
en premier lieu des notions du calcul di�érentiel sur les supervariétés, les notions de
structure de contact sur les supervariétés, les notions de densités, espaces des opérateurs
di�érentiels et espaces des symboles sur les supervariétés. Nous avons aussi réalisé ma-
triciellement la superalgèbre de Lie spo(2l + 2|n) et nous avons en�n présenté les outils
nécessaires pour étudier les quanti�cations équivariantes.
Dans les chapitres deux et trois, nous avons construit, par la méthode des opérateurs
de Casimir utilisée dans [28] par P. Mathonet et F. Radoux, la quanti�cation spo(2|1)-
équivariante sur le supercercle S1|1 et la quanti�cation spo(2|2)-équivariante sur le su-
percercle S1|2 pour les symboles d'ordre arbitraire k ∈ 1

2
N. Nous avons en plus donné

les formules explicites de ces quanti�cations équivariantes. Pour mener les calculs nous
avons utilisé le formalisme 1.
Dans le chapitre quatre, nous avons généralisé les résultats obtenus sur S1|1 et sur
S1|2. Pour généraliser, en dimension quelconque, le problème de quanti�cation équiv-
ariante étudié sur les supercercles S1|1 et S1|2, nous avons considéré l'action de la sous-
superalgèbre de Lie spo(2l+ 2|n) des champs de vecteurs de contact Xf sur R2l+1|n dont
les superfonctions f associées sont polynomiales de degré au plus égal deux en les vari-
ables z, xi, yi, θi.
Quand 2l + 2 6= n, l'existence de la quanti�cation spo(2l + 2|n)-équivariante peut-être
prouvée en se servant de la quanti�cation sl(2l + 2|n)-équivariante construite par P.
Mathonet et F. Radoux dans [28]. En e�et, quand 2l+2 6= n, cette quanti�cation équiv-
ariante induit une quanti�cation spo(2l+ 2|n)-équivariante entre Sδ et Dλµ et la preuve
de l'existence d'une quanti�cation spo(2l+2|n)-équivariante se réduit alors à la recherche
d'une application spo(2l + 2|n)-équivariante entre Pδ et Sδ. Nous considérons l'espace
Sδ(R2l+1|n) (resp. Pδ(R2l+1|n)) des symboles associés à l'espace Dλµ(R2l+1|n) des opéra-
teurs di�érentiels muni de la �ltration canonique(resp. muni de la �ltration d'Heisen-
berg). Nous avons considéré ensuite l'espace Σk,d

δ (R2l+1|n) des symboles �ns associés



7

à l'espace Dk,dλµ (R2l+1|n) des opérateurs di�érentiels muni d'une bi�ltration induite par
la �ltration canonique et la �ltration d'Heisenberg. L'espace des symboles Pδ(R2l+1|n)
s'écrit comme somme directe des espaces des symboles �ns Σk,d

δ (R2l+1|n) de la manière
suivante

Pδ(R2l+1|n) =
⊕
d∈ 1

2
N

2d⊕
k=dde

Σk,d
δ (R2l+1|n).

Nous avons donné la formule explicite de cette quanti�cation spo(2l+ 2|n)-équivariante
et la preuve de l'unicité de cette quanti�cation spo(2l + 2|n)-équivariante est faite à
l'aide d'opérateurs de Casimir. Pour mener les calculs, nous avons utilisé le formalisme
2.



Chapitre 1

Notions de base

Dans ce chapitre, nous �xons les dé�nitions et propriétés nécessaires de la théorie
générale pour l'ensemble de notre travail. Nous commençons par un rappel de la déf-
inition des supervariétés en termes de faisceaux de superalgèbres associatives et nous
rappelons dans ce cadre général les dé�nitions des champs de vecteurs. Pour ne pas
alourdir l'exposé et puisque nous sommes intéressés par des considérations locales, nous
nous plaçons dans le cadre d'un superdomaine et nous dé�nissons les notions de den-
sités, d'opérateurs di�érentiels, de symboles et de structure de contact sur une super-
variété. Notre objectif n'est pas de décrire explicitement ces notions mais plutôt de
donner des dé�nitions sous forme de rappels. Nous nous appuyons sur les références
[14, 1, 19, 20, 21, 40, 33, 34, 35]. Nous rappelons aussi la dé�nition des superalgèbres
spo(2l+2|n). En�n, nous posons en général le problème de la quanti�cation équivariante
et nous rappelons les outils qui ont permis d'étudier ce problème dans d'autres contextes.

1.1 Notion de superalgèbre

Tout au long de notre travail nous noterons {0, 1} ∼= Z/2Z = Z2. Le pré�xe "super"
signi�era un objet gradué sur Z2. Nous ne considérerons que des espaces vectoriels sur
le corps des réels.

1.1.1 Superespace vectoriel

Dé�nition 1.1.1. On appelle superespace vectoriel V tout espace vectoriel muni d'une
Z2-graduation et on le note V = V0 ⊕ V1. Les éléments de V0 sont les éléments pairs et
ceux de V1 sont les éléments impairs. On appelle homogène tout élément de V0 ou de V1.

8



Chapitre 1. Notions de base 9

Si a est homogène, on note |a| ou ã la parité de a dé�nie par

Vk = {x ∈ V : |x| = k},

pour k ∈ {0, 1}.

Si la dimension de V0 est p et celle de V1 est égale à q alors la dimension du superespace
vectoriel est notée p|q.

Exemple 1.1.2. Soit Rp+q l'espace vectoriel de dimension p + q. Si on considère une
base canonique ei de Rp+q telle que ei soit dé�ni pair(resp. dé�ni impair) pour 1 ≤ i ≤ p
(resp. p+ 1 ≤ i ≤ p+ q) alors tout élément de v ∈ Rp+q peut s'écrire comme suit

v =

p∑
i=1

eiv
i +

p+q∑
i=p+1

eiv
i.

Nous obtenons un superespace vectoriel de dimension p|q noté Rp|q.

Dé�nition 1.1.3. Soient V et W deux superespaces sur un corps K. Une application
linéaire ϕ : V → W dé�nie sur V à valeurs dans W est dite homogène de degré γ où
γ ∈ Z2 si ϕ(Vα) ⊂ Wα+γ. On note Hom(V,W )0 l'ensemble des applications de degré 0
et Hom(V,W )1 l'ensemble des applications de degré 1.

On a exactement

Hom(V,W ) = Hom(V,W )0 ⊕ Hom(V,W )1.

Il su�t de comprendre que

Hom(V,W )0 = {ϕ : V → W : ϕ(V0) ⊂ W0, ϕ(V1) ⊂ W1}

et
Hom(V,W )1 = {ϕ : V → W : ϕ(V0) ⊂ W1, ϕ(V1) ⊂ W0}

et que chaque application linéaire ϕ se décompose de manière unique en

ϕ = ϕ00 + ϕ01 + ϕ10 + ϕ11

où ϕkl applique Vk sur Wl pour tous k, l. La partie paire de ϕ est ϕ00 + ϕ11 tandis que
la partie impaire est ϕ01 + ϕ10.
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Exemple 1.1.4. Soit Rp|q le superespace vectoriel de dimension p|q. Si nous considérons
sa base canonique alors l'ensemble des endomorphismes de Rp|q

End(Rp|q) = End(Rp|q)0 ⊕ End(Rp|q)1

peut être représenté par des matrices en blocs de la forme suivante

(
A B
C D

)
, où A,B,C

et D sont respectivement des matrices p× p, p× q, q × p et q × q. Les parties paires

et impaires sont respectivement

(
A 0
0 D

)
et

(
0 B
C 0

)
.

1.1.2 Superalgèbre

Dé�nition 1.1.5. On appelle superalgèbre tout superespace vectoriel A = A0⊕A1 muni
d'une application bilinéaire telle que pour tous a ∈ Aα et b ∈ Aβ avec α, β ∈ {0, 1}, on
a ab ∈ Aα+β.

Les notions suivantes sont particulièrement importantes.
(i) La notion d'associativité est dé�nie comme dans le cas classique. Par exemple le
superespace vectoriel End(Rp|q) muni de la composition de ses éléments est une
superalgèbre associative.

(ii) Les superalgèbres de Lie constituent des cas particuliers des superalgèbres. Le
crochet est alors une application [−,−] qui satisfait les propriétés suivantes :
� l'antisymétrie graduée, i.e : [X, Y ] = −(−1)X̃Ỹ [Y,X],

� l'identité de Jacobi graduée, i.e :

(−1)X̃Z̃ [X, [Y, Z]] + (−1)Ỹ X̃ [Y, [Z,X]] + (−1)Z̃Ỹ [Z, [X, Y ]].

Par exemple, la superalgèbre associative End(Rp|q) munie du supercommutateur
est une superalgèbre de Lie notée

gl(p|q) = gl(p|q)0 ⊕ gl(p|q)1.

(iii) Une superalgèbre A associative est dite supercommutative si pour tous éléments
homogènes a et b dans A

ab = (−1)ãb̃ba.

Donc dans une superalgèbre associative supercommutative A, les éléments impairs
anticommutent et sont nilpotents. C'est-à-dire ab = −ba et a2 = 0 pour tous
éléments impairs a et b.
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Exemple 1.1.6. Soit V un espace vectoriel de dimension �nie. On note que
l'ensemble des tenseurs antisymétriques sur V dé�nit une superalgèbre associa-
tive supercommutative. En e�et, si on note ∧p(V ) l'espace des p-tenseurs anti-
symétriques, on a la décomposition suivante

∧V =
dimV⊕
p=0

∧p(V ) = (∧V )0 ⊕ (∧V )1

où (∧V )0 est le sous-espace des p-tenseurs antisymétriques avec p pair et (∧V )1

est le sous-espace des p-tenseurs antisymétriques avec p impair. On peut voir que
si on considère une base (e1, · · · , eq) de V alors les éléments de ∧V prennent la
forme suivante

q∑
p=0

∑
i1<···<ip

T i1···ipei1 ∧ · · · ∧ eip ,

où T i1···ip sont des nombres.
Si u est de degré p et v de degré q alors u∧ v est un (p+ q)-tenseur antisymétrique
et on a la relation suivante

v ∧ u = (−1)pqu ∧ v.

1.1.3 Stucture de A-modules

Dé�nition 1.1.7. Soit A = A0 ⊕A1 une superalgèbre. On appelle A-module à gauche
un module M = M0 ⊕M1 sur A, tel que pour tout élément homogène a ∈ Aα et pour
tout m ∈Mβ on a

a.m ∈Mα+β, α, β ∈ Z2, et (̃a.m) = ã+ m̃.

A toute structure de A-module à gauche, on peut associer une structure de A-module
à droite par la formule suivante :

m.a := (−1)ãm̃a.m.

Dé�nition 1.1.8. Si E et F sont des A-modules, on appelle homomorphisme entre E et
F un élément de l'espace Hom(E,F )0, qui échange les actions de A sur les deux espaces.

Dé�nition 1.1.9. Soit M un A-module. On dit que M est libre de rang p|q s'il existe
une base de M sur A constituée d'éléments homogènes et qui ait p éléments pairs et q
éléments impairs.
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1.2 Notion de préfaisceau et faisceau sur un espace

topologique

Si (X, T ) est un espace topologique alors nous notons Ouv(X) la catégorie de l'ensem-
ble des ouverts sur X. Les objets de cette catégorie sont les éléments de T et les mor-
phismes sont des inclusions, c'est-à-dire

Hom(U, V ) :=

{
{e} si U ⊂ V
∅ sinon

Ici ′′e′′ désigne l'inclusion de U dans V .

Dé�nition 1.2.1. Soit C une catégorie d'ensembles et (X, T ) un espace topologique. On
appelle préfaisceau sur (X, T ) à valeurs dans C, un foncteur contravariant de la catégorie
Ouv(X) dans C.

En d'autres termes, un préfaisceau est la donnée d'une application

O : T → C : U 7→ O(U)

telle que pour tout U, V ∈ T véri�ant U ⊂ V , il existe une application de restriction

ρVU : O(V )→ O(U)

véri�ant les conditions suivantes :
� ρWU = ρVUρ

W
V si U ⊂ V ⊂ W pour tous U, V,W ∈ T .

� ρUU est l'identité sur O(U) quel que soit U ∈ T .
En e�et, dans la catégorie Ouv(X), on a Hom(U, V ) = {e} si et seulement si U ⊂ V .
On a alors

ρVU = O(e) ∈ Hom(O(V ),O(U)).

Les conditions sur les applications de restrictions ρVU découlent de la dé�nition des fonc-
teurs contravariants. Les éléments de O(U) sont appelés sections locales de O au dessus
de U tandis que ceux de O(X) sont appelés sections globales.

Exemple 1.2.2. 1. L'ensemble des fonctions continues sur un espace topologique M
dé�nit de façon naturelle un préfaisceau CM sur M . Les éléments des ensembles
CM(U) sont des fonctions continues de U dans R. Les homomorphismes de restric-
tions sont les restrictions naturelles des fonctions.
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2. Sur Rm, la donnée sur tout ouvert U de l'algèbre des fonctions de classe C∞ sur
U dé�nit un préfaisceau sur Rm. Les applications de restrictions sont précisement
les restrictions au sens usuel.

Si on note O1 et O2 deux préfaisceaux sur (X, T ) à valeurs dans une catégorie C
alors on dé�nit un morphisme de préfaisceaux O1 et O2 comme la donnée pour tout
U ∈ Ouv(X) d'un morphisme de foncteurs contravariants

θ(U) : O1(U)→ O2(U)

tel que pour tout U ⊂ V , le diagramme suivant soit commutatif

O1(V )
θ(V ) //

ρVU
��

O2(V )

ρVU
��

O1(U)
θ(U)

// O2(U)

.

Dé�nition 1.2.3. Soient (X, T ) un espace topologique et O un préfaisceau sur (X, T )
à valeurs dans C. On dit que O est un faisceau sur (X, T ) à valeurs dans C lorsque les
conditions suivantes sont véri�ées :

A.1 Soient (Ui)i∈I une famille d'ouverts dans (X, T ), U la réunion des ouverts Ui et
S1, S2 ∈ O(U). Si les restrictions de S1 et S2 à chaque Ui sont égales, alors on a
S1 = S2 (Unicité)

A.2 Soient (Ui)i∈I une famille d'ouverts dans (X, T ), de réunion U et supposons
données des sections Si ∈ O(Ui) de telle sorte que, quels que soient i, j ∈ I on a

Si|Ui∩Uj = Sj|Ui∩Uj ,

alors il existe une section S de O(U) telle que S|Ui = Si pour tout i ∈ I.(Recollement)

Les morphismes des faisceaux sont dé�nis exactement comme pour les préfaisceaux.

Si on a un faisceau O sur un espace topologique (X, T ), on peut le restreindre sur
un ouvert de ce dernier. Ainsi on prend un ouvert U ⊂ X et on le considère comme un
espace topologique muni de la topologie induite par celle de X.

Dé�nition 1.2.4. On appelle une restriction de O à U le faisceau obtenu en posant,
pour un ouvert V de X, la condition suivante

O|U(V ) := O(U ∩ V ).
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1.2.1 Faisceau de R-superalgèbres de superfonctions sur Rp|q

Nous décrivons le faisceau particulier sur Rp|q permettant de dé�nir la notion de
superdomaine.

Dé�nition 1.2.5. On appelle superalgèbre des superfonctions sur Rp|q et on note C∞(Rp|q)
la R-superalgèbre associative commutative C∞(Rp)⊗ ∧(Rq) . En coordonnées (xi, θj) =
(x1, ..., xp, θ1, ..., θq), une superfonction sur Rp|q s'écrit :

f(x, θ) =
∑

06|I|6q

fI(x)θI

= f0(x) + f1(x)θ1 + ...+ fq(x)θq + f12(x)θ1θ2 + ...

+ f1...q(x)θ1...θq

où f0, f1, ..., fq, f12, ..., f1...q ∈ C∞(Rp) et où (xi) est un système de coordonnées sur
Rp et (θi), i ∈ {1, ..., q} une base de ∧(Rq), i.e : θ2

i = 0, θiθj = −θjθi.

Nous pouvons expliciter cette dé�nition comme suit. C'est une R-superalgèbre com-
mutative des superfonctions polynomiales en θi à coe�cients dans la R-algèbre C∞(Rp)
des fonctions C∞ sur Rp. On la note également

C∞(Rp|q) := C∞(Rp)[θ1, θ2, ..., θq]

où les variables θ1, ..., θq anticommutent. De même si U ⊂ Rp est un ouvert de Rp, on
dé�nit

C∞(U) := C∞(U)[θ1, θ2, ..., θq].

On note encore cette superalgèbre C∞,p|q(U).
Vu l'expression d'une superfonction f en coordonnées, on peut encore la décomposer,

avec des notations un peu di�érentes, comme suit

f =
∑
|I|pair

fI(x)θI +
∑

|J | impair
fJ(x)θJ

où
I = (i1, . . . , iq) ∈ Zq2 , θI = θi11 . . . θ

iq
q , |I| = i1 + . . .+ iq.

Alors on peut écrire que
C∞(U) = C∞(U)0 ⊕ C∞(U)1.

Nous donnons la dé�nition standard d'une application de restriction comme suit :
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Dé�nition 1.2.6. Soit M est une variété di�érentielle et U, V des ouverts dans M tel
que V ⊂ U . Une application de restriction naturelle de f sur V et on note ρ̃UV est dé�nie
par

ρ̃UV : C∞(U)→ C∞(V) : f 7→ f ′

avec f ′(x) = f(x), x ∈ V .

Il est clair que la restriction de f à V est un élément de C∞(V). L'application suivante
ρ̃UV : C∞(U) → C∞(V) qui à un élément f ∈ C∞(U) associe sa restriction sur V est un
homomorphisme de superalgèbres ; c'est-à-dire

ρ̃UV (af + bg) = aρ̃UV (f) + bρ̃UV (g), ρ̃UV (fg) = ρ̃UV (f).ρ̃UV (g)

pour a et b des nombres réels.

Proposition 1.2.7. L'application U → C∞,p|q(U) qui à tout ouvert U de Rp associe la
R-superalgèbre associative commutative unitaire C∞(U) est un faisceau. Les applications
de restriction ρVU pour U ⊂ V ⊂ M sont dé�nies de manière naturelle. Nous noterons
par C∞,p|q ce faisceau.

Nous dé�nissons la notion de germes sur un faisceau quelconque O sur un espace
topologique X.

D'une manière générale, on considère une famille (Ai)i∈I d'ensembles, indicée par un
ensemble ordonné I et muni d'une famille d'applications f ji : Ai → Aj pour tout i ≤ j
véri�ant les conditions de compatibilité suivantes :

1. pour tout i ∈ I, f ii est l'identité sur Ai,
2. pour tous i ≤ j ≤ k, fki = fkj ◦ f

j
i .

Le triplet (I, Ai, f
j
i ) est appelé système inductif d'ensembles. On dé�nit une relation

d'équivalence R par

{xiRxj ssi ∃k ≥ i, j tel que fki (xi) = fkj (xj)}.

Dé�nition 1.2.8. Ces conditions étant satisfaites, on appelle limite inductive et on note
A = lim−→Ai le quotient de l'union disjointe des ensembles Ai par la relation d'équivalence
R.

On en déduit des applications naturelles ϕi : Ai → A, envoyant chaque élément sur
sa classe d'équivalence. Dans le cas des faisceaux, on peut noter le lemme suivant :
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Lemme 1.2.9. Soit O un faisceau sur un espace topologique (X, T ). Si la famille (Ui)i∈I
d'ouverts contenant x est ordonné par l'inclusion, alors le triplet (I,O(Ui), ρ

Ui
Uj

) est un

système inductif pour les applications de restriction ρUiUj avec (Ui ≤ Uj si Ui ⊃ Uj).

On peut donc dé�nir la notion de germes comme suit :

Dé�nition 1.2.10. Etant donné un faisceau O sur un espace topologique (X, T ) et
x ∈ X, on note Ox ou OX,x et on appelle ensemble des germes en x ou �bre en x la
limite inductive lim−→

x∈Ui
O(Ui) dé�ni par le lemme précédent.

1.3 Notion de superdomaine

La notion de superdomaine est le modèle local d'un superespace localement an-
nelé, c'est pourquoi nous commençons par dé�nir la notion de superespace annélé d'une
manière générale.

Dé�nition 1.3.1. On appelle superespace annelé, la donnée d'un couple (X,OX), X
étant un espace topologique tel que OX est un faisceau de R-superalgèbres associatives
commutatives unitaires. Toutes les applications de restriction préservent la graduation
sur Z2.

En particulier, si on considère X = Rp, le couple (Rp, C∞,p|q) est un superespace
annelé. Celui-ci constitue notre exemple fondamental de supervariété.

Pour dé�nir la notion de supervariété, on a besoin de dé�nir la notion de superespace
localement annelé. La notion d'algèbre locale est indispensable dans ce contexte.

Dé�nition 1.3.2. Une R-superalgèbre commutative est dite locale si elle possède un
unique idéal gradué maximal.

Dé�nition 1.3.3. Un superespace annelé (X,OX) est appelé localement annelé si OX
est un faisceau de R-superalgèbres commutatives dont les �bres OX,x en tout point x ∈ X
sont des R-superalgèbres commutatives locales.

Un exemple important de superespace localement annelé est donné par un superdo-
maine Up|q où p, q sont des entiers naturels. Nous commençons par donner sa dé�nition.

Dé�nition 1.3.4. On appelle superdomaine un superespace localement annelé de la
forme (U,C∞,p|q|U), avec U est un ouvert de Rp. On note U ou Up|q un tel superdo-
maine.
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On notera parfois simplement C∞(U) la superalgèbre C∞,p|q(U).
Les morphismes de superdomaines sont des cas particuliers de morphismes de su-

perespaces annelés, eux mêmes cas particuliers de morphismes de faisceaux.

Dé�nition 1.3.5. Un morphisme Φ : U1 → U2 entre deux superdomaines est un couple
(ϕ, ϕ∗) où ϕ : U1 → U2 est une application C∞ entre les ouverts U1 et U2 et ϕ∗ une
collection d'applications {ϕ∗V : V ⊂ U} telles que :

1. pour tout ouvert V , on a

ϕ∗V : C∞,m|n(V )→ C∞,p|q(ϕ−1(V ))

est un homomorphisme de superalgèbres associatives commutatives avec unité,

2. les homomorphismes ϕ∗V sont compatibles avec les applications de restrictions

Dans des coordonnées locales (x1, . . . , xm, ξ1, . . . , ξn) et (y1, . . . , yp, η1, . . . , ηq) sur les
superdomaines U1 et U2 dé�nis au-dessus des ouverts respectifs U1 et U2, puisque les
morphismes respectent la parité, on a

ϕ∗(yj) ∈ C∞(U1)0 etϕ∗(ηj) ∈ C∞(U1)1,

c'est à dire
ϕ∗(yj) = ϕj0(x) +

∑
2r≤n

∑
i1<...<i2r

ϕji1...i2r(x)ξi1 . . . ξi2r ,

et
ϕ∗(ηj) =

∑
2r+1≤n

∑
j1<...<j2r+1

ϕjj1...j2r+1
(x)ξi1 . . . ξi2r+1 .

En fait, on peut montrer qu'un morphisme est complètement déterminé par ces formules.

Nous introduisons la notion de morphismes de superespaces localement annelés

Dé�nition 1.3.6. Si (M,OM) et (N,ON) sont des superespaces localement annelés,
alors le couple (ψ, ψ∗) est appelé morphisme de superespaces localement annelés si tous
les ψ∗x sont des morphismes locaux, i.e : ψ∗x(mψ(x)) ⊆ mx pour tout point x ∈M .

1.4 Supervariétés

Nous avons maintenant les éléments nécessaires pour dé�nir une supervariété.
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Dé�nition 1.4.1. Soit M0 un espace de Hausdor� à base dénombrable. On appelle
supervariété et on note M = (M0,OM) un superespace localement annelé tel que pour
tout point u ∈ Mo il existe un voisinage ouvert U 3 u tel que OM(U) soit localement
isomorphe à un superdomaine

En d'autres termes, une supervariété est un superespace localement annelé localement
isomorphe à (U ′, C∞,p|q|U ′), où U ′ est un ouvert de Rp. Si U ⊂M0 véri�e

OM(U) ∼= C∞,p|q|U ′(U)

alors le couple (U,OM(U)) s'appelle carte locale de M .

Remarque 1.4.2. Pour une supervariété M = (M0,OM) quelconque, l'espace M0 a une
structure de variété di�érentiable et est appelée variété sous-jacente de M .

Les morphismes entre les supervariétés sont évidemment les morphismes entre les
superespaces localement annelés correspondants dé�nis par la dé�nition 1.3.6.

Exemple 1.4.3. Le superespace Rp|q muni de son faisceau C∞,p|q est une supervariété
de dimension p|q.

1.5 Faisceau supertangent et champs de vecteurs sur

Rp|q

Nous considérons le faisceau de R-superalgèbres associatives de superfonctions OM =
C∞,p|q sur Rp|q. Dans toute la suite nous noterons M la supervariété (Rp, C∞,p|q).

1.5.1 Superdérivations

Dé�nition 1.5.1. On appelle superdérivation homogène de degré γ de OM(U), U ⊂M0,
une application R-linéaire D ∈ EndγOM(U) de degré γ, qui véri�e la relation de Leibniz
suivante

D(st) = (Ds)t+ (−1)γαs(Dt), ∀s ∈ OM(U)α, t ∈ OM(U).

Nous notons Derγ(OM)(U) l'ensemble de toutes les superdérivations de OM(U) de parité
γ.
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Il est clair que Derγ(OM)(U) est un espace vectoriel pour γ = 0 et γ = 1. On pose

Der(OM)(U) := Der0(OM)(U)⊕Der1(OM)(U)

l'ensemble de toutes les superdérivations de OM(U).
Si nous considérons un système de coordonnées (x, θ) = (x1, · · · , xp, θ1, · · · , θq) sur un
ouvert U ∈M0 nous avons les dé�nitions suivantes.

Dé�nition 1.5.2. Pour tout j ≤ p, on dé�nit l'application linéaire

∂xj : OM(U)→ OM(U)

sur un monôme quelconque par

∂xj(f(x)(θ1)ν1 . . . (θq)
νq) = (∂xjf(x))(θ1)ν1 . . . (θq)

νq .

De même on dé�nit pour tout j ≤ q l'application linéaire

∂θj : OM(U)→ OM(U)

par

∂θj(f(x)(θ1)ν1 . . . (θq)
νq) = νj(−1)ν1+...+νj−1f(x)(θ1)ν1 . . . (θj)

νj−1 . . . (θq)
νq .

On a alors les propriétés suivantes :

Proposition 1.5.3. Les applications ∂xj sont des superdérivations de degré 0 de OM(U),
tandis que les applications ∂θj sont des superdérivations de degré 1 de OM(U).

Démonstration. C'est une simple véri�cation. On voit en e�et directement que les pre-
mières applications linéaires proposées sont de degré 0 (elles ne changent pas le degré
des monômes) et les secondes de degré 1 (elles diminuent le degré du monôme d'une
unité). De plus, elles sont des superdérivations, c'est-à-dire que si f et g sont homogènes
dans OM(U), on a

∂

∂xi
(fg) =

∂f

∂xi
g + f

∂g

∂xi
,

et
∂

∂θj
(fg) =

∂f

∂θj
g + (−1)|f |f

∂g

∂θj
.

Par linéarité des applications concernées, il su�t de se limiter au cas où f et g sont
des monômes. La preuve devient élémentaire si on remarque que pour un monôme g
quelconque, on a

∂

∂xj
(θkg) = θk

∂g

∂xj
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et
∂

∂θj
(θkg) = δkj g − θk

∂g

∂θj
.

1.5.2 Champs de vecteurs sur M

Rappelons maintenant la dé�nitions des champs de vecteurs sur une supervariété.
Nous serons plus particulièrement intéressés par la structure de superalgèbre de Lie des
champs de vecteurs et par leur expression locale.

Dé�nition 1.5.4. Soit U un ouvert de M0. L'application U → TU := Der(OM)(U)
dé�nit un faisceau sur M0, noté Der(OM) et appelé faisceau supertangent de M . Les
sections de Der(OM)(U) sont appelées des champs de vecteurs sur M = (M0,OM).
L'espace de toutes les sections globales Der(OM)(M) est noté Vect(M).

L'espace Vect(M) est muni d'une structure de superalgèbre de Lie.

Dé�nition 1.5.5. On appelle superalgèbre de Lie des champs de vecteurs surM l'ensem-
ble des sections Vect(M) muni du supercommutateur suivant

[D1, D2] := D1 ◦D2 − (−1)γβD2 ◦D1,

pour tous D1 ∈ Derα(OM)(U) et D2 ∈ Derβ(OM)(U) tels que α, β ∈ {0, 1}.

L'espace TM est un OM - module à gauche : En e�et, on a

(fD)(g) = f(D(g)) où f, g ∈ OM , D ∈ TU.

On peut voir que

[D1, fD2] = D1(f)D2 + (−1)f̃ D̃1f [D1, D2] ∀f ∈ OM(U), D1, D2 ∈ TU.

Les champs de vecteurs sur la supervariété M admettent la description suivante.

Proposition 1.5.6. Si (x, θ) est un système de coordonnées sur U ⊂ M0, alors un
champ de vecteurs X sur M = (M0,OM) s'écrit de la manière suivante :

X =

p∑
i=1

X i ∂

∂xi
+

q∑
j=1

Y j ∂

∂θj
, (1.1)

où X i = X i(x1, . . . , xp, θ1, . . . , θq) et Y j = Y j(x1, . . . , xp, θ1, . . . , θq) appartiennent à
OM(U).
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On peut aussi l'écrire sous forme condensée comme suit

X =

p+q∑
i=1

X i ∂

∂zi
,

où zi = xi pour i ∈ {1, . . . , p} et zi = θi−p pour i ∈ {p+ 1, . . . , p+ q}.

1.6 1-Formes di�érentielles sur M

Nous commençons par dé�nir sur la supervariété M = (M0,OM) le OM -module noté
Ω1M .

Dé�nition 1.6.1. On appelle faisceau supercotangent sur M le dual du faisceau super-
tangent, c'est-à-dire le faisceau de OM -modules suivant

T ∗M := HomOM (TM,OM).

Les sections de T ∗M sont appelées formes di�érentielles d'ordre un ou 1-forme di�éren-
tielles. L'ensemble des sections globales du faisceau T ∗M est noté Ω1M .

Remarque 1.6.2. Soit B = (∂xi , ∂θi) une base de Vect(M). La base B′ = (dxi, dθi) de
Ω1M telle que

〈∂xj , dxi〉 = δij, 〈∂xj , dθi〉 = 0 et 〈∂θj , dθi〉 = −δij,

est la base duale de B où la notation 〈., .〉 désigne le produit de dualité.

En coordonnées x = (xi, θi) sur un ouvert U , une 1-forme α s'écrit

α =

p∑
i=1

dxifi(xi, θi) +

q∑
i=1

dθigi(xi, θi)

avec fi, gi des éléments de OM(U). Nous considérons tout au long de notre travail la
convention suivante sur les parités

x̃i = ∂̃xi = d̃xi = 0, et θ̃i = ∂̃θi = d̃θi = 1.

De même, rappelons que les coe�cients fi et gi peuvent au besoin être indiqués à gauche
en faisant appel à la convention de signes habituelle en supergéométrie.
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Dans le même ordre d'idée, on peut dé�nir, avec la convention habituelle, l'évaluation
d'une 1-forme sur un champ de vecteurs, ou le produit intérieur d'un champ dans une
1-forme par les formules suivantes :

α(X) = (−1)X̃α̃〈X,α〉, et i(X)α = 〈X,α〉.

En toute généralité et de manière explicite, si X =
∑p+q

i=1 X
i∂zi et α =

∑p+q
j=1 αjdzj, on

a, via la règle des signes :

〈X,α〉 = 〈
p+q∑
i=1

X i∂zi ,

p+q∑
j=1

αjdzj〉 =

p+q∑
i,j=1

X iαj(−1)ĩα̃j〈∂zi , dzj〉 =

p+q∑
i=1

(−1)ĩ(α̃i+ĩ)X iαi.

(1.2)
En�n, on peut bien sûr généraliser les dé�nitions des formes di�érentielles en général. On
a aussi une version de la di�érentielle de de Rham adaptée au cadre de la supergéométrie
et cela permet d'introduire la dérivée de Lie des formes di�érentielles. Ces opérateurs
ont des propriétés analogues à celles qui sont bien connues dans le cadre de la géométrie
classique. Nous n'en aurons cependant pas besoin dans notre travail.

1.7 Structure de contact sur M

Nous considérons dans notre travail la structure de contact standard surM = R2l+1|n.
Le lecteur intéressé par la géométrie de contact sur une supervariété quelconque de di-
mension m|n pourrait consulter la référence [43].

Dé�nition 1.7.1. La structure de contact standard sur M est dé�nie par le noyau de la
1− forme di�érentielle α sur M dé�nie dans un système de coordonnées (de Darboux)
(z, xi, yi, θj), i = 1, · · · , l et j = 1, · · · , n par

α = dz +
l∑

i=1

(xidyi − yidxi) +
n∑
i=1

θidθi. (1.3)

Cette forme di�érentielle α s'appelle forme de contact sur M . Nous noterons par TanM
l'espace constitué par les éléments du noyau de la forme de contact α.

Si on note qA = (z, qr) la coordonnée généralisée où

qA =


z si A = 0
xA si 1 6 A 6 l,
yA−l si l + 1 6 A 6 2l
θA−2l si 2l + 1 6 A 6 2l + n

(1.4)
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alors on peut écrire α d'une manière uni�ée comme suit

α = dz + ωrsq
rdqs, (ωrs) =

 0 idl 0
−idl 0 0

0 0 idn

 .

Remarque 1.7.2. Nous noterons par (ωsk) la matrice telle que (ωrs)(ω
sk) = (δkr ). Nous

avons donc

(ωrs) =

 0 −idl 0
idl 0 0
0 0 idn

 .

Nous avons
(ωrs) = −(−1)r̃s̃(ωsr).

Dé�nition 1.7.3. Le champ de Reeb sur M est le champ de vecteurs T0 ∈ Vect(M)
dé�ni en coordonnées de Darboux par T0 = ∂z.

1

Il est facile de déterminer des éléments de TanM dans un système de coordonnées
de Darboux. En e�et, si on note Tr le champ

Tr = ∂qr − 〈∂qr , α〉∂z,

on a, puisque α est paire

α(Tr) = 〈Tr, α〉 = 〈∂qr , α〉 − 〈〈∂qr , α〉∂z, α〉 = 〈∂qr , α〉 − 〈∂qr , α〉 = 0.

On peut de plus montrer que tout champ X de TanM peut s'écrire comme une
combinaison linéaire (à coe�cients dans C∞) des champs de vecteurs Tr. Il est utile de
calculer les champs Tr en fonction de la matrice ω. On a directement, par (1.2)

Tr = ∂qr − αr∂z = ∂qr − ωkrqk∂z.
Si 1 6 r 6 2l + n, nous obtenons explicitement les champs de vecteurs suivants

Tr =


Ar := ∂xr + yr∂z si 1 6 r 6 l
−Br−l := ∂yr−l − xr−l∂z si l + 1 6 r 6 2l
Dr−2l := ∂θr−2l

− θr−2l∂z si 2l + 1 6 r 6 2l + n
(1.5)

Les formules suivantes sont immédiates.

Tr(q
k) = δkr , Tr(z) = −ωkrqk, [Tr, Tj] = −2ωrj∂z, Tr(z

2) = −2zωkrq
k. (1.6)

1. On peut montrer que le champ de Reeb est l'unique champ de vecteurs sur M tel que i(T0)α = 1
et i(T0)dα = 0.
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1.7.1 Champs de vecteurs de contact

Dé�nition 1.7.4. On appelle champ de vecteurs de contact un champ de vecteurs X
qui préserve la structure de contact, c'est-à-dire, un champ de vecteurs X véri�ant la
condition suivante : [X,T ] ∈ TanM pour tout T ∈ TanM .

La proposition suivante est bien connue dans le cas classique [5]. Elle apparaît dans
la littérature avec des conventions de signes diverses et variées. En supergéométrie, elle
a par exemple été prouvé sur les supercercles S1|1 et S1|2 dans les références [10, 30, 11].
Il nous a donc paru utile d'en faire la preuve en utilisant nos conventions.

Proposition 1.7.5. Un champ de vecteurs X sur M est de contact si et seulement si
il existe une superfonction f telle X = Xf où Xf est donné par la formule suivante

Xf = f∂z −
1

2
(−1)f̃ T̃rωrsTr(f)Ts, (1.7)

On notera K(2l + 1|n) l'espace de tous les champs de vecteurs de contact sur M .

Démonstration. Vu la dé�nition des champs Tr, tout champ de vecteur X sur M peut
s'écrireX = f∂z+

∑2l+n
i=1 giTi. Le champ de vecteursX est alors de contact si et seulement

si

[f∂z +
2l+n∑
i=1

giTi, Tj] ∈< T1, · · · , T2l+n >, ∀j ∈ {1, · · · , 2l + n}.

Cette expression s'écrit

[f∂z +
2l+n∑
i=1

giTi, Tj] = −(−1)f̃ T̃j [Tj, f∂z]− (−1)(g̃i+T̃i)T̃j

2l+n∑
i=1

[Tj, giTi]

= −(−1)f̃ T̃jTj(f)∂z + (−1)T̃iT̃j2
2l+n∑
i=1

giωji∂z − (−1)(g̃i+T̃i)T̃j

2l+n∑
i=1

Tj(gi)Ti.

Ce champ est dans le noyau de α si et seulement si

−(−1)f̃ T̃jTj(f)− 2
2l+n∑
i=1

giωij = 0,

pour tout j ∈ {1, · · · , 2l + n}. Cette équation montre que tous les champs Xf proposés
sont de contact. D'autre part, cette équation implique aussi

−(−1)f̃ T̃jTj(f)ωjk − 2
2l+n∑
i=1

giωijω
jk = 0, ∀j ∈ {1, · · · , 2l + n},
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ou encore, en sommant sur j :

−(−1)f̃ T̃jωjkTj(f) = 2
2l+n∑
i=1

giωijω
jk = 2

2l+n∑
i=1

giδ
k
i .

On obtient alors directement

gk = −1

2
(−1)f̃ T̃jωjkTj(f).

Donc tout champ de vecteurs de contact X prend la forme annoncée

X = f∂z −
1

2
(−1)f̃ T̃jωjiTj(f)Ti.

Dé�nition 1.7.6. Soit X = Xr∂qr + X0∂z = XA∂qA un champ de vecteurs arbitraire.
On appelle divergence de X et on note div(X), l'expression suivante

div(X) =
∑
A

(−1)X̃
Aq̃A∂qAX

A. (1.8)

La divergence est linéaire et possède la propriété importante suivante

div(fX) = fdiv(X) + (−1)f̃ X̃X(f). (1.9)

On a directement la proposition qui suit

Proposition 1.7.7. La divergence d'un champ de vecteurs de contact Xf est donnée
par

div(Xf ) =
2l + 2− n

2
∂z(f). (1.10)

Démonstration. Il su�t de voir que la formule (1.7) de Xf s'écrit explicitement comme
suit

Xf = f∂z −
1

2
Ar(f)Br +

1

2
Br(f)Ar −

1

2
(−1)f̃Dr(f)Dr. (1.11)

où les champs de vecteurs Ar, Br et Dr sont dé�nis par la formule (1.5). En utilisant la
dé�nition 1.7.6 et la propriété (1.9) et le fait que

∑l
r=1 [Ar, Br] = 2l∂z et

∑n
r=1 D

2

r =
−n∂z, le résultat s'ensuit.
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La proposition suivante donne la formule de la dérivée de Lie de la forme de contact
α dans la direction de Xf .

Proposition 1.7.8. La dérivée de Lie de α dans la direction de Xf est donnée par

LXfα = (∂zf)α (1.12)

pour toute superfonction f .

Démonstration. La preuve consiste à calculer LXfα = (d ◦ i(Xf ) + i(Xf ) ◦ d)α.

Si on note d = 2l + 1 − n la superdimension et si on exprime la relation (1.12) en
fonction de (1.10), alors la dérivée de Lie de α dans la direction de Xf s'écrit

LXfα =
2Div(Xf )

d+ 1
α (1.13)

pour tout d 6= −1.

Proposition 1.7.9. L'ensemble K(2l+1|n) est une sous-superalgèbre de Lie de Vect(M).
Plus précisement si Xf et Xg sont des éléments de K(2l + 1|n) alors

[Xf , Xg] = X{f,g} (1.14)

où la superfonction {f, g} est donnée par

{f, g} := fg′ − f ′g − 1

2
(−1)T̃r f̃ωrsTr(f)Ts(g), (1.15)

et h′ indique ∂z(h).
Cette dernière application s'appelle le crochet de Lagrange de f et g.

Démonstration. Le crochet de Lie [Xf , Xg] de deux champs de vecteurs de contact Xf

et Xg est un champ de vecteurs de contact. En e�et, le crochet de Lie

[Xf , Xg] = [f∂z −
1

2
(−1)T̃r f̃ωrsTr(f)Ts, g∂z −

1

2
(−1)T̃k g̃ωklTk(g)Tl]

s'écrit

[f∂z, g∂z]−
1

2
(−1)T̃k g̃ωkl[f∂z, Tk(g)Tl]−

1

2
(−1)T̃r f̃ωrs[Tr(g)Ts, g∂z]

+
1

4
ωrsωkl[Tr(f)Ts, Tk(g)Tl].
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La somme des trois premiers crochets de Lie est égale à

(fg′ − f ′g)∂z +
1

2
(−1)g̃(T̃k+f̃)ωklTk(g)Tl(f)∂z −

1

2
(−1)f̃ T̃rωrsTr(f)Ts(g)∂z

− 1

2
(−1)g̃T̃kωklfTk(g

′)Ts +
1

2
(−1)f̃ T̃r+f̃ g̃ωrsgTr(f

′)Ts

et le quatrième crochet de Lie est égal à

1

4
(−1)f̃ T̃r+g̃T̃kωrsωkl

(
Tr(f)TsTk(g)Tl − (−1)f̃ g̃Tk(g)TlTr(f)Ts

)
−1

2
(−1)(T̃r+f̃)g̃ωkrTk(g)Tr(f)∂z.

Puisque le crochet de Lie de deux champs de vecteurs de contact est un champ de vecteur
de contact et que X{f,g} s'écrit, par dé�nition, de la manière suivante

({f, g})∂z −
1

2
(−1)(f̃+g̃)T̃rωrsTr({f, g})Ts,

alors on peut voir que la somme des coe�cients de ∂z donne la formule du crochet de
Lagrange. On a donc

{f, g} = fg′ − f ′g − (−1)f̃ T̃r
1

2
ωrsTr(f)Ts(g).

Via la formule de Lagrange (1.14) le crochet de Lie des champs de vecteurs de contact
dé�nissant une structure de superalgèbre de Lie sur K(2l + 1|n) induit sur le superes-
pace C∞(M) une structure de superalgèbre de Lie par la loi bilinéaire donnée par (1.15).

La remarque suivante est importante :

Remarque 1.7.10. Le crochet de Lagrange des superfonctions f et g de degré au plus
quadratique est toujours une superfonction au plus quadratique.

Cette remarque permet de dé�nir la superalgèbre de Lie des champs de vecteurs de
contact qu'on utilise dans la suite : c'est la superalgèbre de Lie des champs de vecteurs
Xf dont les superfonctions f associées sont polynomiales de degré au plus égal deux en
les variables z, xi, yi, θi.
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1.8 La réalisation matricielle de spo(2l + 2|n)

Dans cette section, nous décrivons une sous-superalgèbre de Lie matricielle de gl(2l+
2|n) que nous plongeons dans la superalgèbre de Lie Vect(R2l+1|n). Nous obtenons la
superalgèbre de Lie, notée spo(2l+2|n) constituée par des champs de vecteurs projectifs
de contact Xf dont les superfonctions f sont au plus quadratiques.

Dé�nition 1.8.1. Soit G une matrice dé�nie comme suit G =

(
J 0
0 idn

)
telle que

J =

(
0 −idl+1

idl+1 0

)
. On dé�nit sur R2l+2|n une forme superantisymétrique ω associée

à la matrice G comme suit

ω : R2l+2|n × R2l+2|n → R : (U, V )→ V tGU. (1.16)

Dé�nition 1.8.2. On note par spo(2l + 2|n) la superalgèbre de Lie constituée des ma-
trices A de gl(2l + 2|n) qui préservent la forme ω, i.e. telles que

ω(AU, V ) + (−1)ÃŨω(U,AV ) = 0, ∀U, V ∈ R2l+2|n. (1.17)

On a directement le résultat suivant

Proposition 1.8.3. La superalgèbre de Lie spo(2l + 2|n) est l'espace des matrices A =(
A1 A2

A3 A4

)
dont les blocs A1, A2, A3, A4 satisfont les conditions suivantes :

1. At1J + JA1 = 0, i.e : A1 ∈ sp(2l + 2)

2. At4 + A4 = 0, i.e : A4 ∈ o(n)

3. A3 = −At2J

Démonstration. Soient les matrices suivantes

A =

(
A1 A2

A3 A4

)
∈ gl(2l+ 2|n); avec A1 ∈ gl(2l+ 2), A2 ∈ Rn

2l+2, A3 ∈ R2l+2
n , A4 ∈ Rn

n.

Pour tous les vecteurs U =

(
U1

U2

)
, V =

(
V1

V2

)
de R2l+2|n, on cherche les matrices A de

gl(2l+ 2|n) qui véri�ent l'équation (1.17). Premièrement, le premier terme de l'équation
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(1.17) est égal à

ω(AU, V ) = V tGAU

=
(
V t

1 V t
2

)(J 0
0 idn

)(
A1 A2

A3 A4

)(
U1

U2

)
= V t

1JA1U1 + V t
2A3U1 + V t

1JA2U2 + V t
2A4U2

et le deuxième terme est égal à

(−1)ÃŨω(U,AV ) = (−1)ÃŨ(AV )tGU

= (−1)ÃŨ
(
A1V1 + A2V2

A3V1 + A4V2

)t(
JU1

U2

)
= (A1V1)tJU1 + (A2V2)tJU1 + (−1)(A3V1)tU2 + (A4V2)tU2

= V t
1A

t
1JU1 + V t

2A
t
2JU1 − V t

1A
t
3U2 + V t

2A
t
4U2.

L'équation (1.17) devient donc

V t
1JA1U1 + V t

2A3U1 + V t
1JA2U2 + V t

2A4U2 + V t
1A

t
1JU1

+ V t
2A

t
2JU1 − V t

1A
t
3U2 + V t

2A
t
4U2 = 0, ∀U, V ∈ R2l+2|n. (1.18)

Il su�t d'étudier cette équation successivement pour ces trois cas : U2 = 0 = V2,
U1 = 0 = V1 et U2 = 0 = V1.

Posons U2 = 0, V2 = 0. L'équation (1.18) devient

V t
1JA1U1 + V t

1A
t
1JU1 = 0,

ce qui s'écrit également
V t

1 (JA1 + At1J)U1 = 0,

d'où la condition JA1 +At1J = 0. Cette dernière exprime que les sous-matrices A1 sont
symplectiques.
Posons maintenant U1 = 0, V1 = 0. L'équation (1.17) devient

V t
2A

t
4U2 + V t

2A4U2 = 0,

ce qui s'écrit également

V t
2 (At4 + A4)U2 = 0, i.e : At4 + A4 = 0.
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La condition At4 + A4 = 0 exprime que A4 est une matrice orthogonale. Posons en�n
U2 = 0, V1 = 0. L'équation (1.17) devient

V t
2 (A3 + At2J)U1 = 0,

autrement dit on a A3 + At2J = 0.

Nous donnons ci-dessous une base de spo(2l + 2|n). Elle est constituée de matrices
de trois types. Pour les représenter, la notation ai,j signi�e qu'on a le nombre réel a ∈ R
situé à l'intersection de la ieme ligne et la jeme colonne.

I) Le premier type de matrices est associée à l'algèbre symplectique sp(2l + 2) :



1i,j 0 0

0

0 −1(l+1+j),(l+1+i) 0

0
0 0 0n,n


;



0 1i,(l+1+j)

0 0
1j,(l+1+i)

0

0 0 0

0 0 0n,n


,



0 0 0

0 1(l+1+i),j

1(l+1+j),i 0 0
0

0 0 0n,n


1 ≤ i, j ≤ l. (1.19)
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II)Le deuxième type de matrices est :
0 1(i,(2l+2+j))

−1((2l+2+j),i−(l+1)) 0

 si l + 1 ≤ i ≤ 2l + 2, 1 ≤ j ≤ n

et


0 1(i,(2l+2+j))

1((2l+2+j),(l+1+i)) 0

 si 1 ≤ i ≤ l + 1, 1 ≤ j ≤ n. (1.20)

III) Le troisième type de matrice est associée à l'algèbre orthogonale o(n) :

0 0

0
1((2l+2+i),(2l+2+j))

0
−1((2l+2+j),(2l+2+i))

0


. (1.21)

Nous savons par [28] qu'il est possible de réaliser la superalgèbre de Lie pgl(2l+ 2|n)
comme sous-algèbre de Vect(R2l+1|n). Ainsi puisque Id /∈ spo(2l + 2|n), alors on peut
dé�nir un homomorphisme injectif

ι : spo(2l + 2|n)→ pgl(2l + 2|n) : A 7→ [A]. (1.22)

Ensuite le procédé exposé dans [28] nous permet de plonger la superalgèbre de Lie
projective pgl(2l + 2|n) dans Vect(R2l+1|n) de la manière suivante :[(

0 ξ
v B

)]
7→ −

2l+1+n∑
i=1

vi∂ti −
2l+1+n∑
i,j=1

(−1)j̃(̃i+j̃)Bi
jt
j∂ti +

2l+1+n∑
i,j=1

(−1)j̃ξjt
jti∂ti , (1.23)
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où v ∈ R2l+1|n, ξ ∈ (R2l+1|n)∗, B ∈ gl(2l + 1|n) et les coordonnées t1, t2, · · · , t2l+1+n

correspondent respectivement à

x1, · · · , xl, z, y1, · · · , yl, θ1, · · · , θn.

En composant l'application ι avec l'application dé�nie par la formule (1.23) et en
utilisant la formule (1.7), on obtient des champs de vecteurs projectifs de contact Xf

pour un certain f ∈ C∞(M). Nous déterminons pour chaque matrice de la base de
spo(2l + 2|n), introduite ci-dessus, la fonction f correspondante.

I) Nous étudions d'abord les matrices du premier type, données en (1.19). Pour la
première matrice en (1.19), on a les cas suivants, fonction de 1 6 i, j 6 l.

1. si i = j = 1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact

xi∂xi + yi∂yi + θi∂θi + 2z∂z , soit 2Xz

2. si i = 1 et j 6= 1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact

xj−1(xi∂xi + yi∂yi + z∂z + θi∂θi) + z∂yj−1
, soit 2Xxj−1z

3. si i 6= 1 et j = 1, alors on a le champ de vecteurs projectif de contact

−∂xi−1
+ yi−1∂z, soit 2Xyi−1

4. si i 6= 1 et j 6= 1, alors on a le champ de vecteurs projectif de contact

yi−1∂yj−1
− xj−1∂xi−1

, soit 2Xxi−1yi−1
.

Pour la deuxième matrice en (1.19), on a les cas suivants, fonction de 1 6 i, j 6 l.

1. si i = j = 1, alors on a le champ de vecteurs projectif de contact

z(z∂z + xi∂xi + yi∂yi + θj∂θj), soit Xz2

2. si i = j et j 6= 1, alors on a le champ de vecteurs projectif de contact

−yi−1∂xi−1
, soit Xy2i−1

,
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3. si i 6= j et i = 1, alors on a le champ de vecteurs projectif de contact

yj−1(xi∂xi + yi∂yi + z∂z + θj∂θj)− z∂xj−1
, soit 2Xyj−1z

4. si i 6= j et i 6= 1, alors on a le champ de vecteurs projectif de contact

−(yj−1∂xi−1
+ yi−1∂xj−1

), soit 2Xyi−1yj−1
.

Pour la troisième matrice en (1.19), on a les cas suivants, fonction de 1 6 i, j 6 l.

1. si i = j = 1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact

−∂z, soit −X1

2. si i = j et j 6= 1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact

−xi−1∂yi−1
, soit −Xx2i−1

3. si i 6= j et i = 1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact

−(∂yj−1
+ xj−1∂z), soit − 2Xxj−1

4. si i 6= j et i 6= 1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact

−(xj−1∂yi−1
+ xi−1∂yj−1

), soit − 2Xxj−1xi−1
.

II)Nous étudions ensuite les matrices du deuxième type, données en (1.20). Pour
la première matrice en (1.20), on a les cas suivants, fonction de l + 1 6 i 6 2l + 2 et
1 6 j 6 n.

1. si i = l + 2, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact

θj∂z + ∂θj , soit 2Xθj

2. si i 6= l + 2, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact

θj∂yi−l−2
+ xi−l−2∂θj , soit 2Xxi−l−2θj .

Pour la deuxième matrice en (1.20), on a les cas suivants, fonction de 1 6 i 6 l + 1 et
1 6 j 6 n.

1. si i = 1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact

−θj(xi∂xi + yi∂yi + z∂z + θj∂θj)− z∂θj , soit − 2Xzθj
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2. si i 6= 1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact

θj∂xi−1
− yi−1∂θj , soit − 2Xyi−1θj .

III) Nous étudions en�n la matrice du troisième type donnée en (1.21), fonction de
2l + 2 6 i, j 6 2l + 2 + n. On obtient le champ de vecteurs projectif de contact

θi−1∂θj−1
− θj−1∂θi−1

, i < j, soit 2Xθi−1θj−1
.

La superalgèbre de Lie des champs de vecteurs de contact Xf mise en évidence à la
�n de la section 1.7.1 et dont les superfonctions f associées sont polynomiales de degré
au plus quadratique est isomorphe à la superalgèbre de Lie spo(2l + 2|n). Par abus de
notation, on notera également par spo(2l + 2|n) la superalgèbre de Lie des champs de
vecteurs projectifs de contact.

Dé�nition 1.8.4. Nous dé�nissons un degré, noté deg, sur les fonctions polynomiales
en les coordonnées de Darboux via deg(z) = 2 et deg(x) = deg(y) = deg(θ) = 1.
Si i ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}, nous notons gi le sous-espace de spo(2l + 2|n) constitué par
les champs de vecteurs hamiltoniens de contact Xf pour lesquels deg(f) = i + 2. Si
i /∈ {−2, · · · , 2} alors gi = {0}.

En utilisant la dé�nition 1.8.4 et la formule de Lagrange (1.14), on a la formule
suivante

[gk, gl] ∈ gk+l, ∀k, l ∈ {−2, · · · , 2}. (1.24)

Donc la superalgèbre de Lie spo(2l + 2|n) est 5-graduée comme suit :

g = g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0 ⊕ g1 ⊕ g2. (1.25)

On peut voir également que les éléments de spo(2l + 2|n) se répartissent comme suit

g−2 = {X1}
g−1 = {Xxi , Xyi , Xθi}
g0 = {Xz, Xxiyj , Xxixj , Xxiθj , Xyiθj , Xyiyj , Xθiθj , Xx2i

, Xy2i
}

g1 = {Xzxi , Xzyi , Xzθi}
g2 = {Xz2}.

On notera Aff(2l + 2|n) = g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0 la sous-superalgèbre de Lie de spo(2l + 2|n)
constituée par des champs de vecteurs de degré un au plus.

Remarque 1.8.5. Noter que : La superalgèbre de Lie spo(2l+ 2|n) est l'intersection de
la superalgèbre de Lie des champs de vecteurs de contact K(2l + 1|n) et la superalgèbre
de Lie de champs de vecteurs projectifs pgl(2l + 2|n).
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1.9 Modules des densités et d'opérateurs di�érentiels

Nous introduisons les outils nécessaires pour décrire d'une manière standard les es-
paces d'opérateurs di�érentiels et symboles associés.

1.9.1 Module des densités sur M

Si X ∈ Vect(M), l'endomorphisme LλX de C∞(M) est dé�ni de la manière suivante :

LλX(g) := X(g) + λdiv(X)g, ∀g ∈ C∞(M). (1.26)

On peut montrer que l'opérateur LλX est bien dé�ni globalement surM et est indépendant
du choix d'un système de coordonnées (xi). Par ailleurs, on a pour tous champs de
vecteurs X, Y ∈ Vect(M)

[LλX ,LλY ] = Lλ[X,Y ].

On peut donc introduire la dé�nition suivante.

Dé�nition 1.9.1. Le module Berλ(M) des densités tensorielles de poids λ ∈ R est
l'espace des superfonctions C∞(M) muni de l'action (1.26) de Vect(M). Formellement,
on écrira g|Dx|λ les λ-densités tensorielles où g est une superfonction.

D'autre part, pour tout champ de vecteurs de contact Xf ∈ K(2l + 1|n), on dé�nit
l'endomorphisme LλXf de C∞(M) de la manière suivante :

LλXf (g) := Xf (g) + λf ′g, ∀g ∈ C∞(M). (1.27)

On a alors
[LλXf , L

λ
Xg ] = Lλ[Xf ,Xg ] = LλX{f,g} .

On introduit alors la dé�nition suivante.

Dé�nition 1.9.2. Le module Fλ(M) des λ-densités de contact est l'espace des super-
fonctions C∞(M) muni de l'action (1.27) de K(2l+ 1|n). Formellement, on écrira sous
la forme gαλ les λ-densités de contact où α ∈ Ω1(M) est la 1-forme de contact sur M .

On a directement le résultat suivant.

Proposition 1.9.3. Si d 6= −1, alors l'application

ϕ : Fλ(M)→ Ber 2λ
d+1

(M) : gαλ 7→ g|Dx|
2λ
d+1

est un isomorphisme de K(2l + 1|n)-modules.
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Démonstration. Il est clair que ϕ est bijectif. On doit donc véri�er que l'application ϕ
entrelace l'action de Xf sur les espaces Fλ(M) et Ber 2λ

d+1
(M), i.e.

ϕ(LλXf (gα
λ)) = L

2λ
d+1

Xf
(ϕ(gαλ)). (1.28)

En e�et, sur l'espace Fλ(M) l'action deK(2l+1|n) est donnée, en utilisant la proposition
1.7.7, par

LλXf (gα
λ) = (Xf (g) + λf ′g)αλ =

(
Xf (g) + λ

2DivXf

d+ 1
g

)
αλ (1.29)

où f ′ = ∂z(f).
De même le deuxième membre de (1.28) s'écrit(

Xf (g) +
2λ

d+ 1
div(Xf )g

)
|Dx|

2λ
d+1 . (1.30)

Si on applique l'isomorphisme ϕ à la densité donnée par (1.29), alors on obtient (1.30).

On peut également voir que l'application

X. : F−1 → TM : fα−1 7→ Xf

établit un entrelacement entre les représentations F−1 et TM de K(2l+ 1|n), qui dé�nit
un isomorphisme entre les espaces F−1 et K(2l + 1|n).

On peut également montrer que l'espace TM se décompose en la somme directe de
deux espaces comme

TM = TanM ⊕K(2l + 1|n).

L'espace TanM est un C∞(M)−module mais ce n'est pas une superalgèbre de Lie.
Par contre l'espace K(2l + 1|n) n'est pas un module mais il possède une structure de
superalgèbre de Lie.

1.9.2 Module des opérateurs di�érentiels sur M

Nous introduisons l'espace des opérateurs di�érentiels agissant entre les λ-densités
et les µ-densités, λ, µ ∈ R. Nous allons dé�nir deux types de �ltrations : la filtration

canonique et la filtration d'Heisenberg ainsi que la bi�ltration induite sur l'es-
pace d'opérateurs di�érentiels sur M = R2l+1|n. Nous généralisons le modèle décrit dans
[5] par C. H. Conley et V. Ovsienko dans le cas purement pair.

Commençons par les dé�nitions classiques des espaces d'opérateurs di�érentiels entre
espaces de densités.
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Dé�nition 1.9.4. Soit (qA) un système de coordonnées de Darboux sur M . On appelle
opérateur di�érentiel D d'ordre k sur M , une application opérant de Fλ vers Fµ qui en
coordonnées, prend la forme suivante :

D : fαλ 7→ (
∑
I:|I|≤k

DI∂qIf)αµ,

où I = (i0, i1, . . . , i2l+n) est un multi-indice, |I| = i0 + . . .+i2l+n et DI est une superfonc-
tion pour tout I. On note Dkλµ(M) l'espace de tous les opérateurs di�érentiels d'ordre k
sur M.

Plus explicitement, un opérateur di�érentiel D s'écrit en coordonnées∑
I:|I|≤k

DI(∂z)
i0(∂x1)

i1 . . . (∂xl)
il(∂y1)

il+1 · · · (∂yl)i2l(∂θ1)i2l+1 . . . (∂θn)i2l+n . (1.31)

Puisque ∂2
θi

= 0, les exposants i2l+1, . . . , i2l+n dans cette expression sont au plus égaux
à 1.

Les opérateurs di�érentiels d'ordre 0 sont simplement les opérateurs de multiplication
par les (µ− λ)-densités. On dé�nit l'espace des opérateurs di�érentiels comme l'union

Dλµ(M) =
∞⋃
k=0

Dkλµ(M).

Si D ∈ Dλµ(M) et si X ∈ K(2l+ 1|n), alors l'action de X sur Dλµ(M) est dé�nie par la
dérivée de Lie, notée LλµX via le supercommutateur suivant

LλµX D = LµX ◦D − (−1)X̃D̃D ◦ LλX (1.32)

où LλX et LµX sont introduites en (1.27). Nous obtenons ainsi une structure deK(2l+1|n)-
module sur Dλµ(M).

Remarque 1.9.5. 1. La construction donnée ci-dessus peut être faite avec les représen-
tations Berλ(M) et Berµ(M) de Vect(M). On obtient ainsi une représentation
de Vect(M) sur un espace d'opérateurs di�érentiels, qui induit à son tour une
représentation de K(2l+ 1|n). La proposition 1.9.3 permet alors de montrer l'iso-
morphisme de ces représentations de K(2l+ 1|n), modulo un changement de poids
adéquat.

2. Pour λ = µ, Dλλ(M) est une superalgèbre associative �ltrée pour la composition
des opérateurs di�érentiels et la �ltration introduite dans la dé�nition 1.9.4 est une
�ltration d'algèbre, i.e.

Dkλλ(M).Dlλλ(M) ⊆ Dk+l
λλ (M).
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1.9.3 Filtration canonique sur l'espace des opérateurs di�éren-

tiels sur M

Les sous-espaces Dlλµ(M) sont stables par l'action de K(2l + 1|n) dé�nie en (1.32).

Proposition 1.9.6. Si D ∈ Dkλµ(M) et X ∈ K(2l + 1|n), alors LλµX (D) ∈ Dkλµ(M).

Démonstration. On calcule les termes d'ordre k + 1 dans l'expression LλµX (D). Par dé�-
nition, on est conduit à évaluer les termes d'ordre k+1 de LµX ◦D et D◦LλX . On constate
qu'ils sont identiques (au signe adéquat près). Donc LλµX (D) est un opérateur di�érentiel
d'ordre k.

Comme nous avons les inclusions suivantes

D0
λµ(M) ⊂ D1

λµ(M) ⊂ D2
λµ(M) ⊂ · · · ⊂ Dl−1

λµ (M) ⊂ Dlλµ(M) ⊂ · · · ,

nous en déduisons que les sous-espaces (Dkλµ(M))k∈N dé�nissent une �ltration du module
des opérateurs di�érentiels Dλµ(M). Si λ = µ, c'est de plus une �ltration d'algèbre.

On dé�nit maintenant l'espace gradué associé à cette �ltration de Dλµ(M).

Dé�nition 1.9.7. On appelle Skδ l'espace des symboles principaux d'ordre k l'espace
dé�ni comme suit

Skδ := Dkλµ(M)/Dk−1
λµ (M), δ = µ− λ.

On dé�nit sur Dkλµ(M) l'application surjective σk suivante

σk : Dkλµ → Skδ : D 7→ [D], (1.33)

où la notation [D] signi�e la classe d'équivalence de D.

L'action de K(2l+ 1|n) sur Skδ (M) , notée LδX , est alors l'action induite par l'action
de K(2l + 1|n) sur Dkλµ, i.e. si S = [D] avec D donné par la formule (1.31), alors

LδX(S) := [LλµX (D)].

Remarque 1.9.8. Les constructions ci-dessus sont également valables pour des représen-
tations de Vect(M) pour autant que l'on considère les espaces Berλ à la place des espaces
Fλ. Les représentations de K(2l+1|n) induites par ces dernières sont isomorphes à celles
présentées ci-dessus, modulo le changement de poids déjà mentionné plus haut.
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1.9.4 Filtration d'Heisenberg sur l'espace des opérateurs dif-

férentiels sur M

Soit M muni de la structure de contact standard α. Les superdérivations sont en-
gendrées sur C∞(M) par le champ de Reeb ∂z et les champs de vecteurs T1, · · · , T2l+1 ∈
Tan(M). Cela permet de dé�nir sur l'espace des opérateurs di�érentiels une �ltration
di�érente, qui conduit naturellement à des symboles di�érents.

Proposition 1.9.9. Si K = (i1, . . . , i2l+n) est un multi-indice de longueur |K| = i1 +
i2 + . . .+ i2l+n et si D est un opérateur di�érentiel d'ordre k, alors D peut s'écrire d'une
manière unique sous la forme suivante :∑

K:c+|K|6k

DcK∂
c
zT

K , (1.34)

où DcK est une superfonction et TK = T i11 · · ·T
i2l+n
2l+n .

Démonstration. L'existence de cette écriture a lieu grâce à la décomposition TM =
Tan(M) ⊕ K(2l + 1|n) et l'unicité grâce à l'écriture explicite des champs de vecteurs
Ti.

Dé�nition 1.9.10. Soit D l'opérateur di�érentiel de la forme (1.34). On dit que D est
d'ordre d'Heisenberg égal à d si c + 1

2
|K| 6 d pour tous c,K. Nous noterons Hd

λµ(M)
l'espace de tous les opérateurs di�érentiels d'ordre d'Heisenberg égal à d sur M .

L'espace des opérateurs di�érentiels est �ltré par l'ordre d'Heisenberg. En e�et, l'es-
pace total Hλµ(M) est l'union des espaces Hd

λ,µ(M), i.e.

Hλµ(M) =
⋃
d∈ 1

2
N

Hd
λµ(M).

Puisque Hd
λµ(M) ⊂ Hd+ 1

2
λµ (M), nous avons les inclusions suivantes

H0
λµ(M) ⊂ H

1
2
λµ(M) ⊂ H1

λµ(M) ⊂ · · · ⊂ Hd
λµ(M) ⊂ Hd+ 1

2
λµ (M) ⊂ · · ·

pour tout d ∈ 1
2
N.

Dé�nition 1.9.11. L'espace gradué associé à l'espace �ltré Hd
λµ(M) sera noté Pδ(M).

On a donc
Pδ(M) :=

⊕
d∈ 1

2
N

Pdδ (M) :=
∑
d∈ 1

2
N

Hd
λµ(M)/Hd− 1

2
λµ (M), (1.35)

où δ = µ− λ.
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Nous notons hσ l'application symbole d'Heisenberg de la manière suivante

hσ : Hd
λµ(M)→ Pdδ (M) : D 7→ [D],

où les crochets signi�ent la classe d'équivalence dans l'espace quotientHd
λµ(M)/Hd− 1

2
λµ (M).

1.9.5 Bi�ltration de l'espace d'opérateurs di�érentiels sur M

On dé�nit l'espace suivant d'opérateurs di�érentiels muni d'une �ltration particulière
induite par la �ltration canonique et la �ltration d'Heisenberg.

Dé�nition 1.9.12. On peut dé�nir une bi�ltration sur Dλµ(M) en posant

Dk,dλµ (M) := Dkλµ(M) ∩Hd
λµ(M).

L'espace bigradué associé à la bi�ltration Dk,dλµ (M) et noté Σδ(M) est dé�ni par

Σδ(M) =
∞⊕
k=0

⊕
d∈ 1

2
N

Σk,d
δ (M) =

∞⊕
k=0

⊕
d∈ 1

2
N

Dk,dλµ (M)/(Dk−1,d
λµ (M) +Dk,d−

1
2

λµ (M)). (1.36)

Nous notons par fσ l'application symbole �n comme suit :

fσ : Dk,dλµ (M)→ Σk,d
δ (M) : D 7→ [D],

où les crochets signi�ent la classe d'équivalence de D dans Dk,dλµ (M)/(Dk−1,d
λµ (M) +

Dk,d−
1
2

λµ (M)).

Remarque 1.9.13. Par dé�nition des actions, les applications fσ et σ sont K(2l+1|n)-
équivariantes.

Proposition 1.9.14. L'action de K(2l+1|n) préserve les �ltrations de Dλµ(M),Hλµ(M)

et Dk,dλµ (M).

Démonstration. Pour montrer cela, il faut véri�er que la forme de l'opérateur di�érentiel
dé�nie par(1.34) n'est pas modi�ée par l'action de K(2l + 1|n). Pour cela, on considère
un opérateur di�érentiel D d'ordre k et on fait agir sur ce dernier le champ de vecteurs
Xf . Autrement dit, on calcule LλµXf (D). Ainsi, on a

LλµXf (D) = (Xf + µf ′)D − (−1)f̃ D̃D.(Xf + λf ′)

= [Xf , D] +Dk,
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avec Dk = µf ′D − (−1)f̃ D̃λD.f ′. On voit que le terme Dk est un opérateur di�érentiel
de même ordre que D. Puisque on sait que

[Xf , TI ] ∈< T1, · · · , T2l+n >,

le terme [Xf , D] est un opérateur di�érentiel d'ordre k. Donc les �ltrations de Dλµ(M),
Pδ(M) et Dk,dλµ (M) sont préservées par l'action canonique de Xf .

L'action de K(2l + 1|n) sur l'espace d'opérateurs di�érentiels Hd
λµ(M) induit une

structure de module sur Pdδ (M). Si LHXf désigne l'action de Xf sur Pdδ (M) et si [D] ∈
Pdδ (M) alors

LHXf [D] = [LλµXfD].

1.10 Quanti�cation g-équivariante

La quanti�cation g-équivariante a été introduite par P. Lecomte, V. Ovsienko et
C. Duval dans [38, 17] dans le cas purement pair. Nous adoptons leur dé�nition dans
notre cadre de la supergéométrie : il s'agit de chercher une bijection entre les espaces
de symboles Sδ(Rm|n) et les espaces d'opérateurs di�érentiels Dλµ(Rm|n) et qui entrelace
les actions d'une sous-superalgèbre de Lie g de la superalgèbre de Lie Vect(Rm|n) sur
les espaces de symboles et d'opérateurs di�érentiels. Nous présentons ici les outils qui
permettent d'analyser l'existence et l'unicité de la quanti�cation g-équivariante.

Dé�nition 1.10.1. On appelle quanti�cation g-équivariante sur Rm|n, une application

Q : Sδ(Rm|n)→ Dλµ(Rm|n) (1.37)

telle que pour tout X ∈ g, on a

LλµX ◦Q = Q ◦ LδX (1.38)

et satisfaisant la condition de normalisation suivante :

∀k ∈ N, ∀S ∈ Skδ (Rm|n), σk(Q(S)) = S.

Dans le cas purement pair, on peut trouver dans [17, 18] la preuve de l'existence et
l'unicité d'une telle application pour l'action projective de g = sl(n + 1,R) sur Rn et
l'action conforme de o(p+ 1, q + 1) sur Rp+q. Les preuves d'existence de quanti�cations
équivariantes qui ont été proposées par la suite reposent sur l'utilisation d'un certain
nombre d'outils que nous présentons brièvement maintenant.
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1.10.1 La quanti�cation a�ne

Dé�nition 1.10.2. La sous-superalgèbre de Lie de Vect(Rm|n) constituée par les champs
de vecteurs constants et linéaires est appelée superalgèbre de Lie a�ne. Elle est parfois
notée Aff.

On peut dé�nir de manière simple un symbole total d'un opérateur di�érentiel. L'ap-
plication symbole total a la propriété d'être équivariante par rapport à l'action de la
superalgèbre de Lie a�ne. On la dé�nit explicitement de la manière suivante.

Dé�nition 1.10.3. Pour tout k ∈ N, on a

σAff : Dkλµ(Rm|n)→ ⊕kl=0S lδ(Rm|n) : D 7→ σAff(D),

où, si D est donné par la formule (1.31), alors σAff(D) est dé�ni par∑
I:|I|≤k

[DI(∂z)
i0(∂x1)

i1 . . . (∂xl)
il(∂y1)

il+1 · · · (∂yl)i2l(∂θ1)i2l+1 . . . (∂θn)i2l+n ]|I|,

où [·]r signi�e la classe dans Drλµ(Rm|n)/Dr−1
λµ (Rm|n).

En d'autres termes, l'application de σAff à un opérateur di�érentiel consiste donc,
à considérer chacun de ses termes de degré donné comme un symbole ayant ce degré.
L'application σAff dé�nit une bijection entre Dλµ(Rm|n) et Sδ(Rm|n) et on peut donc
poser la dé�nition suivante.

Dé�nition 1.10.4. La quanti�cation a�ne QAff est l'inverse de σAff .

La quanti�cation a�ne est équivariante pour l'action de la superalgèbre de Lie a�ne.

1.10.2 L'application γ

L'application γ que nous allons décrire a été introduite dans le cas purement pair par
F. Boniver et P. Mathonet dans [39]. Elle est valide en général pour les algèbres de Lie g
utilisées pour les quanti�cations équivariantes mais nous l'explicitons dans le cadre de la
superalgèbre spo(2l+ 2|n) qui est au centre de notre travail. Cette application permet à
l'espace des symboles Sδ d'acquérir une structure de représentation de spo(2l+ 2|n) par
un transport de structure de Dλµ(Rm|n) sur Sδ(Rm|n). Explicitement, nous dé�nissons
une dérivée de Lie sur Sδ(Rm|n) notée également L de la manière suivante :

LXfS := Q−1
Aff ◦ L

λµ
Xf
◦QAff(S), ∀S ∈ Sδ(Rm|n), Xf ∈ spo(2l + 2|n).
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L'application γ mesure la di�érence entre les représentations (Sδ, Lδ) et (Sδ,L) de
spo(2l + 2|n). Cette application est dé�nie comme suit

γ : spo(2l + 2|n)→ gl(Sδ,Sδ) : X 7→ γ(Xf ) = LXf − LδXf . (1.39)

Comme conséquence d'un résultat de P.Mathonet et F.Radoux [28], on obtient le résultat
suivant.

Proposition 1.10.5. L'application γ s'annule sur les champs de vecteurs constants et
linéaires. En plus, pour tout champ de vecteurs quadratiques Xf et pour tout entier k,
l'application γ diminue le degré de son argument et c'est un opérateur di�érentiel d'ordre
zéro à coe�cients constants et de parité X̃f .

1.10.3 Opérateur de Casimir

Dé�nition 1.10.6. Soit g une superalgèbre de Lie matricielle sur un corps K. On dé�nit
sur g une forme bilinéaire paire, supersymétrique K par :

K : g× g→ K : (A,B) 7→ K(A,B) = ηstr(AB), ∀A,B ∈ g,

où η est un nombre non nul.

Dé�nition 1.10.7. Si g est une superalgèbre de Lie matricielle de dimension m telle
que la forme bilinéaire K est non-dégénerée, alors pour toute base (u1, . . . , um) de g, il
existe une base (u∗1, . . . , u

∗
m) telle que

K(ui, u
∗
j) = δij,∀i, j ≤ m.

Ces bases sont appelées bases duales par rapport à K.

Si la forme bilinéaireK est non dégénerée, alors on peut dé�nir l'opérateur de Casimir
associé à toute représentation (E, ρ) de la superalgèbre de Lie g.

Dé�nition 1.10.8. Si (E, ρ) est une représentation de la superalgèbre de Lie g, l'opéra-
teur de Casimir associé à cette représentation est dé�ni par

Cρ : E → E : x 7→
m∑
i=1

(−1)ũiρ(ui)ρ(u∗i )x =
m∑
i=1

ρ(u∗i )ρ(ui)x,

où (ui : i ≤ m) et (u∗i : i ≤ m) sont des bases duales de g par rapport à K.
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On a directement le résultat suivant :

Proposition 1.10.9. L'opérateur Cρ ainsi dé�ni ne dépend pas du choix de la base
ui, (1 ≤ i ≤ m).

Démonstration. Si on fait un changement de base, on a u′j =
∑

lAjlul. On calcule que
l'on a

u
′∗
j =

∑
k

Cjku
∗
k, avec C = (At)−1.

On obtient donc

C ′ρ =
∑
i

ρ(u
′∗
i ) ◦ ρ(u′i)

=
∑
ikl

Cikρ(u∗k) ◦ Ailρ(ul)

=
∑
ikl

CikAilρ(u∗k) ◦ ρ(ul)

=
∑
k

ρ(u∗k) ◦ ρ(uk)

car on a que
∑

k CikAil = δkl.

L'opérateur Cρ a des propriétés fondamentales qui seront utilisées dans la construc-
tion d'une quanti�cation équivariante. Ces propriétés sont décrites dans la proposition
suivante :

Proposition 1.10.10. Soit (E, ρ) une réprésentation de g.

1. Si (E ′, ρ′) est une autre représentation de g et si T : (E, ρ) → (E ′, ρ′) est un
entrelacement, c'est-à-dire :

T ◦ ρ(x) = ρ′(x) ◦ T ∀x ∈ g;

alors on a
Cρ′ ◦ T = T ◦ Cρ; (1.40)

2. Si u est un vecteur propre de Cρ de valeur propre α, alors T (u) est un vecteur
propre de Cρ′ de valeur propre α.



Chapitre 1. Notions de base 45

Démonstration. La première propriété résulte de la dé�nition des opérateurs de Casimir.
La deuxième est une conséquence de la première : Si u est un vecteur propre de Cρ de
valeur propre α, alors on a :

Cρ′(T (u)) = T (Cρ(u))

= T (αu)

= αT (u).

On peut appliquer la proposition 1.10.10 aux quanti�cations équivariantes. Puisque
nous avons transporté la structure de représentation de (Dλµ,Lλµ) pour obtenir une
représentation (Sδ,L), le problème de quanti�cation équivariante revient à déterminer un
isomorphisme de représentations de g de (Sδ, Lδ) dans (Sδ,L), que nous notons également
Q. La proposition 1.10.10 conduit alors au résultat suivant, donné dans [38] dans le cas
de la quanti�cation conformément équivariante.

Proposition 1.10.11. Si C(resp. C) est l'opérateur de Casimir correspondant à la
représentation (Sδ, Lδ) (resp. (Sδ,L)) de g et si S ∈ Skδ est un vecteur propre de C
de valeur propre α, alors Q(S)

1. est un vecteur propre de C de valeur propre α,

2. doit s'écrire Sk + Sk−1 + . . .+ S0, où Sj est dans Sjδ pour tout 0 ≤ j ≤ k ;

3. doit satisfaire la condition de normalisation Sk = S.

En d'autres termes, la quanti�cation Q doit faire correspondre à tout vecteur propre
S de C de degré k, un vecteur propre de C de même valeur propre dont S est le terme de
plus haut degré. Nous verrons que dans beaucoup de cas, l'existence de cette association
(unique) entre vecteurs propres est su�sante pour l'existence de la quanti�cation.

Il est donc important de pouvoir construire les opérateurs de Casimir des représenta-
tions que nous considérons. Nous particularisons donc les notions de cette section dans
le cas de la superalgèbre de Lie spo(2l + 2|n), dans le but de calculer des bases duales
pour une forme bilinéaire adéquate. On a le lemme suivant.

Lemme 1.10.12. Soit K la forme bilinéaire dé�nie sur spo(2l + 2|n) par

K : spo(2l + 2|n)× spo(2l + 2|n)→ R : (A,B)→ 2str(AB). (1.41)
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La base K-duale correspondant à la base

Xz, Xxj−1z, Xyi−1
, Xxj−1yi−1

, Xz2 , Xy2i−1
, Xyj−1z,

Xyi−1yj−1
, X1, Xx2i−1

, Xxj−1
, Xxj−1xi−1

, Xθj , Xxi−l−2θj ,

Xzθj , Xyi−1θj , Xθi−1θj−1
(1.42)

de spo(2l + 2|n) est donnée par

Xz, Xyj−1
, Xxj−1z, Xxi−1yj−1

, −1

2
X1, −1

2
Xx2i−1

, −Xxj−1
,

−Xxj−1xi−1
, −1

2
Xz2 , −1

2
Xy2i−1

, −Xyj−1z, −Xyi−1yj−1
, −Xzθj , −Xyi−l−2θj ,

Xθj , Xxi−1θj , Xθi−1θj−1
. (1.43)

Démonstration. Si on considère la base matricielle de spo(2l+ 2|n) donnée par les types
de matrices (1.19),(1.20) et (1.21), on voit que ces matrices correspondent aux champs
de vecteurs projectifs de contact suivants :

2Xz, 2Xxj−1z, 2Xyi−1
, 2Xxj−1yi−1

, Xz2 , Xy2i−1
, 2Xyj−1z,

2Xyi−1yj−1
, −X1, −Xx2i−1

,−2Xxj−1
, −2Xxj−1xi−1

, 2Xθj , 2Xxi−l−2θj ,

− 2Xzθj , −2Xyi−1θj , 2Xθi−1θj−1
. (1.44)

De plus, si on utilise la formule (1.41), il est clair que sa base duale est donnée par la
famille des matrices suivantes

1

4



11,1 0 0

0

0 −1(l+2),(l+2) 0

0
0 0 0n,n


,

1

4



1i,1 0 0

0

0 −1(l+2),(l+1+i) 0

0
0 0 0n,n


si i 6= 1,
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1

4



11,j 0 0

0

0 −1(l+1+j),(l+2) 0

0
0 0 0n,n


si j 6= 1,

1

4



1j,i 0 0

0

0 −1(l+1+i),(l+1+j) 0

0
0 0 0n,n


si i 6= j 6= 1

1

2



0 0
0

0 0
1(l+2),1

0 0
0

0 0 0n,n


,
1

2



0
0 0

0 0

1(l+1+i),i 0 0

0 0 0n,n


si i 6= 1

1

4



0

0 0 0
1(l+2),j

0 0 0

1(l+1+j),1 0

0 0 0n,n


si j 6= 1;

1

4



0

0 0 0
1(l+1+i),j

0 0 0

1(l+1+j),i 0

0 0 0n,n


si i 6= j 6= 1;
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−1

2



11,(l+2)

0 0 0

0 0 0

0 0 0n,n


; −1

2



0 1(l+1+i),i 0

0 0 0

0 0 0n,n


si i 6= 1

−1

4



11,(l+1+j)

0 0

1j,(l+2)

0 0 0

0 0 0n,n


j 6= 1; −1

4



1i,(l+1+j)

0 0
1j,(l+1+i)

0 0 0

0 0 0n,n


si i 6= j 6= 1,

1

4



11,(2l+2+j)

0 0

0 0 0

1(2l+2+j),(l+2) 0 0


;

1

4



1i−(l+1),(2l+2+j)

0

0 0 0

1(2l+2+j),i 0 0n,n


1 < i 6 l+1;
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1

4



1(l+2),(2l+2+j)

0

0 0 0

−1(2l+2+j),1 0 0n,n


,

1

4



1i,(2l+2+j)

0

0 0 0

−1(2l+2+j),i 0 0n,n


si 2l + 2 6 j 6 2l + 2 + n et l + 2 < i 6 2l + 2.
En�n, quand 2l + 2 6 i, j 6 2l + 2 + n, on a

1

4



0 0

0 1(2l+2+j),(2l+2+i)

0
−1(2l+2+i),(2l+2+j)

0


.

La connaissance de la formule (1.23) et de la formule (1.7) permet d'obtenir les champs
de vecteurs projectifs de contact correspondant à cette base duale.



Chapitre 2

Quanti�cation spo(2|1)−équivariante
sur S1|1

Dans ce chapitre, nous étudions la quanti�cation équivariante sur le supercercle S1|1.
Les résultats d'existence et formules explicites données dans ce chapitre sont connus. Ils
ont été donnés par N. Mellouli dans sa thèse de doctorat [11] et ont fait l'objet d'une
publication [10]. Ces résultats ont été obtenus par calcul direct. Notre but ici est de
mettre en oeuvre la technique des opérateurs de Casimir pour récupérer ces résultats.
Cela nous permettra d'avoir un exemple d'application simple de cette technique qui
nous guidera dans les situations plus complexes de S1|2 et de R2l+1|n. Nous allons d'abord
particulariser les dé�nitions générales présentées dans le premier chapitre. Nous donnons
une formule explicite pour l'opérateur γ et pour les opérateurs de Casimir, qui nous
permettent de construire la quanti�cation.

Nous avons cependant conservé à certains endroits, que nous signalerons, les notations
de N. Mellouli.

2.1 Superfonctions et champs de vecteurs sur S1|1

Nous utilisons la même description que celle de H.Gargoubi, N.Mellouli, V.Ovsienko
dans [10]. Il s'agit de la description donnée au chapitre précédent, où il n'y a qu'une
variable impaire et une variable paire.

Un élément f de C∞(S1|1) est donc dé�ni, en coordonnées locales par :

f(x, θ) = f0(x) + f1(x)θ

où f0, f1 ∈ C∞(V ), V ∈ Ouv(S1).

50
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La dé�nition générale (1.1) des champs de vecteurs se particularise sur le supercercle
S1|1 par

X = f(x, θ)∂x + g(x, θ)∂θ

où f(x, θ), g(x, θ) ∈ C∞(S1|1). On note Vect(S1|1) la superalgèbre de Lie des champs de
vecteurs sur le supercercle S1|1.

2.2 La superalgèbre de Lie spo(2|1)

Dans cette section, nous décrivons la superalgèbre de Lie spo(2|1) des champs de
vecteurs projectifs de contact sur S1|1. Comme nous l'avons souligné dans le premier
chapitre, cette superalgèbre de Lie est l'intersection de la superalgèbre de Lie des champs
de vecteurs projectifs pgl(2|2) et de la superalgèbre de Lie de champs de vecteurs de
contact K(1) 1 sur S1|1.

2.2.1 La superalgèbre de Lie des champs de vecteurs de contact

sur S1|1

La structure de contact standard sur le supercercle S1|1 est dé�nie par la 1− forme
di�érentielle α égale à dx+ θdθ. Son noyau est engendré par le champ de vecteur impair
D̄ = ∂θ − θ∂x. Cela permet de particulariser la dé�nition 1.7.4 sur S1|1 pour obtenir la
dé�nition des champs de contacts.

Dé�nition 2.2.1. Un champ de vecteurs X ∈ Vect(S1|1) préserve la structure de contact
sur S1|1 si il existe une superfonction ψX ∈ C∞(S1|1) telle que [X, D̄] = ψXD̄. L'ensemble
de ces champs forme une sous-superalgèbre de Lie de Vect(S1|1), notée K(1).

D'après la proposition 1.7.5, les champs de vecteurs de contact sur S1|1, sont exacte-
ment les champs de la forme

Xf = f∂x − (−1)f̃
1

2
D̄(f)D̄

pour une superfonction f sur S1|1. La superfonction f est appelée le Hamiltonien de
contact de Xf .

En considérant des fonctions quadratiques au plus, c'est à dire des combinaisons
linéaires de {1, x, θ, x2, xθ}, nous obtenons via la correspondance f 7→ Xf une sous-
superalgèbre de Lie de K(1) que nous notons par spo(2|1). La sous-superalgèbre de Lie

1. La notation classiqueK(1) est utilisée à la place de la notationK(1|1) donnée au premier chapitre.
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engendrée par les champs de vecteurs de contact {X1, Xx, Xθ} sera appelée a�ne et
notée Aff(2|1).

La superalgèbre de Lie spo(2|1) peut être obtenue également par le plongement pro-
jectif (voir section 1.8) dans la superalgèbre de Lie projective pgl(2|1). Pour cela on pose
l = 0 et n = 1 dans les formules de la section 1.8.

Ainsi la superalgèbre de Lie spo(2|1) est dans l'intersection de la superalgèbre de Lie
de contact K(1) et de la superalgèbre de Lie projective pgl(2|1).

Vu la dé�nition de la superalgèbre de Lie spo(2|1), on obtient directement une base
de cette superalgèbre donnée par {Xx, Xxθ, X1, Xx2 , Xθ}.

2.3 Module de densités de poids λ sur S1|1

D'après la dé�nition 1.9.2, l'espace des λ-densités de contact sur S1|1 est donné par

Fλ(S1|1) := {gαλ : g ∈ C∞(S1|1)}

et l'action (1.27) de K(1) (et donc de spo(2|1)) sur Fλ(S1|1) s'écrit

LλXf (gα
λ) := (Xf (g) + λf ′g)αλ, (2.1)

avec f ′ = ∂f
∂x
.

La formule explicite du crochet de Lagrange sur C∞(S1|1) devient

{f, g} = fg′ − f ′g − (−1)f̃
1

2
D̄(f)D̄(g).

Remarque 2.3.1. En tant qu'espaces vectoriels, Fλ(S1|1) et C∞(S1|1) sont bien sûr
isomorphes, la correspondance étant donnée par gαλ 7→ g. La présence du facteur αλ

n'est utile que pour rappeler que nous considérons une représentation dépendant du poids
λ. Ce facteur sera omis dans nos calculs dès que cela ne risque pas de prêter à confusion.

2.4 Opérateurs di�érentiels et symboles associés

L'espace des opérateurs di�érentiels sur S1|1 est dé�ni en particularisant les dé�ni-
tions du premier chapitre. Cependant la remarque suivante concernant les notations est
particulièrement importante.
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Remarque 2.4.1. Dans le cas du supercercle S1|1, la notation Dk est fréquemment
utilisée dans la littérature pour noter les opérateurs d'ordre k au sens de Heisenberg. Dans
ce chapitre, nous n'utiliserons que la �ltration de Heisenberg et les symboles associés.
Nous noterons donc le �ltre Dk et l'espace des symboles associés Sk, où k peut prendre
des valeurs demi-entières.

On note 1
2

+ N l'ensemble {1
2

+ n : n ∈ N}. Un opérateur di�érentiel A d'ordre
k ∈ N∪ 1

2
+N sur S1|1 peut s'écrire (voir [11] et [10]), via la formule (1.34), sous la forme

suivante
A =

∑
l+m

2
≤k

al,m(∂x)
lD

m
(2.2)

où al,m ∈ C∞(S1|1) pour tous l,m. Puisque −D2
= ∂x, on peut supposer m ≤ 1.

Si on note Dkλµ(S1|1) l'espace des opérateurs di�érentiels d'ordre k agissant de Fλ
dans Fµ, alors l'espace total des opérateurs di�érentiels agissant des λ-densités vers les
µ-densités s'écrit

Dλµ(S1|1) =
⋃

k∈N∪ 1
2

+N

Dkλµ(S1|1).

Puisque Dlλµ(S1|1) ⊂ Dl+
1
2

λµ (S1|1), alors l'espace Dλµ(S1|1) est muni d'une �ltration ap-
pelée �ne suivante :

D0
λµ(S1|1) ⊂ D

1
2
λµ(S1|1) ⊂ D1

λµ(S1|1) ⊂ . . . ⊂ Dl−
1
2

λµ (S1|1) ⊂ Dlλµ(S1|1) ⊂ . . . .

L'espace Dλµ(S1|1) est muni d'une structure de spo(2|1)-module dé�nie par la dérivée
de Lie dans la direction de Xf notée LλµXf comme suit :

∀A ∈ Dkλµ(S1|1), LλµXfA = LµXf ◦ A− (−1)f̃ ÃA ◦ LλXf

L'action de spo(2|1) préserve la �ltration �ne de Dλµ(S1|1).

Dé�nition 2.4.2. On appelle espace des symboles et on note Sδ (δ = µ − λ), l'espace
gradué associé à l'espace des opérateurs di�érentiels. On a donc

Sδ =
⊕

k∈N∪ 1
2

+N

Skδ ,

où Skδ := Dkλµ/D
k− 1

2
λµ pour tout k ∈ N ∪ 1

2
+ N.
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Les résultats donnés dans les propositions suivantes ont été donnés par N. Mellouli
[11] (voir aussi [10]), mais pour faciliter la lecture, nous avons choisi de les reprendre
ainsi que leurs démonstrations.

Proposition 2.4.3. Quel que soit le poids δ′ on a toujours un isomorphisme entre les
superspaces vectoriels Sk(S1|1) et Fδ′(S1|1) donné par

Skδ (S1|1)→ Fδ′(S1|1) : [F∂kx ] 7→ Fαδ
′
, (2.3)

si k ∈ N et par

Skδ (S1|1)→ Fδ′(S1|1) : [F∂
k− 1

2
x D] 7→ Fαδ

′
(2.4)

si k ∈ 1
2

+ N.

Puisque l'action de spo(2|1) préserve la �ltration sur Dkλµ, la structure de spo(2|1)-
module induit sur l'espace de symboles Skδ une structure de module par passage au
quotient. Ainsi si on note LδXf la dérivée de Lie d'un symbole dans la direction de Xf ,
on a

LδXf [A] := [LλµXfA].

Nous donnons d'abord les formules des commutateurs dans le lemme suivant :

Lemme 2.4.4. Si k ∈ N et Xf ∈ spo(2|1), alors

[Xf , ∂
k
x ] = −kf ′∂kx + (−1)f̃

1

2
kD̄(f ′)∂k−1

x D̄ − k(k − 1)

2
f ′′∂k−1

x ,

[Xf , D̄] = −1

2
f ′D̄;

[∂kx , f ] = kf ′∂k−1
x +

k(k − 1)

2
f ′′∂k−2

x

et si k ∈ 1
2

+ N on a

[Xf , ∂
k− 1

2
x D̄] = −kf ′∂k−

1
2

x D̄ − (−1)f̃ (
(k − 1

2
)

2
)D̄(f ′)∂

k− 1
2

x − 1

2
(k − 1

2
)2f ′′∂

k− 3
2

x D̄.

Démonstration. On démontre la première formule par induction. En e�et, si k = 1 alors
c'est une évidence. Si l'on suppose que la formule est vraie pour k, il vient

[Xf , ∂
k+1
x ] = [Xf , ∂x∂

k
x ] = [Xf , ∂x]∂

k
x + ∂x[Xf , ∂

k
x ]

= (−f ′∂x+(−1)f̃
1

2
D̄(f ′)D̄)∂kx+∂x(−kf ′∂kx+(−1)f̃

1

2
kD̄(f ′)∂k−1

x D̄− k(k − 1)

2
f ′′∂k−1

x ).
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Il est alors facile de voir que la formule est aussi correcte pour k+1. Pour la deuxième et
troisième formule, c'est un simple calcul. Pour la quatrième formule, il su�t de calculer

[Xf , ∂
k− 1

2
x D̄] = [Xf , ∂

k− 1
2

x ]D̄ + ∂
k− 1

2
x [Xf , D̄].

L'action de la superalgèbre de Lie spo(2|1) sur Sδ(S1|1) est donnée de la manière
suivante :

Proposition 2.4.5. Si le symbole S = [F∂kx ] ou S = [F∂
k− 1

2
x D] et si δ′ = δ − k alors

l'identi�cation dans la proposition 2.4.3 devient un isomorphisme entre les spo(2|1)-
modules Skδ (S1|1) et Fδ−k(S1|1).

Démonstration. Soient k ∈ N et S = [F∂kx ] un symbole homogène de degré k. La dérivée
de Lie du symbole S dans la direction de Xf est obtenu en calculant l'expression suivante

LδXf (S) = [LµXfF∂
k
x − (−1)f̃ S̃F∂kx ◦ LλXf ]. (2.5)

La somme des termes de plus haut ordre k dans LµXfF∂
k
x est égale à

f∂xF∂
k
x − (−1)f̃

1

2
D̄(f)D̄(F )∂kx + µf ′F∂kx

tandis que la somme des termes de plus haut ordre k dans −(−1)f̃ S̃F∂kx ◦ LλXf est égale
à

−(−1)f̃ F̃kFf ′∂kx − (−1)f̃ F̃λFf ′∂kx .

La somme de tous les termes qui correspondent au symbole principal dans (2.5) sont les
suivants : (

(f∂x − (−1)f̃
1

2
D̄(f)D̄)(F )

)
∂kx + (δ − k)f ′F∂kx .

Il est facile de voir que cette expression est égale à(
Lδ−kXf

(F )
)
∂kx .

Donc à l'aide de la proposition 2.4.3, on obtient l'identi�cation annoncée. Si k ∈ 1
2

+ N
et si S est un symbole d'ordre k qui s'écrit [F∂

k− 1
2

x ], on a :

LδXf (S) = [LλµXf (F∂
k− 1

2
x D)] = [LµXf ◦ (F∂

k− 1
2

x D)− (−1)f̃
˜(F+1)F∂

k− 1
2

x D ◦ LλXf ]. (2.6)
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La somme des termes de plus haut ordre k dans le premier terme est égale à

f∂xF∂
k− 1

2
x D − (−1)f̃

1

2
D̄(f)D̄(F )∂

k− 1
2

x D + µf ′F∂
k− 1

2
x D̄

tandis la somme des termes de plus haut ordre k dans le second terme est égale à

−(−1)f̃ F̃ (k − 1

2
)Ff ′∂

k− 1
2

x D̄ − (−1)f̃ F̃λFf ′∂
k− 1

2
x D̄ − 1

2
f ′F∂

k− 1
2

x D̄.

La somme de tous les termes qui correspondent au symbole principal de la relation (2.6)
est égale à (

(f∂x − (−1)f̃
1

2
D̄(f)D̄)(F )

)
∂
k− 1

2
x D̄ + (δ − k)f ′F∂

k− 1
2

x D̄.

Il est immédiat de voir que cette expression est égale à(
Lδ−kXf

(F )
)
∂
k− 1

2
x D.

Donc la proposition 2.4.3 nous permet d'obtenir l'identi�cation annoncée.

2.5 Outils de la quanti�cation équivariante

Nous utilisons les mêmes outils que ceux utilisés dans [28]. Les premiers outils sont
l'application de quanti�cation a�ne et l'application γ.

2.5.1 Application de quanti�cation a�ne

L'application de quanti�cation a�ne que nous allons dé�nir est un cas particulier de
la quanti�cation a�ne introduite dans la dé�nition 1.10.3.

Dé�nition 2.5.1. On appelle application de quanti�cation a�ne QAff , la bijection linéaire
de Sδ(S1|1) dans Dλµ(S1|1) dé�nie comme suit, pour F ∈ Fδ−k ∼= Skδ (S1|1) :

QAff(F ) =

{
F∂kx si k ∈ N
F∂

k− 1
2

x D si k ∈ 1
2

+ N

L'inverse de la quanti�cation a�ne se note par σAff .
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En utilisant cette applicationQAff , nous pouvons transporter la structure de Vect(S1|1)-
module de Dλµ(S1|1) sur Sδ(S1|1) en dé�nissant sur Sδ(S1|1) la dérivée de Lie notée
également LX comme suit

LX = Q−1
Aff ◦ L

λµ
X ◦QAff ,

pour tout X ∈ Vect(S1|1). La quanti�cation spo(2|1)-équivariante est alors la donnée
d'un isomorphisme entre les réprésentations (Sδ, LδX) et (Sδ,LX)

Q : (Sδ, LδX)→ (Sδ,LX) (2.7)

telle que le terme de plus haut ordre de Q(S) est égal à S pour tout S ∈ Skδ (S1|1).
En e�et, QAff ◦Q est invariant si et seulement si Q est invariant car on a

LλµX (QAff ◦Q)(S) = (QAff ◦Q)(LδXS)

si et seulement si
Q−1

Aff ◦ L
λµ
X ◦QAff ◦Q(S) = Q(LδXS).

2.5.2 L'application γ et opérateur de Casimir

La di�érence entre les représentations (Sδ, LδX) et (Sδ,LX) est mesurée par l'appli-
cation

γ : spo(2|1)→ gl(Sδ,Sδ) : Xf 7→ γ(Xf ) = LXf − LδXf .

On peut calculer explicitement son expression en coordonnées locales. Dans ce qui suit
si F est un symbole homogène, nous notons par F̃ sa parité.

Proposition 2.5.2. L'application γ s'annule sur Aff(2|1). Pour tous f ∈ {x2, xθ}, la
restriction de γ(Xf ) à Skδ est à valeurs dans Sk−

1
2

δ ⊕ Sk−1
δ . En plus, si F ∈ Skδ est un

symbole homogène, on a

(QAff ◦ γ(Xf ))(F ) =(
−k(

k − 1

2
+ λ)f ′′F∂k−1

x + (−1)f̃ F̃+f̃ k

2
FD̄(f ′)∂k−1

x D̄

)
(2.8)
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si k ∈ N et

(QAff ◦ γ(Xf ))(F ) =

− (−1)f̃ F̃+f̃ 1

2

(
(k + 2λ− 1

2

)
FD̄(f ′)∂

k− 1
2

x

−
(k − 1

2
)

2

(
(k + 2λ− 1

2
)

)
f ′′F∂

k− 3
2

x D̄ (2.9)

si k ∈ 1
2

+ N.

Démonstration. On a par dé�nition :

(QAff ◦ γ(Xf ))(F ) = LλµXf ◦QAff(F )−QAff ◦ Lδ−kXf
(F ).

Si k ∈ N, le calcul du premier terme du second membre nous donne ce qui suit :

LλµXf ◦QAff(F ) = [Xf , F∂
k
x ] + µf ′F∂kx − (−1)f̃ F̃λ

(
Ff ′∂kx + kFf

′′
∂k−1
x

)
= Xf (F )∂kx + (−1)f̃ F̃F [Xf , ∂

k
x ] + δf ′F∂kx − (−1)f̃ F̃λkFf

′′
∂k−1
x .

Le calcul du second terme donne

−QAff ◦ Lδ−kXf
(F ) = −f∂xF∂kx + (−1)f̃

1

2
D̄(f)D(F )∂kx − (δ − k)f ′F∂kx .

En utilisant les résultats du lemme 2.4.4 et le fait que

[Xf , F ] = f∂xF + fF∂x − (−1)f̃
1

2
D̄(f)D̄(F )− (−1)f̃+F̃ 1

2
D̄(f)FD̄

− (−1)f̃ F̃Ff∂x + (−1)f̃ F̃+f̃ 1

2
FD̄(f)D̄,

on obtient le résultat annoncé.
De même, si k ∈ 1

2
+ N, on a pour le premier terme du second membre :

LλµXf ◦QAff(F ) = [Xf , F∂
k− 1

2
x D] + µf ′F∂

k− 1
2

x D

− (−1)f̃(F̃+1)λF∂
k− 1

2
x .

(
D(f ′) + (−1)f̃f ′D

)
= [Xf , F ]∂

k− 1
2

x D + (−1)f̃ F̃F [Xf , ∂
k− 1

2
x D] + µf ′F∂

k− 1
2

x D

− (−1)f̃(F̃+1)λF∂
k− 1

2
x .

(
D(f ′) + (−1)f̃f ′D

)
.
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Pour le second terme, on obtient

−QAff ◦ Lδ−kXf
(F ) = −f∂xF∂

k− 1
2

x D + (−1)f̃
1

2
D̄(f)D(F )∂

k− 1
2

x D − (δ − k)f ′F∂
k− 1

2
x D.

L'utilisation des résultats du lemme 2.4.4 nous donne aussi le résultat annoncé.

Si k ∈ N, la composante de γ(Xf )|Skδ selon Sk−
1
2

δ est donnée par

(−1)f̃ F̃+f̃ k

2
FD̄(f ′)

tandis que la composante selon Sk−1
δ est donnée par

−
(
k(
k − 1

2
+ λ)f ′′F

)
.

Si k ∈ 1
2

+ N, la composante de γ(Xf )|Skδ selon Sk−
1
2

δ est donnée par

−(−1)f̃ F̃+f̃ 1

2

(
k − 1

2
) + 2λ

)
FD̄(f ′)

tandis que la composante selon Sk−1
δ est donnée par

−
(k − 1

2
)

2

(
(k + 2λ− 1

2
)

)
f ′′F.

On peut particulariser les notions de la section 1.10.3 au cas de la superalgèbre de Lie
spo(2|1) et aux représentations (Sδ, LX) et (Sδ,LX) discutées à la section précédente.

Dé�nition 2.5.3. On note respectivement C et C les opérateurs de Casimir associés à
(Sδ, LX) et (Sδ,LX). On a donc pour tout S ∈ Sδ,{

C(S) =
∑5

i=1 LX∗i ◦ LXiS
C(S) =

∑5
i=1 LX∗i ◦ LXiS

si {Xi} = {Xf : f ∈ {1, x, θ, xθ, x2}} et {X∗i } = {X∗f : f ∈ {1, x, θ, xθ, x2}} sont des
bases duales de spo(2|1) correspondant à la forme bilinéaire K dé�nie par

K : spo(2|1)× spo(2|1)→ R : (A,B) 7→ 2str(AB), ∀A,B ∈ spo(2|1).
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Lemme 2.5.4. La base K-duale correspondant à la base

{Xx, Xxθ, X1, Xx2 , Xθ}

de spo(2|1) est donnée par

{Xx, Xθ,−
1

2
Xx2 ,−

1

2
X1,−Xxθ}.

Nous pouvons maintenant calculer l'opérateur de Casimir associé à la représentation
(Skδ , LX).

Proposition 2.5.5. L'opérateur de Casimir associé à la représentation (Skδ , LX) de
spo(2|1) est donné par C|Skδ = αk,δId, où αk,δ = 1

2
(δ − k)(2δ − 2k − 1) pour tout k ∈

N ∪ 1
2

+ N.

Démonstration. En utilisant la dé�nition 2.5.3 et le lemme 2.5.4, on trouve

C = Lδ−kXx
◦ Lδ−kXx

+ Lδ−kXθ
◦ Lδ−kXxθ

− Lδ−kXxθ
◦ Lδ−kXθ

− 1

2
Lδ−kXx2

◦ Lδ−kX1
− 1

2
Lδ−kX1

◦ Lδ−kXx2
.

En calculant C sur un symbole F , seuls les termes Lδ−kXθ
◦Lδ−kXxθ

(F ), −1
2
Lδ−kX1

◦Lδ−kXx2
(F ) et

Lδ−kXx
◦ Lδ−kXx

(F ) donnent une contribution dans C(F ) et les autres termes se simpli�ent.
La contribution de −1

2
Lδ−kX1

◦ Lδ−kXx2
vaut −(δ − k)F , celle du terme Lδ−kXθ

◦ Lδ−kXxθ
(F ) vaut

1
2
(δ − k)F tandis que celle de Lδ−kXx

◦ Lδ−kXx
(F ) vaut (δ − k)2F . En sommant ces termes,

on obtient le résultat annoncé.

Nous dé�nissons maintenant l'opérateur N qui mesure la di�érence entre les opéra-
teurs de Casimir C et C comme suit.

Dé�nition 2.5.6. On peut dé�nir un opérateur N de Sδ dans Sδ de la façon suivante :

N : Sδ → Sδ : S 7→ C(S)− C(S). (2.10)

La connaissance de l'application γ permet de calculer explicitement l'opérateur N ,
d'où la proposition qui suit :

Proposition 2.5.7. La restriction de N à Skδ est à valeurs dans Sk−
1
2

δ ⊕Sk−1
δ . Si k ∈ N,

la composante de N |Skδ selon Sk−
1
2

δ s'écrit :

−(−1)F̃
k

2
D(F )
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tandis que celle N |Skδ suivant Sk−1
δ s'écrit

k(k + 2λ− 1)∂xF.

Si k ∈ 1
2

+ N, la composante de N |Skδ selon Sk−
1
2

δ s'écrit :

(−1)F̃
1

2
(k + 2λ− 1

2
)D(F )

tandis que celle de N |Skδ selon Sk−1
δ s'écrit

(k − 1

2
)(k + 2λ− 1

2
)∂xF.

Démonstration. En utilisant l'expression de C et de C de la dé�nition 2.5.3 ainsi que la
dé�nition de γ et le fait que γ(Xf ) s'annule sur Aff(2|1), on obtient directement

N = LXθ ◦ γ(Xxθ)−
1

2
LX1 ◦ γ(Xx2)−

1

2
γ(Xx2) ◦ LX1 − γ(Xxθ) ◦ LXθ .

Le résultat s'obtient alors facilement en utilisant le fait que les symboles de degré k
s'identi�ent à des (δ − k)-densités.

2.6 Construction de la quanti�cation spo(2|1)-équivariante

Nous allons démontrer l'existence et l'unicité de la quanti�cation spo(2|1)-équivariante
sur S1|1 pour des valeurs de δ dites non critiques. Nous commençons par dé�nir cet en-
semble des valeurs de δ pour lesquelles cette quanti�cation spo(2|1)-équivariante n'existe
pas.

2.6.1 Valeurs critiques

Les valeurs critiques sont dé�nies à l'aide des valeurs propres de l'opérateur de
Casimir C.

Dé�nition 2.6.1. Une valeur de δ est appelée critique, s'il existe k, l ∈ N ∪ 1
2

+ N où
l < k tel que αk,δ = αl,δ.

On a directement la proposition qui suit :
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Proposition 2.6.2. L'ensemble des valeurs critiques de δ est donné par

Cr =

{
2k + 2l + 1

4
: k, l ∈ 1

2
N, l < k

}
.

Démonstration. C'est un simple calcul en utilisant la proposition 2.5.5 et la dé�nition
2.6.1 : l'ensemble des valeurs critiques de δ est alors simplement l'ensemble des racines
des équations

(δ − k)(2δ − 2k − 1) = (δ − l)(2δ − 2l − 1),

avec k, l ∈ 1
2
N et l < k.

Remarque 2.6.3. La valeur δ = 0 n'est pas critique.

On peut voir que 2k + 2l + 1 ne peut jamais s'annuler si k, l ∈ 1
2
N tel que l < k.

2.6.2 La construction

Le résultat principal est donné par le théorème qui suit

Théorème 2.6.4. Si δ n'est pas critique, il existe une unique quanti�cation spo(2|1)-
équivariante de Sδ dans Dλµ.

Démonstration. Premièrement, remarquons que pour tout S ∈ Skδ , il existe un unique
vecteur propre Ŝ de C de valeur propre αk,δ dont la partie homogène de degré k est égale
à S. En d'autres termes, il existe un unique symbole Ŝ tel que : C(Ŝ) = αk,δŜ et tel que{

Ŝ = Sk + Sk− 1
2

+ Sk−1 + · · ·+ S0, Sk = S

Sl ∈ S lδ pour tout l 6 k − 1
2
.

La condition C(Ŝ) = αk,δŜ est équivalente à l'égalité suivante :

(C +N)(Sk + Sk− 1
2

+ Sk−1 + · · ·+ S0) = αk,δ(Sk + Sk− 1
2

+ Sk−1 + · · ·+ S0).

Puisque l'opérateur N diminue le degré de ses arguments d'une unité et d'une demi-
unité, cette condition est aussi équivalente au système d'équations suivant :{

(C − αk,δId)Sk− 1
2

= −prk− 1
2
(N(Sk)),

(C − αk,δId)Sk−l = −
(

prk−l(N(Sk−l+ 1
2
)) + prk−l(N(Sk−l+1))

) (2.11)

pour l = 1, 3
2
, . . . , k, où pri est la projection naturelle Sδ → S iδ.
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Puisque δ est non critique, les expressions αk,δ−αl,δ sont non nulles, ce qui implique
que les opérateurs (C − αk,δId)|Sk−lδ

sont inversibles et ce système d'équations possède
une solution unique.

Nous dé�nissons l'application Q par

Q|Skδ (S) = Ŝ. (2.12)

L'unicité de la quanti�cation provient du fait que la solution du système 3.13 est unique
et que la quanti�cation doit associer à un vecteur propre S de C un vecteur propre
de C de même valeur propre et dont la composante de plus haut degré est donnée par
S(proposition 1.10.11).

Il est clair que c'est une bijection et elle remplit la condition suivante :

Q ◦ LδX = LλµX ◦Q pour tout X ∈ spo(2|1).

En e�et, pour tout S ∈ Skδ , les symboles Q(LδXS) et LλµX (Q(S)) possèdent tous deux
les propriétés suivantes :

� Ils sont tous les deux des vecteurs propres de C de valeur propre αk,δ à cause du
fait que C et C commutent respectivement avec Lλµ et Lδ.

� Le terme LδXfS est leur terme de degré k.
On peut alors conclure que les termes Q(LδXS) et LλµX (Q(S)) sont égaux par la première
partie de la preuve. Ainsi la quanti�cation spo(2|1)-équivariante est donc donnée par
QAff ◦Q.

2.7 Formules explicites pour la quanti�cation spo(2|1)-

équivariante

Nous donnons maintenant des formules explicites pour la quanti�cation spo(2|1)-
équivariante sur S1|1 dans les cas où k ∈ N et où k ∈ 1

2
+ N.

Dans ce qui suit, si r est un demi-entier naturel alors la notation brc signi�e la partie
entière par défaut de r et dre signi�e la partie entière par excès de r.
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2.7.1 Le cas des degrés entiers naturels

Proposition 2.7.1. Soit k ∈ N. Si δ est tel que αk 6= αl pour tout l ∈ 1
2
N et l < k,

alors le symbole Sk−l dans la preuve du théorème 2.6.4 est donné par :

Sk−l = Cl∂
l
x(Sk), où Cl =

∏l−1
s=0(2s+ 1)C l

k

∏l
i=1 (k + 2λ− i)

2l
∏l−1

i=0 (αk − αk−i− 1
2
)

, (2.13)

si l est entier naturel et il est donné par

Sk−l = (−1)S̃k+1ElD
2l

(Sk), avec El =
(−1)blc(k − l + 1

2
)C

l− 1
2

k

∏l− 1
2

s=0 (2s+ 1)
∏l− 1

2
i=1 (k + 2λ− i)

2dle
∏l− 1

2
i=0 (αk − αk− 1

2
−i)

,

(2.14)
pour tout l ∈ 1

2
+ N et l > 3

2
et où le coe�cient E 1

2
est donné par

k

2(αk − αk− 1
2
)
.

Démonstration. On procède par récurrence.
Si l = 1

2
et l = 1 les formules (2.13) et (2.14) sont faciles à prouver en utilisant la formule

(3.13), la proposition 2.5.7 et la proposition 2.5.5.
On suppose ensuite que la formule est correcte pour Sk−l′ si l′ ≤ l et on prouve que la
formule est aussi correcte pour Sk−l− 1

2
. Pour cela on utilise la formule (3.13) et on trouve

l'équation

Sk−l− 1
2

=
1

αk − αk−l− 1
2

[
Nk−l
k−l− 1

2

(Sk−l) +N
k−l+ 1

2

k−l− 1
2

(Sk−(l− 1
2

))
]
, (2.15)

dans laquelle la composante du symbole de degré (k − l − i) de N |Sk−lδ
est notée par

Nk−l
k−l−i.

Deux situations peuvent se présenter :
Si l est entier alors (k− l+ 1

2
) est demi-entier naturel et (k− l) est entier naturel. Dans

ce cas, il su�t d'appliquer les formules de la proposition 2.5.7 et les formules (2.13) et
(2.14) pour voir que Sk−l− 1

2
a la forme donnée dans la relation (2.14) et que

El+ 1
2

=
(k − l)

[
(−1)bl+

1
2
cCl − 2(k + 2λ− l)El− 1

2

]
2(αk − αk−(l+ 1

2
))

.
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En utilisant les hypothèses d'induction sur les coe�cients Cl et El− 1
2
, on obtient la

formule qu'il faut pour El+ 1
2
.

Si l est demi-entier alors (k − l − 1
2
) est entier et (k − l) est demi-entier. Des calculs

similaires aux précédents montrent que Sk−l− 1
2
a la même forme que celle décrite par la

première partie de la formule (2.13) et que

Cl+ 1
2

=
(k − l − 1

2
+ 2λ)

(
(−1)l+

1
2El + 2(k − l + 1

2
)Cl− 1

2

)
2(αk − αk−(l+ 1

2
))

.

Les hypothèses d'induction sur les coe�cients El et Cl− 1
2
montrent qu'on obtient une

formule correcte pour Cl+ 1
2
.

2.7.2 Le cas des degrés non entiers naturels

La forme de la formule explicite pour le cas de k ∈ 1
2

+ N est similaire. Seulement la
di�érence se trouve au niveau des coe�cients.

Proposition 2.7.2. Soit k ∈ 1
2

+ N. Si δ est tel que αk 6= αl pour tout l ∈ 1
2
N et l < k,

alors le symbole Sk−l dans la preuve du théorème 2.6.4 est donné par :

Sk−l = C ′l∂
l
x(Sk), où C ′l =

∏l−1
s=0 (2s+ 1)

∏l
j=1 (k + 2λ+ 1

2
− j)

∏l−1
i=0 (k − 1

2
− i)

2ll!
∏l−1

i=0 (αk − αk− 1
2
−i)

,

(2.16)
si l est entier naturel et il est donné par

Sk−l = (−1)S̃k+1E ′lD
2l

(Sk), (2.17)

où le coe�cient E ′l est donné par

E ′l =
(−1)blc

∏l− 1
2

s=0 (2s+ 1)
∏l− 1

2
j=1 (k + 1

2
− j)

∏l− 1
2

i=0 (k + 2λ− 1
2
− i)

2dle(l − 1
2
)!
∏l− 1

2
i=0 (αk − αk−i− 1

2
)

,

pour tout demi-entier naturel l > 3
2
où le coe�cient E ′1

2

est quant à lui donné par

k + 2λ− 1
2

2(αk − αk− 1
2
)
.

Démonstration. La preuve est similaire à celle de la proposition 2.7.1.
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2.8 Quanti�cation spo(2|1)-équivariantes des symboles

d'ordres 1
2, 1,

3
2 et 2

Dans cette section, nous présentons des exemples des formules explicites. Ces formules
montrent en particulier que la construction à l'aide d'opérateurs de Casimir conduit aux
résultats de N. Mellouli dans [11]. Elles seront également utiles comme exemples élémen-
taires pour la quanti�cation �ne équivariante sur R2l+1|n. Pour cela, nous allons nous
servir des résultats de la section précédente ainsi que de la formule (2.12).

Les formules explicites de la quanti�cation spo(2|1)-équivariantes des symboles d'or-
dre 1

2
, 1, 3

2
et 2 sont décrites par la proposition qui suit :

Proposition 2.8.1. 1. Si S ∈ S
1
2
δ alors,

Q(S) = FD + (−1)F̃
2λ

1− 2(µ− λ)
D(F ), ∀δ 6= 1

2
.

2. Si S ∈ S1
δ alors,

Q(S) = F∂x + (−1)F̃
1

2(µ− λ)− 2
D(F )D +

2λ

2− 2(µ− λ)
∂x(F ), ∀δ 6= 1.

3. Si S ∈ S
3
2
δ alors,

Q(S) = F∂xD + (−1)F̃
1 + 2λ

3− 2(µ− λ)
D(F )∂x +

(1 + 2λ)

3− 2(µ− λ)
∂x(F )D

+ (−1)F̃
λ(1 + 2λ)

(3− 2(µ− λ))(1− (µ− λ))
∂xD(F ), ∀δ /∈

{
1,

3

2

}
.

4. Si S ∈ S2
δ alors,

Q(S) = F∂2
x − (−1)F̃

1

(2− (µ− λ))
D(F )∂xD +

(1 + 2λ)

(2− (µ− λ))
∂x(F )∂x

− (−1)F̃
(1 + 2λ)

(2− (µ− λ))(3− 2(µ− λ))
∂xD(F )D

+
λ(1 + 2λ)

(2− (µ− λ))(3− 2(µ− λ))
∂2
x(F ), ∀δ /∈

{
2,

3

2

}
.

Ces formules s'obtiennent en particularisant les formules données dans la proposition
2.7.1 et 2.7.2.



Chapitre 3

Quanti�cation spo(2|2)−équivariante
sur S1|2

Dans ce chapitre, nous allons construire la quanti�cation spo(2|2)−équivariante sur
S1|2. Les résultats de cette quanti�cation ont été donnés jusqu'à l'ordre deux dans la
thèse de Najla Mellouli [11] et ces résultats ont été l'objet d'une publication dans [30].
Pour ce qui nous concerne, nous allons étendre ces résultats pour les symboles d'ordre
arbitraire et les résultats de cette extension ont été également l'objet d'une publication
dans [29]. Nous utilisons la même technique comme celle utilisée sur S1|1 : nous donnons
une formule explicite pour l'opérateur γ et pour les opérateurs de Casimir, qui nous
permettent de construire la quanti�cation équivariante. Cependant, pour permettre que
le texte soit complet, nous reproduisons les résultats connus dans [11, 30]. Nous allons
d'abord particulariser les dé�nitions générales présentées dans le premier chapitre et
utiliserons également à certains endroits, les notations de N. Mellouli.

3.1 Superfonctions et champs de vecteurs sur S1|2

Pour décrire le supercercle S1|2, nous utilisons la technique qu'on peut trouver dans
[30, 11, 29]. Il s'agit de la description donnée au chapitre premier, où il n'y a qu'une
variable paire et deux variables impaires. Un élément de C∞(S1|2) prend la forme suiv-
ante :

f(x, θ1, θ2) = f0(x) + θ1f1(x) + θ2f2(x) + θ1θ2f12(x),

où x est la coordonnée habituelle sur S1, θ1, θ2 sont les coordonnées impaires et f0, f12, f1, f2

sont des fonctions C∞ sur S1.

67
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On dé�nit la parité d'un élément homogène f ∈ C∞(S1|2) qu'on note par f̃ en posant
x̃ = 0 et θ̃1 = θ̃2 = 1.

La dé�nition génerale 1.1 des champs de vecteurs se particularise sur S1|2 en notant
un champ de vecteurs X par

X = f∂x + g1∂θ1 + g2∂θ2 ,

où f, g1, g2 ∈ C∞(S1|2), ∂x = ∂
∂x

et ∂θi = ∂
∂θi

, pour i = 1, 2. L'espace des champs de
vecteurs sur S1|2 muni du crochet de Lie est une superalgèbre de Lie qu'on note par
Vect(S1|2).

3.2 La superalgèbre de Lie spo(2|2)

La superagèbre de Lie spo(2|2) peut être plongée dans la superalgèbre de Lie projec-
tive pgl(2|2) et se trouve dans l'intersection de la superalgèbre de Lie projective pgl(2|2)
et la superalgèbre de Lie des champs de vecteurs de contact sur S1|2. Dans cette section,
nous allons expliquer la superalgèbre de Lie des champs de vecteurs de contact.

3.2.1 La superalgèbre de Lie des champs de vecteurs de contact

La structure de contact standard [30, 11, 29] sur S1|2 est dé�nie par le noyau d'une
1-forme de contact

α = dx+ θ1dθ1 + θ2dθ2

engendrée par les champs de vecteurs impairs suivants :

D1 = ∂θ1 − θ1∂x, D2 = ∂θ2 − θ2∂x.

On peut trouver les champs de vecteurs sur S1|2 (au sens de la formule (1.7.4)) qui
respectent cette structure de contact. Ainsi on a la dé�nition qui suit.

Dé�nition 3.2.1. Un champs de vecteurs X ∈ Vect(S1|2) préserve la structure de con-
tact sur S1|2 s'il véri�e les relations suivantes :

[X,D1] = ψXD1 + ψ′XD2, [X,D2] = ϕXD1 + ϕ′XD2

où ψX , ψ
′
X , ϕX , ϕ

′
X sont des superfonctions sur S1|2 qui dépendent de X.
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Grâce à la proposition 1.7.5 on peut voir que tout champ de vecteurs de contact sur
(S1|2) prend la forme suivante

Xf = f∂x − (−1)f̃
1

2

(
D̄1(f)D̄1 + D̄2(f)D̄2

)
.

L'espace de tous les champs de vecteurs de contact sur S1|2 est muni d'une structure de
superalgèbre de Lie qu'on note par K(2) 1.
En considérant des fonctions quadratiques au plus, c'est à dire des combinaisons linéaires
de {1, x, θ1, θ2, x

2, xθ1, xθ2, θ1θ2}, nous obtenons via la correspondance f 7→ Xf une sous-
superalgèbre de Lie de K(2) que nous notons par spo(2|2). La sous-superalgèbre de Lie
engendrée par les champs de vecteurs de contact {Xx, X1, Xθ1θ2 , Xθ1 , Xθ2} sera appelée
a�ne et notée Aff(2|2).

La superalgèbre de Lie spo(2|2) peut être obtenue également par le plongement pro-
jectif (voir section 1.8) dans la superalgèbre de Lie projective pgl(2|2). Pour cela on pose
l = 0 et n = 2 dans les formules de la section 1.8.

Ainsi la superalgèbre de Lie spo(2|2) est l'intersection de la superalgèbre de Lie de
contact K(2) et de la superalgèbre de Lie projective pgl(2|2).

Vu la dé�nition de la superalgèbre de Lie spo(2|2), on obtient directement une base
de cette superalgèbre donnée par {Xx, Xx2 , X1, Xθ1θ2 , Xxθ1 , Xxθ2 , Xθ1 , Xθ2}.

3.3 Module des densités de poids λ sur S1|2

La dé�nition de l'espace Fλ(S1|2) des λ-densités de contact sur S1|2 est une partic-
ularisation de la dé�nition 1.9.2. Nous notons formellement l'espace des λ-densités de
contact sur S1|2 par

Fλ(S1|2) = {f(x, θ1, θ2)αλ : f(x, θ1, θ2) ∈ C∞(S1|2)}.

et l'action (1.27) de spo(2|2) sur Fλ(S1|2) s'écrit

LλXf (gα
λ) := (Xf (g) + λf ′g)αλ, (3.1)

avec f ′ = ∂f
∂x
.

1. La notation classiqueK(2) est utilisée à la place de la notationK(1|2) donnée au premier chapitre.
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La formule explicite du crochet de Lagrange sur C∞(S1|2) devient

{f, g} = fg′ − f ′g − (−1)f̃ 1
2

(
D1 (f)D1 (g) +D2 (f)D2 (g)

)
, (3.2)

où f ′ = ∂x(f) et (C∞(S1|2), {−,−}) aquiert une structure de superalgèbre de Lie.

Comme nous l'avons signalé sur S1|1, les espaces vectoriels Fλ(S1|2) et C∞(S1|2) sont
bien sûr isomorphes. La correspondance étant donnée par gαλ 7→ g, la présence du facteur
αλ n'est également utile que pour rappeler que nous considérons une représentation
dépendant du poids λ. Ce facteur sera également omis dans nos calculs dès que cela ne
risque pas de prêter à confusion.

3.4 Opérateurs di�érentiels et symboles sur S1|2

Nous particularisons également sur S1|2, la formule (1.34). Si A est un opérateur
di�érentiel d'ordre k sur S1|2 alors il peut s'écrire en coordonnées sous la forme suivante
[30, 11, 29] :

A =
∑

l+m
2

+n
2
≤k

al,m,n (∂x)
lD

m

1 D
n

2 , (3.3)

où al,m,n ∈ C∞(S1|2) pour tous l,m, n. Comme D
2

1 = D
2

2 = −∂x, on peut supposer que
m 6 1, n 6 1.
Explicitement, on note en coordonnées :

∀k ∈ N, A = ak,1∂
k
x + ak,2∂

k−1
x D1D2 + ak− 1

2
,1∂

k− 1
2

x D1 + ak− 1
2
,2∂

k− 1
2

x D2

+ . . .+ a1,1∂x + a1,2D1D2 + a 1
2
,1D1 + a 1

2
,2D2 + a0,1id

et

∀k ∈ 1

2
+ N, A = ak,1∂

k− 1
2

x D1 + ak,2∂
k− 1

2
x D2 + ak− 1

2
,1∂

k− 1
2

x + ak,2∂
k− 3

2
x D1D2

+ . . .+ a 1
2
,1D1 + a 1

2
,2D2 + a0,1id.

Si on note par Dkλµ(S1|2) (ou Dkλµ s'il n'y a pas confusion possible) l'espace des
opérateurs di�érentiels d'ordre au plus égal k sur S1|2, alors on écrira par Dλµ(S1|2)
l'union de tous les espaces Dkλµ(S1|2) et on a :
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Dλµ(S1|2) =
⋃

k∈N∪ 1
2

+N

Dkλµ(S1|2).

Puisque Dlλµ(S1|2) ⊂ Dl+
1
2

λµ (S1|2), alors l'espace Dλµ(S1|2) est muni d'une �ltration suiv-
ante appelée �ltration �ne :

D0
λµ(S1|2) ⊂ D

1
2
λµ(S1|2) ⊂ D1

λµ(S1|2) ⊂ . . . ⊂ Dl−
1
2

λµ (S1|2) ⊂ Dlλµ(S1|2) ⊂ . . . .

On précise que l'espace D0
λµ(S1|2) représente les opérateurs qui consistent à multiplier

par des (µ− λ)−densités.
L'espace Dλµ(S1|2) est muni d'une structure de K(2)-module dé�nie par la dérivée de
Lie dans la direction de Xf notée LXf comme suit :

∀A ∈ Dkλµ(S1|2), LλµXfA = LµXf ◦ A− (−1)f̃ ÃA ◦ LλXf .

On a vu dans la proposition 1.9.14 que l'action deK(2) préserve la �ltration deDλµ(S1|2).
On peut maintenant dé�nir l'espace des symboles associés à celui des opérateurs

di�érentiels sur S1|2.

Dé�nition 3.4.1. On appelle espace des symboles associé à l'espace des opérateurs dif-
férentiels Dλµ(S1|2) et on note Sδ(S1|2), δ = µ− λ l'espace gradué suivant

Sδ(S1|2) =
⊕

k∈N∪ 1
2

+N

Skδ (S1|2),

tel que Skδ (S1|2) := Dkλµ(S1|2)/Dk−
1
2

λµ (S1|2) pour tout k ∈ N ∪ 1
2

+ N.

L'opération de passage au symbole principal est une application notée σ dé�nie sur
l'espace des opérateurs di�érentiels telle que sa restriction sur Dkλµ(S1|2) est donnée par

σk : Dkλµ(S1|2)→ Skδ (S1|2) : A 7→ [A].

Puisque l'action deK(2) préserve la �ltration �ne surDλµ(S1|2), la structure deK(2)-
module sur Dkλµ(S1|2) induit une structure de K(2)-module sur Skδ (S1|2) : la dérivée de
Lie LδXf d'un symbole [A] dans la direction de Xf s'écrit

LδXf [A] := [LλµXfA].

Nous pouvons alors dé�nir des identi�cations entre les espaces vectoriels Skδ et Fδ′ ×Fδ′
de la manière suivante :
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Proposition 3.4.2 ([11, Chapitre 2] et [30]). On a un isomorphisme de superespaces
vectoriels entre Skδ (S1|2) et Fδ′ ×Fδ′ avec δ′ = δ − k donné par

[F1∂
k
x + F2∂

k−1
x D̄1D̄2] 7→ (F1, F2) (3.4)

si k ∈ N et par

[F1∂
k− 1

2
x D̄1 + F2∂

k− 1
2

x D̄2] 7→ (F1, F2) (3.5)

si k ∈ 1
2

+ N.

Via l'isomorphisme ci-dessus, la structure de K(2)-module sur Skδ (S1|2) induit une
structure de K(2)-module sur Fδ′ ×Fδ′ .

Nous allons d'abord rappeler ces formules dans le lemme suivant.

Lemme 3.4.3. Si k ∈ N et Xf ∈ spo(2|2), alors

[Xf , ∂
k
x ] = −kf ′∂kx + k

(−1)f̃

2
(D̄1(f ′)∂k−1

x D̄1 + D̄2(f ′)∂k−1
x D̄2)− k(k − 1)

2
f ′′∂k−1

x ;

[Xf , D̄1] = −1

2
f ′D̄1 +

1

2
D̄1D̄2(f)D̄2;

[Xf , D̄2] = −1

2
f ′D̄2 −

1

2
D̄1D̄2(f)D̄1;

et

[∂kx , f ] = kf ′∂k−1
x +

k(k − 1)

2
f ′′∂k−2

x .

Démonstration. La première formule peut être démontrée par induction. Si k = 1, la
formule est facile à obtenir : c'est-à-dire à partir de l'expression de Xf

[Xf , ∂x] = −f ′∂x +
(−1)f̃

2
(D̄1(f ′)D̄1 + D̄2(f ′)D̄2).

Si de plus on suppose que la formule est vraie pour un certain k et comme l'on a

[Xf , ∂
k+1
x ] = [Xf , ∂x∂

k
x ]

= [Xf , ∂x]∂
k
x + ∂x[Xf , ∂

k
x ],
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on obtient

[Xf , ∂
k+1
x ] =

(
−f ′∂x +

(−1)f̃

2
(D̄1(f ′)D̄1 + D̄2(f ′)D̄2)

)
∂kx

+ ∂x

(
−kf ′∂kx + k

(−1)f̃

2
(D̄1(f ′)∂k−1

x D̄1 + D̄2(f ′)∂k−1
x D̄2)− k(k − 1)

2
f ′′∂k−1

x

)
.

Le développement de ces formules montre bien qu'on obtient

[Xf , ∂
k+1
x ] = −(k+1)f ′∂k+1

x +(k+1)
(−1)f̃

2

(
D̄1(f ′)∂kxD̄1 + D̄2(f ′)∂kxD̄2

)
− k(k + 1)

2
f
′′
∂kx .

Donc la formule annoncée est aussi vraie pour k + 1.
Les formules de [Xf , D̄1] et [Xf , D̄2] sont obtenues facilement par calcul.
La dernière formule quant à elle peut être aussi démontrée par induction. Pour k = 1,
la formule est évidente. On suppose que la formule est vraie pour un certain k. Si la
formule est vraie pour k,

[∂k+1
x , f ] = [∂x∂

k
x , f ] = ∂x[∂

k
x , f ] + [∂x, f ]∂kx

= ∂x

(
kf ′∂k−1

x +
k(k − 1)

2
f ′′∂k−2

x

)
+ f ′∂kx .

Donc on a [∂k+1
x , f ] = (k + 1)f ′∂kx + k(k+1)

2
f
′′
∂k−1
x . La formule annoncée montre qu'elle

est aussi vraie pour k + 1.

Les résultats donnés dans la proposition suivante sont connus dans la thèse de N.
Mellouli [11, Chapitre 2] et dans [30]. Ils sont importants dans le calcul de l'opérateur
γ. Nous allons les reproduire ainsi que leurs preuves.

Proposition 3.4.4. Si un symbole de degré k est représenté par une paire de densités
(F1, F2), alors l'action de K(2) sur Skδ (S1|2) notée par LXf (F1, F2) correspond

1. à la paire (
Lδ−kXf

F1, L
δ−k
Xf

F2

)
pour tout k ∈ N;

2. à la paire(
Lδ−kXf

F1 −
1

2
D̄1D̄2(f)F2, L

δ−k
Xf

F2 +
1

2
D̄1D̄2(f)F1

)
pour tout k ∈ 1

2
+ N.



Chapitre 3. Quanti�cation spo(2|2)−équivariante sur S1|2 74

Démonstration. On sait que l'action d'un champ de vecteurs de contact sur un symbole
S d'ordre k qui s'écrit [D] avec D ∈ Dkλµ(S1|2) est donnée par la formule

[LλµXf (D)] = [LµXf ◦D − (−1)f̃ D̃(D ◦ LλXf )].

Si k ∈ N et si S = [D] = [F1∂
k
x + F2∂

k−1
x D1D2], nous avons

LδXf (S) = [LµXf◦(F1∂
k
x+F2∂

k−1
x D1D2)−(−1)f̃ F̃ (F1∂

k
x+F2∂

k−1
x D1D2)◦LλXf ], où F̃ = F̃1 = F̃2.

(3.6)
Nous ne devons considérer que les termes de degré k de l'expression à l'intérieur du
crochet. Cette égalité peut s'écrire également comme :

[Xf , F1∂
k
x ] + [Xf , F2∂

k−1
x D1D2] + δf ′(F1∂

k
x + F2∂

k−1
x D1D2), δ = µ− λ. (3.7)

Ici la notation [−,−] représente le supercommutateur. On peut voir que la somme des
termes de plus haut degré (c'est-à-dire égal k) du premier terme s'écrit :

f∂xF1∂
k
x − (−1)f̃

1

2
D1(f)D1(F1)∂kx − (−1)f̃

1

2
D2(f)D2(F1)∂kx − (−1)f̃ F̃kF1f

′∂kx ,

tandis que la somme des termes de plus haut degré du deuxième terme s'écrit :

f∂xF2∂
k−1
x D2D2 − (−1)f̃

1

2
D1(f)D1(F2)∂k−1

x D1D2

− (−1)f̃
1

2
D2(f)D2(F2)∂k−1

x D1D2 − (−1)f̃ F̃kF2f
′∂k−1
x D1D2.

En résumé, la somme de tous les termes de plus haut degré dans (3.6) est égale à(
f∂xF1 − (−1)f̃

1

2
(D1(f)D1 +D2(f)D2)F1 + (δ − k)f ′F1

)
∂kx

+

(
f∂xF2 − (−1)f̃

1

2
(D1(f)D1 +D2(f)D2)F2 + (δ − k)f ′F2

)
∂k−1
x D1D2

Donc au symbole

[LµXf ◦ (F1∂
k
x + F2∂

k−1
x D1D2)− (−1)f̃ F̃ (F1∂

k
x + F2∂

k−1
x D1D2) ◦ LλXf ]

correspond le couple de (δ − k)-densités suivant

((Xf + (δ − k)f ′)F1, (Xf + (δ − k)f ′)F2) .
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Si k ∈ 1
2

+ N et si S = [D] avec D ∈ Dkλµ(S1|2) on a le même type de calculs. Nous
avons donc

[LδXf (S)] = [LµXf (F1∂
k− 1

2
x D1+F2∂

k− 1
2

x D2)−(−1)f̃ F̃+f̃ (F1∂
k− 1

2
x D1+F2∂

k− 1
2

x D2)LλXf ], (3.8)

où F̃ = F̃1 = F̃2. En négligeant les termes d'ordre strictement inférieur à k dans (3.8),
nous avons donc

LδXf (S) = [Xf , F1∂
k− 1

2
x D1] + [Xf , F2∂

k− 1
2

x D2] + δf ′(F1∂
k− 1

2
x D2 +F2∂

k− 1
2

x D2), δ = µ−λ.
(3.9)

La somme des termes de plus haut ordre (c'est-à-dire égale k) du premier terme de
l'égalité (3.9) s'écrit :

f∂xF1∂
k− 1

2
x D1 − (−1)f̃

1

2
D1(f)D1(F1)∂

k− 1
2

x D1

− (−1)f̃
1

2
D2(f)D2(F1)∂

k− 1
2

x D1 − (−1)f̃ F̃kF1f
′∂
k− 1

2
x D1 + (−1)f̃ F̃

1

2
F1D1D2(f)∂

k− 1
2

x D2,

tandis que la somme des termes de plus haut ordre du deuxième terme de (3.9) s'écrit :

f∂xF2∂
k− 1

2
x D2 − (−1)f̃

1

2
D1(f)D1(F2)∂

k− 1
2

x D2

− (−1)f̃
1

2
D2(f)D2(F1)∂

k− 1
2

x D2 − (−1)f̃ F̃kF2f
′∂
k− 1

2
x D2 + (−1)f̃ F̃

1

2
F2D2D1(f)∂

k− 1
2

x D1.

La somme de tous les termes de plus haut ordre dans (3.9) est égale à(
f∂xF1 − (−1)f̃

1

2
(D1(f)D1 +D2(f)D2)F1 + (δ − k)f ′F1

)
∂
k− 1

2
x D1−

1

2
D1D2(f)F2∂

k− 1
2

x D1

+

(
f∂xF2 − (−1)f̃

1

2
(D1(f)D1 +D2(f)D2)F2 + (δ − k)f ′F2

)
∂
k− 1

2
x D2+

1

2
D1D2(f)F1∂

k− 1
2

x D2,

donc

{(Xf + (δ − k)f ′)F1} ∂
k− 1

2
x D1 −

1

2
D1D2(f)F2∂

k− 1
2

x D1

+ {(Xf + (δ − k)f ′)F2} ∂
k− 1

2
x D2 +

1

2
D1D2(f)F1∂

k− 1
2

x D2.

L'isomorphisme (3.5) nous permet de conclure.

Remarque 3.4.5. Il est clair que si k ∈ N on a la structure de module canonique sur
Fδ′ ×Fδ′ tandis qu'elle ne l'est pas si k ∈ 1

2
+ N.



Chapitre 3. Quanti�cation spo(2|2)−équivariante sur S1|2 76

3.5 Outils de la quanti�cation équivariante

Nous utilisons comme pour S1|1 les mêmes outils (tirés dans [28]) pour étudier la
quanti�cation spo(2|2)-équivariante sur S1|2. Les concepts sont les mêmes que sur S1|1,
mais les calculs sont plus délicats à cause de la présence de deux variables impaires.

3.5.1 Application de quanti�cation a�ne

Nous notons par Aff(2|2) la sous-superalgèbre de spo(2|2) engendrée par les champs
de vecteurs de contact constants et linéaires. La dé�nition générale 1.10.3 de la quan-
ti�cation a�ne se particularise sur S1|2 comme suit :

Dé�nition 3.5.1. On appelle quanti�cation a�ne et on note QAff , la bijection linéaire
entre les espaces Sδ(S1|2) et Dλµ(S1|2) dé�nie comme suit, pour (F1, F2) ∈ Fδ−k×Fδ−k ∼=
Skδ (S1|2) :

QAff |Skδ (F1, F2) =

{
F1∂

k
x + F2∂

k−1
x D̄1D̄2, si k ∈ N,

F1∂
k− 1

2
x D̄1 + F2∂

k− 1
2

x D̄2, si k ∈ 1
2

+ N.

L'application QAff nous permet de transporter la structure de Vect(S1|2)-module de
Dλ,µ(S1|2) sur l'espace Sδ(S1|2), en dé�nissant une dérivée de Lie L sur Sδ(S1|2) par :

LX := Q−1
Aff ◦ L

λµ
X ◦QAff

pour tout X ∈ Vect(S1|2).
Comme dans le cas de S1|1, l'existence d'une quanti�cation spo(2|2)-équivariante

est alors équivalente à l'existence pour tout k ∈ 1
2
N, d'un isomorphisme Q entre les

représentations (Sδ, Lδ) et (Sδ,L) tel que le terme de degré k de Q(S) est égal à S pour
tout S ∈ Skδ (S1|2). Par conséquent, l'application Q ainsi dé�nie est une quanti�cation
spo(2|2)-équivariante si et seulement si QAff ◦ Q véri�e les conditions de la dé�nition
1.10.1.

3.5.2 L'application γ

Dans le but de mesurer la di�érence entre les deux représentations (Sδ, L) et (Sδ,L)
de spo(2|2), on introduit un opérateur, noté γ.

Dé�nition 3.5.2. L'opérateur γ est dé�nie de la manière suivante :

γ : spo(2|2)→ gl(Sδ,Sδ) : Xf 7→ γ(Xf ) = LλµXf − LXf .
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Nous pouvons maintenant calculer explicitement γ. Si (F1, F2) est un symbole ho-
mogène, alors nous avons F̃1 = F̃2. Dans tout ce qui suit, nous allons noter ce nombre
par F̃ .

Proposition 3.5.3. L'application γ s'annule sur la sous-superalgèbre de Lie Aff (2|2).
Pour tout f ∈ {xθ1, xθ2, x

2}, l'opérateur γ(Xf ) applique l'espace Skδ dans la somme

directe Sk−
1
2

δ ⊕ Sk−1
δ . Plus précisément, si (F1, F2) ∈ Skδ est un symbole homogène, on a

(QAff ◦ γ(Xf ))(F1, F2) =

(−1)f̃
(

(−1)F̃
k

2
D̄1(f ′)F1 + (−1)F̃

(
k

2
+ λ

)
D̄2(f ′)F2

)
∂k−1
x D̄1

+ (−1)f̃
(

(−1)F̃
k

2
D̄2(f ′)F1 − (−1)F̃

(
k

2
+ λ

)
D̄1(f ′)F2

)
∂k−1
x D̄2

− k
(
k − 1

2
+ λ

)
f ′′F1∂

k−1
x

− (k − 1)

(
k

2
+ λ

)
f ′′F2∂

k−2
x D̄1D̄2, (3.10)

si k ∈ N et

(QAff ◦ γ(Xf ))(F1, F2) =

− (−1)F̃+f̃

(
k − 1

2

2
+ λ

)(
D̄1(f ′)F1 + D̄2(f ′)F2

)
∂
k− 1

2
x

+ (−1)f̃
k − 1

2

2

(
(−1)F̃ D̄1(f ′)F2 − (−1)F̃ D̄2(f ′)F1

)
∂
k− 3

2
x D̄1D̄2

+

(
k − 1

2

)((−k + 1
2

2
− λ
)
f ′′F1

)
∂
k− 3

2
x D̄1

+

(
k − 1

2

)((−k + 1
2

2
− λ
)
f ′′F2

)
∂
k− 3

2
x D̄2. (3.11)

si k ∈ 1
2

+ N.

Démonstration. Par dé�nition de γ, nous avons

(QAff ◦ γ(Xf ))(F1, F2) = LλµXf (QAff(F1, F2))−QAff(Lδ−kXf
(F1, F2)).

Nous pouvons écrire matriciellement QAff(F1, F2) comme suit :

QAff(F1, F2) = (F1, F2)

(
∂kx

∂k−1
x D1D2

)
.
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Dans la suite, nous appelons D le vecteur colonne suivant

D =

(
∂kx

∂k−1
x D̄1D̄2

)
.

L'expression LλµXf (QAff(F1, F2)) s'écrit alors

(Xf + µf ′)((F1, F2)D)− (−1)f̃ F̃ (F1, F2)D(Xf + λf ′),

ou encore

(Xf (F1), Xf (F2))D + (−1)f̃ F̃ (F1, F2)[Xf , D] + (µ− λ)f ′(F1, F2)D

− (−1)f̃ F̃λ(F1, F2)[D, f ′].

Grâce aux formules établies dans le Lemme 3.4.3, on voit que [Xf , D] est égal à(
−kf ′∂kx + k

2
(−1)f̃ (D̄1(f ′)∂k−1

x D̄1 + D̄2(f ′)∂k−1
x D̄2)

−kf ′∂k−1
x D̄1D̄2 + k

2
(−1)f̃ (D̄2(f ′)∂k−1

x D̄1 − D̄1(f ′)∂k−1
x D̄2)

)

+

(
−k(k−1)

2
f ′′∂k−1

x

−k(k−1)
2

f ′′∂k−2
x D̄1D̄2

)
,

tandis que [D, f ′] est égal à(
kf ′′∂k−1

x

(−1)f̃+1(D̄2f
′)∂k−1

x D̄1 + (−1)f̃ (D̄1f
′)∂k−1

x D̄2 + (k − 1)f ′′∂k−2
x D̄1D̄2

)
.

La somme des termes (Xf (F1), Xf (F2))D, (µ− λ)f ′(F1, F2)D et

(−1)f̃ F̃ (F1, F2)

(
−kf ′∂kx

−kf ′∂k−1
x D̄1D̄2

)
est égale à QAff(Lδ−kXf

(F1, F2)). On obtient facilement l'expression de QAff(γ(Xf )(F1, F2))
en sommant les termes qui restent.

Si k ∈ 1
2

+N, on exprime également QAff(F1, F2) sous forme matricielle comme suit :

QAff(F1, F2) = (F1, F2)

(
∂
k− 1

2
x D̄1

∂
k− 1

2
x D̄2

)
.
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On note par D le vecteur colonne

D =

(
∂
k− 1

2
x D̄1

∂
k− 1

2
x D̄2

)
.

Par dé�nition, l'expression LλµXf (QAff(F1, F2)) est égale à

(Xf + µf ′)((F1, F2)D)− (−1)f̃(F̃+1)(F1, F2)D(Xf + λf ′),

c'est-à-dire

(Xf (F1), Xf (F2))D + (−1)f̃ F̃ (F1, F2)[Xf , D] + (µ− λ)f ′(F1, F2)D

− (−1)f̃(F̃+1)λ(F1, F2)[D, f ′].

Grâce aux formules établies dans le Lemme 3.4.3, il vient que [Xf , D] est égal à(
−kf ′∂k−

1
2

x D̄1 + 1
2
D̄1D̄2(f)∂

k− 1
2

x D̄2

−kf ′∂k−
1
2

x D̄2 − 1
2
D̄1D̄2(f)∂

k− 1
2

x D̄1

)

−

(
k− 1

2

2
(−1)f̃ (D̄1(f ′)∂

k− 1
2

x + D̄2(f ′)∂
k− 3

2
x D̄1D̄2) +

(k− 1
2

)2

2
f ′′∂

k− 3
2

x D̄1

−k− 1
2

2
(−1)f̃ (D̄1(f ′)∂

k− 3
2

x D̄1D̄2 − D̄2(f ′)∂
k− 1

2
x ) +

(k− 1
2

)2

2
f ′′∂

k− 3
2

x D̄2

)
,

tandis que [D, f ′] est égal à(
(−1)f̃ (k − 1

2
)f ′′∂

k− 3
2

x D̄1 + D̄1(f ′)∂
k− 1

2
x

(−1)f̃ (k − 1
2
)f ′′∂

k− 3
2

x D̄2 + D̄2(f ′)∂
k− 1

2
x

)
.

La somme des termes (Xf (F1), Xf (F2))D, (µ− λ)f ′(F1, F2)D et

(−1)f̃ F̃ (F1, F2)

(
−kf ′∂k−

1
2

x D̄1 + 1
2
D̄1D̄2(f)∂

k− 1
2

x D̄2

−kf ′∂k−
1
2

x D̄2 − 1
2
D̄1D̄2(f)∂

k− 1
2

x D̄1

)

est égale à QAff(Lδ−kXf
(F1, F2)). En sommant en�n les termes qui restent, nous obtenons

l'expression de QAff(γ(Xf )(F1, F2)).
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Les résultats établis dans la Proposition 3.5.3 peuvent être écrits sous forme ma-
tricielle. Si k ∈ N, la composante de γ(Xf )|Skδ selon Sk−

1
2

δ s'écrit :

(−1)f̃+F̃

(
k
2
D̄1(f ′) (k

2
+ λ)D̄2(f ′)

k
2
D̄2(f ′) −(k

2
+ λ)D̄1(f ′)

)
tandis que la composante selon Sk−1

δ s'écrit :

−f ′′
(
k(k−1

2
+ λ) 0

0 (k − 1)(k
2

+ λ)

)
.

Si k ∈ 1
2

+ N, la composante de γ(Xf )|Skδ dans la direction de Sk−
1
2

δ s'écrit :

−(−1)f̃+F̃

(
(
k− 1

2

2
+ λ)D̄1(f ′) (

k− 1
2

2
+ λ)D̄2(f ′)

k− 1
2

2
D̄2(f ′) −(

k− 1
2

2
)D̄1(f ′)

)
tandis que celle dans la direction de Sk−1

δ s'écrit :

(k − 1

2
)(
−k + 1

2

2
− λ)f ′′Id.

3.5.3 L'opérateur de Casimir

Pour construire la quanti�cation spo(2|2)-équivariante sur S1|2, nous allons utiliser
la même méthode que pour construire la quanti�cation spo(2|1)-équivariante sur S1|1.
Nous allons en e�et comparer les opérateurs de Casimir C et C de spo(2|2) associés aux
représentations (Sδ, LX) et (Sδ,LX).
Les dé�nitions suivantes : Dé�nition1.10.6, Dé�nition1.10.7 et Dé�nition 1.10.8 avec
toutes les propriétés et propositions qui en découlent, sont toutes d'application sur S1|2

en considérant les représentations (Sδ, LX) et (Sδ,LX).

En pratique, pour calculer l'opérateur de Casimir de spo(2|2), nous aurons besoin du
lemme suivant qui est un cas particulier du lemme 1.10.12.

Lemme 3.5.4. La base K-duale correspondante à la base

{X1, Xθ1 , Xθ2 , Xx, Xθ1θ2 , Xxθ1 , Xxθ2 , Xx2}

de spo(2|2) est donnée par la base

{−1

2
Xx2 ,−Xxθ1 ,−Xxθ2 , Xx, Xθ1θ2 , Xθ1 , Xθ2 ,−

1

2
X1}.
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Démonstration. La preuve est donnée en toute généralité dans le lemme 1.10.12.

Nous pouvons donc maintenant calculer l'opérateur de Casimir associé à la représen-
tation (Skδ , L).

Proposition 3.5.5. L'opérateur de Casimir associé à la représentation (Sδ, L) de spo(2|2)
est donné par C|Skδ = αk,δId, avec

αk,δ =

{
(−k + δ)2, si k ∈ N,
(−k + δ)2 − 1

4
, si k ∈ 1

2
+ N.

Démonstration. Premièrement, nous utilisons la De�nition 1.10.8 et le Lemme 3.5.4,
pour voir que l'opérateur de Casimir C|Skδ est égal à

− 1

2
LXx2LX1 − LXxθ1LXθ1 − LXxθ2LXθ2 + (LXx)

2 + (LXθ1θ2 )2 + LXθ1LXxθ1

+ LXθ2LXxθ2 −
1

2
LX1LXx2 .

Nous avons deux cas :
Si k ∈ N, grâce à la forme des champs de vecteurs, on peut voir que cet opérateur de
Casimir est un opérateur di�érentiel qui peut s'écrire sous la forme suivante :

f0 + f1∂x + f2D̄1 + f3D̄2 + f4∂
2
x + f5∂xD̄1 + f6∂xD̄2 + f7D̄1D̄2,

avec fi ∈ C∞(S1|2) pour tout i. Puisque l'opérateur de Casimir est un opérateur qui com-
mute avec le champs de vecteur X1 = ∂x et puisque on sait tout court que ∂x commute
avec les champs de vecteurs D̄1 et D̄2, il est clair que les coe�cients fi de l'opérateur de
Casimir sont indépendants de la coordonnée x. Puisque l'opérateur de Casimir commute
avec les actions des champs de vecteurs Xθ1 = 1

2
(∂θ1 + θ1∂x) et Xθ2 = 1

2
(∂θ2 + θ2∂x) et

puisque ces champs de vecteurs commutent avec les champs de vecteurs ∂x, D̄1 et D̄2,
alors les coe�cients fi de l'opérateur de Casimir sont invariants sous les actions de Xθ1

et Xθ2 . Par conséquent ces coe�cients fi sont indépendants des coordonnées θ1 et θ2.
En bref, l'opérateur C|Skδ est à coe�cients constants. Vu des expressions de la dérivée
de Lie et des champs de vecteurs de contact Xx2 , Xxθ1 , Xxθ2 et Xθ1θ2 , on ne considère
que les termes manifestement constants, les autres devant s'annuler. La contribution des
termes −1

2
LXx2LX1 , LXxθ1LXθ1 , LXxθ2LXθ2 et (LXθ1θ2 )2 à l'opérateur de Casimir C|Skδ est

nulle.
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On peut remarquer aussi que le terme −1
2
LX1LXx2 a la même contribution que

−1
2
L[X1,Xx2 ]. Ce terme a donc la même contribution que le terme

−1

2
LX{1,x2} = −LXx .

Cela étant, la contribution du terme −1
2
LX1LXx2 est égale à celle de −LXx qui est égale

−(δ − k)Id.
La contribution du terme (LXx)

2 est égale à (δ−k)2Id. Les termes LXθ1LXxθ1 et LXθ2LXxθ2
donnent chacun une contribution égale à 1

2
(δ − k)Id.

En conclusion, si k ∈ N, C|Skδ = (δ − k)2Id.

Si k ∈ 1
2

+ N, on peut voir que la première (resp. 2ème) composante de C|Skδ (F1, F2)
peut s'écrire comme suit :

(f0 + f1∂x + f2D̄1 + f3D̄2 + f4∂
2
x + f5∂xD̄1 + f6∂xD̄2 + f7D̄1D̄2)F1

+ (g0 + g1∂x + g2D̄1 + g3D̄2)F2

(resp. (f0 + f1∂x + f2D̄1 + f3D̄2 + f4∂
2
x + f5∂xD̄1 + f6∂xD̄2 + f7D̄1D̄2)F2

+ (g0 + g1∂x + g2D̄1 + g3D̄2)F1),

avec fi, gi ∈ C∞(S1|2) pour tout i. De même que dans le cas précédent, grâce au fait
que C|Skδ commute avec les champs de vecteurs X1, Xθ1 et Xθ2 , alors on en tire que les
coé�cients fi et gi sont constants. On peut voir que seul le terme (LXθ1θ2 )2 donne une
contribution supplémentaire au cas précédent ; et sa contribution est égale à −1

4
Id.

Donc on obtient si k ∈ 1
2

+ N, C|Skδ = ((δ − k)2 − 1
4
)Id.

Dans le but de mesurer la di�érence entre les opérateurs de Casimir C et C, nous
allons utiliser la Dé�nition 2.5.6. Ainsi partant de l'expression de γ donnée dans la
proposition 3.5.3, nous pouvons calculer l'expression explicite de l'opérateur N . Donc
on a la proposition qui suit :

Proposition 3.5.6. La restriction de l'opérateur N à Skδ est à valeurs dans la somme

directe Sk−
1
2

δ ⊕ Sk−1
δ .

Si k ∈ N, la composante de N |Skδ selon Sk−
1
2

δ peut s'écrire sous forme matricielle
comme suit :

−(−1)F̃
(

k
2
D̄1 (k

2
+ λ)D̄2

k
2
D̄2 −(k

2
+ λ)D̄1

)
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tandis que celle N |Skδ suivant Sk−1
δ s'écrit

2

(
k(k−1

2
+ λ)∂x 0
0 (k − 1)(k

2
+ λ)∂x

)
.

Si k ∈ 1
2

+ N, la composante de N |Skδ selon Sk−
1
2

δ est égale à

(−1)F̃

(
(
k− 1

2

2
+ λ)D̄1 (

k− 1
2

2
+ λ)D̄2

k− 1
2

2
D̄2 −k− 1

2

2
D̄1

)
tandis que celle de N |Skδ suivant Sk−1

δ est égale à :

2(k − 1

2
)(
k − 1

2

2
+ λ)

(
∂x 0
0 ∂x

)
.

Démonstration. En utilisant les expressions des opérateurs de Casimir C et C, de la
dé�nition de γ et en sachant que l'on a

γ(X1) = γ(Xθ1) = γ(Xθ2) = γ(Xθ1θ2) = γ(Xx) = 0,

nous obtenons immédiatement que

N = −1

2
γ(Xx2)LX1 − γ(Xxθ1)LXθ1 − γ(Xxθ2)LXθ2 + LXθ1γ(Xxθ1)

+ LXθ2γ(Xxθ2)−
1

2
LX1γ(Xx2).

Premièrement supposons que k ∈ N. Si nous écrivons également sous forme matricielle
les expressions des dérivées de Lie contenues dans l'écriture de N , nous voyons que la
composante de N |Skδ suivant Sk−

1
2

δ est égale à

2(−1)F̃
(

k
2
θ1 (k

2
+ λ)θ2

k
2
θ2 −(k

2
+ λ)θ1

)(
∂x 0
0 ∂x

)
− (−1)F̃

(
k
2

0
0 −(k

2
+ λ)

)(
∂θ1 + θ1∂x 0

0 ∂θ1 + θ1∂x

)
− (−1)F̃

(
0 k

2
+ λ

k
2

0

)(
∂θ2 + θ2∂x 0

0 ∂θ2 + θ2∂x

)
= −(−1)F̃

(
k
2
D̄1 (k

2
+ λ)D̄2

k
2
D̄2 −(k

2
+ λ)D̄1

)
.
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Ensuite, la composante de N |Skδ suivant Sk−1
δ est égale à

2

(
k(k−1

2
+ λ) 0

0 (k − 1)(k
2

+ λ)

)(
∂x 0
0 ∂x

)
.

Dans le cas où k ∈ N+ 1
2
, des calculs similaires montrent que l'expression de N |Skδ donnée

dans l'énoncé de la proposition est également correcte.

3.6 Construction de la quanti�cation spo(2|2)-équivariante

3.6.1 Valeurs critiques

Nous commençons par dé�nir les valeurs critiques de cette quanti�cation. Il s'agit
d'un ensemble de valeurs de δ en dehors duquel cette quanti�cation équivariante existe
et est unique.

Dé�nition 3.6.1. Une valeur de δ est dite critique s'il existe k, l ∈ 1
2
N avec l < k telle

que αk,δ = αl,δ.

On a directement la proposition suivante :

Proposition 3.6.2. L'ensemble des valeurs critiques de δ est donné par

CCrit =

{
k + l

2
: k, l ∈ N, l < k

}
∪
{
k2 − l2 + 1

4

2(k − l)
: k ∈ N, l ∈ 1

2
+ N; l < k

}
∪
{
k2 − l2 − 1

4

2(k − l)
: l ∈ N, k ∈ 1

2
+ N; l < k

}
. (3.12)

Démonstration. L'ensemble des δ véri�ant l'équation de la forme

αk,δ = αl,δ

pour k, l ∈ N ou k, l ∈ 1
2

+N, est égal à l'ensemble CCrit indiqué dans la proposition.

3.6.2 La construction

Le résultat principal de ce chapitre est donné par le théorème qui suit.

Théorème 3.6.3. Si δ est une valeur non critique, alors il existe une unique quanti�-
cation spo(2|2)-équivariante de Sδ(S1|2) dans Dλ,µ(S1|2).
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Démonstration. La preuve est similaire à celle que nous avons présentée pour le Théorème
2.6.4 du chapitre précédent.

Premièrement, nous remarquons que pour tout S ∈ Skδ , il existe un unique vecteur
propre Ŝ de C de valeur propre αk,δ tel que{

Ŝ = Sk + Sk− 1
2

+ Sk−1 + · · ·+ S0, Sk = S

Sl ∈ S lδ pour tout l 6 k − 1
2
.

En e�et, puisque Ŝ est le vecteur propre de C de même valeur propre αk,δ, alors on a{
(C − αk,δId)Sk− 1

2
= −prk− 1

2
(N(Sk)),

(C − αk,δId)Sk−l = −
(

prk−l(N(Sk−l+ 1
2
)) + prk−l(N(Sk−l+1))

) (3.13)

pour l = 1, 3
2
, . . . , k, où pri désigne la projection naturelle Sδ → S iδ.

Puisque δ est non critique, les expressions αk,δ −αl,δ sont non nulles, donc les opéra-
teurs (C−αk,δId)|Sk−lδ

sont inversibles et le système d'équations 3.13 possède une solution
unique.

Deuxièmement, dé�nissons l'application Q par

Q|Skδ (S) = Ŝ.

Il est clair que c'est une bijection et qu'elle satisfait la relation

Q ◦ LδXf = LXf ◦Q pour tout Xf ∈ spo(2|2).

En e�et, pour tout S ∈ Skδ , les symboles Q(LδXfS) et LXf (Q(S)) sont tels que
� ils sont tous des vecteurs propres de C de valeur propre αk,δ, parce que d'une part
C commute avec LXf pour tout Xf ∈ spo(2|2), et d'autre part C commute avec
LδXf pour tout Xf ∈ spo(2|2).

� LδXfS est leur terme d'ordre k.
La première partie de la preuve montre montre que les symbolesQ(LδXfS) et LXf (Q(S))

doivent coïncider. La quanti�cation spo(2|2)-équivariante est donc donnée par Qaff ◦Q.

La quanti�cation spo(2|2)-équivariante Q ci-dessus est unique. En e�et, si S est
un vecteur propre de C de valeur propre αk,δ, et si Q est la quanti�cation spo(2|2)-
équivariante alors Q(S) doit être un vecteur propre de C de même valeur propre αk,δ car C
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et C sont dé�nis par les dérivées de Lie LXf et LδXf . L'existence de la solution du système
d'équations (3.13) implique alors l'unicité de la quanti�cation spo(2|2)-équiavariante sur
S1|2.

3.7 Formules explicites pour la quanti�cation spo(2|2)-

équivariante sur S1|2

Nous allons présenter pour les valeurs non critiques de δ, les formules explicites de
la quanti�cation spo(2|2)-équivariante dans les cas où k ∈ N et k ∈ 1

2
+ N.

Les formules que nous allons donner permettent d'étendre les résultats de [11, Chapitre
2] et [30]. Rappelons que N. Mellouli a donné les formules explicites pour la quanti�cation
spo(2|2)-équivariante sur S1|2 pour les symboles de degré au plus égal deux.

3.7.1 Quanti�cation des symboles homogènes de degré k entier

Proposition 3.7.1. Soit Q l'application de quanti�cation spo(2|2)-équivariante sur S1|2

donnée par
Q|Skδ (S) = Ŝ, où Ŝ = Sk + Sk− 1

2
+ Sk−1 + · · ·+ S0. (3.14)

Si δ est une valeur non critique et l est un entier naturel, alors le symbole Sk−l
contenu dans la formule (3.14) est donné par :

Cl

(
AkBk−l 0

0 Ak−lBk

)
∂lx(Sk)

+Dl

(
AkBk−l∂

l
x −BkBk−lD̄1D̄2∂

l−1
x

AkAk−lD̄1D̄2∂
l−1
x Ak−lBk∂

l
x

)
Sk, (3.15)

où les coe�cients Ak, Bk, Cl and Dl sont donnés par les formules suivantes :

Ak = −k, Bk = −(k + 2λ),

Cl =

∏l−1
i=1 Ak−iBk−i∏l

i=1 (αk − αk−i)
, Dl =

−l
∏l−1

i=1Ak−iBk−i

2(αk − αk− 1
2
)
∏l

i=1 (αk − αk−i)
.

Si l est demi-entier naturel, nous avons :

Sk−l = (−1)S̃k+1El

[(
AkD̄1 BkD̄2

AkD̄2 −BkD̄1

)
∂blcx

]
Sk, (3.16)
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où blc est la partie entière de l et El est donné par :

El =

∏l− 1
2

i=1 Ak−iBk−i

2(αk − αk− 1
2
)
∏l− 1

2
i=1 (αk − αk−i)

.

Les coe�cients de C1, D1 et E 1
2
sont donnés par les formules suivantes :

C1 =
1

αk − αk−1

; D1 = − 1

2(αk − αk− 1
2
)(αk − αk−1)

; E 1
2

=
1

2(αk − αk− 1
2
)
.

Démonstration. Les symboles Sk−l sont obtenus par induction en utilisant la formule
(3.13). Si l = 1

2
et si l = 1, les formules (3.15) et (3.16) sont faciles à obtenir en utilisant

la relation (3.13), la proposition 3.5.5 et la proposition 3.5.6.

Supposons maintenant que les formules donnant les symbole Sk−l′ sont vraies pour
l′ 6 l et prouvons que la formule donnant le symbole Sk−l− 1

2
est aussi vraie. En utilisant

la relation (3.13), nous pouvons écrire que

Sk−l− 1
2

=
1

αk − αk−l− 1
2

[
Nk−l
k−l− 1

2

(Sk−l) +N
k−l+ 1

2

k−l− 1
2

(Sk−(l− 1
2

))
]
, (3.17)

où la composante de N |Sk−lδ
suivant Sk−l−iδ est notée par Nk−l

k−l−i.
Deux situations peuvent se présenter :

1. Si l est un entier naturel, alors (k − l) est un entier naturel tandis que (k − l + 1
2
)

est demi-entier naturel. Dans ce cas, en utilisant la proposition 3.5.5, proposition
3.5.6, la relation (3.15) et la relation (3.16) on voit que, Sk−l− 1

2
est égal à

(−1)F̃+1

(
ClAk−lBk−l + 2DlAk−lBk−l + 2Ak−lBk−lEl− 1

2

2(αk − αk−(l+ 1
2

))

)(
Ak∂

l
xD1 Bk∂

l
xD2

Ak∂
l
xD2 −Bk∂

l
xD1

)
Sk,

i.e. égal à

(−1)F̃+1

(
Ak−lBk−l

2(αk − αk−(l+ 1
2

))

)(
Cl + 2Dl + 2El− 1

2

)(Ak∂lxD1 Bk∂
l
xD2

Ak∂
l
xD2 −Bk∂

l
xD1

)
Sk.

Donc Sk−l− 1
2
a la forme donnée par la relation (3.16) et on en déduit l'expression

de El+ 1
2
qui est égal à
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El+ 1
2

=
Ak−lBk−l

2(αk − αk−(l+ 1
2

))

(
Cl + 2Dl + 2El− 1

2

)
.

En utilisant les hypothèses d'induction sur les coe�cients Cl, Dl et El− 1
2
, on voit

que la formule donnant El+ 1
2
est aussi correcte.

2. Si l ∈ 1
2

+ N, alors (k − l) ∈ 1
2

+ N tandis que (k − l + 1
2
) est entier naturel. Des

raisonnements similaires à ceux menés au point 1 montrent que si les formules
donnant les symboles Sk−l′ sont vraies pour l′ 6 l, alors Sk−l− 1

2
s'écrit

−El
(αk − αk−(l+ 1

2
))

(
AkBk−l− 1

2
∂x −BkBk−l− 1

2
D1D2

Ak−l− 1
2
AkD1D2 Ak−l− 1

2
Bk∂x

)
∂blcx Sk

+
Ak−l+ 1

2
Bk−l+ 1

2

(αk − αk−(l+ 1
2

))
Cl− 1

2

(
AkBk−l− 1

2
0

0 Ak−l− 1
2
Bk

)
∂
l+ 1

2
x (Sk)

+
Ak−l+ 1

2
Bk−l+ 1

2

(αk − αk−(l+ 1
2

))
Dl− 1

2

 AkBk−l− 1
2
∂
l+ 1

2
x −BkBk−l− 1

2
D1D2∂

l− 1
2

x

Ak−l− 1
2
AkD1D2∂

l− 1
2

x Ak−l− 1
2
Bk∂

l+ 1
2

x

Sk,

i.e.

Ak−l+ 1
2
Bk−l+ 1

2

(αk − αk−(l+ 1
2

))
Cl− 1

2

(
AkBk−l− 1

2
0

0 Ak−l− 1
2
Bk

)
∂
l+ 1

2
x (Sk)

+
1

(αk − αk−(l+ 1
2

))

(
−El + Ak−l+ 1

2
Bk−l+ 1

2
Dl− 1

2

)( AkBk−l− 1
2
∂x −BkBk−l− 1

2
D1D2

Ak−l− 1
2
AkD1D2 Ak−l− 1

2
Bk∂x

)
∂blcx Sk.

Cette expression montre que le symbole Sk−l+ 1
2
a la même forme que la formule

(3.15) et on en déduit que les coe�cients Cl+ 1
2
et Dl+ 1

2
sont donnés par les formules

suivantes :

Cl+ 1
2

=
Ak−l+ 1

2
Bk−l+ 1

2

(αk − αk−(l+ 1
2

))
Cl− 1

2
,

Dl+ 1
2

=
1

(αk − αk−(l+ 1
2

))

(
−El + Ak−l+ 1

2
Bk−l+ 1

2
Dl− 1

2

)
.

En utilisant les hypothèses d'induction sur les coe�cients Cl− 1
2
, El et Dl− 1

2
, on

voit que les formules donnant les coe�cients Cl+ 1
2
et Dl+ 1

2
sont aussi correctes.
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3.7.2 Quanti�cation des symboles homogènes de degré k non

entier

Proposition 3.7.2. Soit Q l'application de quanti�cation spo(2|2)-équivariante sur S1|2

donnée par
Q|Skδ (S) = Ŝ, où Ŝ = Sk + Sk− 1

2
+ Sk−1 + · · ·+ S0. (3.18)

Si δ est une valeur non critique et si l est un entier naturel, alors le symbole Sk−l donné
dans la formule (3.18) est donné par :[

C ′l

(
∂lx 0
0 ∂lx

)
+D′l

(
∂lx −D̄1D̄2∂

l−1
x

D̄1D̄2∂
l−1
x ∂lx

)]
Sk,

où les coe�cients C ′l et D
′
l sont donnés par les formules suivantes :

C ′l =

∏l−1
i=0 (Ak− 1

2
−iBk− 1

2
−i)∏l

i=1 (αk − αk−i)
,

D′l =
−l
∏l−1

i=0 (Ak− 1
2
−iBk− 1

2
−i)

2(αk − αk− 1
2
)
∏l

i=1 (αk − αk−i)
.

Si l ∈ 1
2

+ N, nous avons :

Sk−l = (−1)S̃k+1E ′l

[(
Bk−lD̄1 Bk−lD̄2

Ak−lD̄2 −Ak−lD̄1

)
∂blcx

]
Sk,

où blc est la partie entière l et les coe�cients E ′l sont donnés par la formule suivante :

E ′l =

∏l− 3
2

i=0 (Ak− 1
2
−iBk− 1

2
−i)

2(αk − αk− 1
2
)
∏l− 1

2
i=1 (αk − αk−i)

.

Le coe�cient E ′1
2

est dé�nie par la formule suivante :

E ′1
2

=
1

2
(
αk − αk− 1

2

) .
Démonstration. La preuve est complètement similaire à celle de la Proposition 3.7.1.



Chapitre 3. Quanti�cation spo(2|2)−équivariante sur S1|2 90

3.7.3 Discussion sur les situations critiques

Il existe certaines valeurs critiques de δ dans l'ensemble donné par la formule (3.12)
pour lesquelles les formules explicites données plus haut pour la quanti�cation spo(2|2)-
équivariante restent bien dé�nies.

(1) Si k ∈ N (resp. k ∈ 1
2

+ N) et si l ∈ N + 1
2
est compris entre 3

2
et k − 1

2
(resp.

k) et si δ est tel que αk − αk−l = 0, alors la formule explicite de la quanti�cation
spo(2|2)-équivariante donnée dans la proposition 3.7.1 (resp. proposition 3.7.2) est
bien dé�nie.

(2) Si k ∈ N (resp. k ∈ N + 1
2
) et si δ =

k2−l2+ 1
4

2(k−l) (resp. k2−l2− 1
4

2(k−l) ), alors la formule
explicite de la quanti�cation spo(2|2)-équivariante est dé�nie si l ∈ N + 1

2
(l est

entier naturel) est compris entre 1
2
(resp. 0) et k − 3

2
.

Dans ces deux cas, un argument de continuité sur le paramètre δ permet de montrer que
les formules explicites dé�nissent bien une quanti�cation équivariante.

(3) Si k ∈ N et 2 6 l 6 k et si δ est critique, c'est-à-dire si αk−αk−l = 0 (δ = k− 1
2
l),

alors la quanti�cation spo(2|2)-équivariante donnée par la formule explicite (3.15)
dans la proposition 3.7.1 n'est pas dé�nie autant que les nombres Bk−1, · · · , Bk−l+1

sont non nuls (i.e. si λ n'est pas égal à −k−1
2
, · · · ,−k−l+1

2
). Par contre, si un de ces

nombres s'annule alors il existe une in�nité de solutions du système d'équations
3.13 et la méthode des opérateurs de Casimir que nous avons utilisé ne nous permet
pas de conclure.

(4) De même, si k ∈ 1
2

+ N et 1 6 l 6 k et si δ est critique, c'est-à-dire si αk −
αk−l = 0(δ = k − 1

2
l), alors la formule explicite de la quanti�cation spo(2|2)-

équivariante donnée dans la proposition 3.18 n'est pas dé�nie autant que les nom-
bres Bk− 1

2
, · · · , Bk−l+ 1

2
sont non nuls (i.e. si λ n'est pas égal à −k− 1

2

2
, · · · ,−k−l+ 1

2

2
).

Par contre, si un de ces nombres s'annule alors il existe une in�nité de solutions du
système d'équations 3.13et la méthode des opérateurs de Casimir que nous avons
utilisé ne nous permet pas de conclure.

Dans ces deux derniers cas, on peut cependant conjecturer que, pour autant que le
paramètre λ prenne une valeur adéquate, il existe une in�nité de quanti�cations équiv-
ariantes.



Chapitre 4

Quanti�cations �nes

spo(2l + 2|n)-équivariantes sur R2l+1|n

Il s'agit ici de généraliser en dimension quelconque (2l + 1|n) le problème de quan-
ti�cation équivariante étudié sur les supercercles S1|1 et S1|2.
Quand 2l + 2 6= n, l'existence de la quanti�cation spo(2l + 2|n)-équivariante peut-être
prouvée en se servant de la quanti�cation sl(2l + 2|n)-équivariante construite par P.
Mathonet et F. Radoux dans [28]. En e�et, quand 2l + 2 6= n, cette quanti�cation
équivariante induit une quanti�cation spo(2l + 2|n)-équivariante entre Sδ et Dλµ et la
preuve de l'existence d'une quanti�cation spo(2l + 2|n)-équivariante se réduit alors à la
recherche d'une application équivariante entre Pδ et Sδ. On donne la formule explicite
de la quanti�cation �ne spo(2l + 2|n)-équivariante et la preuve de l'unicité de cette
quanti�cation spo(2l+ 2|n)-équivariante est faite à l'aide d'opérateurs de Casimir. Pour
mener les calculs, on s'inspire des techniques utilisées dans la situation purement paire
par C. Conley et V.Ovsienko dans [5]. En particulier, on représente les symboles par des
polynômes et les dérivées de Lie par des opérateurs di�érentiels.

Nous rappelons d'abord la dé�nition de la quanti�cation équivariante et nous donnons
également celle de la quanti�cation �ne spo(2l + 2|n)-équivariante.

Dé�nition 4.0.3. On appelle quanti�cation de Sδ(M) une application linéaire Q de
Sδ(M) dans Dλµ(M) dont la restriction Q|Skδ : Skδ (M) → Dkλµ(M) sur Skδ (M) est telle
que l'application suivante

σkλ,µ ◦Q|Skδ : Skδ (M)→ Skδ (M)

est l'identité.

91
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Si g est une sous superalgèbre de Lie de Vect(M) alors on dit que Q est g-équivariante
si Q entrelace les actions de g sur Sδ(M) et sur Dλµ(M).

Dé�nition 4.0.4. On appelle quanti�cation �ne de Pδ(M) une application linéaire Q
de Pδ(M) dans Dλµ(M) dont la restriction Q|Pdδ : Pdδ (M) → Dk,dλµ (M) est telle que
l'application suivante

hσdλ,µ ◦Q|Pdδ : Pdδ (M)→ Pdδ (M)

est l'identité.
On dit qu'une quanti�cation �ne Q est spo(2l + 2|n)-équivariante si elle entrelace les
actions de spo(2l + 2|n) sur Pδ(M) et sur Dλµ(M).

4.1 Espace de Symboles �ns associés à Dλµ(M)

De façon générale, nous allons dé�nir les espaces de symboles Pδ(M) et Sδ(M). Dans
un premier temps, nous allons décrire l'espace Skδ (M). Si on note par ξ0 le moment
associé au champ de vecteurs ∂z et par ξr le moment associé au champ de vecteurs
Tr où la notation ξr représente l'écriture uni�ée des moments αr, βr, γr et la notation
Tr représente l'écriture uni�ée des champs de vecteurs Ar, Br, Dr, alors nous obtenons
l'isomorphisme suivant

Skδ (M) ∼= 〈αδξc0ξI , c+ |I| = k〉, (4.1)

où I = (i1, . . . , i2l+n) est un multi-indice de longueur |I| = i1 + . . . + i2l+n et ξI =

ξi11 . . . ξ
i2l+n
2l+n .

Nous rappelons que (voir Proposition 1.9.9) tout opérateur di�érentiel D ∈ Dλµ(M)
peut s'écrire sous forme contact comme suit :∑

K:c+|K|6k

DcK∂
c
zT

K , (4.2)

où DcK est une superfonction et TK = T i11 · · ·T
i2l+n
2l+n .

Si nous notons par ϕ l'isomorphisme donné par la formule (4.1), nous obtenons

ϕ :
∑
c,I

c+|I|6k

DI∂
c
zT

i1
1 . . . T

i2l+n
2l+n +Dk−1

λ,µ (M) 7→
∑
c,I

c+|I|=k

DIα
δξc0ξ

i1
1 . . . ξ

i2l+n
2l+n . (4.3)

Pour la suite de notre travail nous considérons les notations symboliques suivantes ζ,
αi,βi et γi où ζ est le moment associé au champ de vecteurs ∂z et αi,βi et γi les moments
associés aux champs de vecteurs Ai, Bi et Di (voir formule (1.5)) suivants

Ai = ∂xi + yi∂z, Bi = −∂yi + xi∂z, D̄i = ∂θi − θi∂z. (4.4)
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Si les multi-indices I, J, T sont donnés respectivement par I = (i1, i2, · · · , il), J =
(j1, j2, · · · , jl) et T = (t1, t2, · · · , tn) alors les quantitésAi11 · · ·A

il
l , Bj1

1 · · ·B
jl
l et D̄t1

1 · · · D̄tn
n

sont représentées respectivement par AI , BJ et D̄T . On désignera par K le multi-indice
(I, J, T ) et on notera respectivement |K|, |I|, |J | et |T | les longueurs des multi-indices
K, I, J et T .

L'espace Pdδ (M) dé�ni par (1.35) est isomorphe à un sous-espace de l'espace Fδ ⊗
Pol(T ∗M). Plus précisément, nous avons

Pdδ (M) ∼= 〈Dc,Kα
δζcαIβJγT , c+

1

2
|K| = d〉,

pour tous c, I, J,K. L'isomorphisme entre ces deux espaces est donné explicitement par

ϕ :
∑
c,K

c+ 1
2
|K|6d

Dc,K∂
c
zA

IBJD̄T +Hd− 1
2

λ,µ (M) 7→
∑
c,K

c+ 1
2
|K|=d

Dc,Kα
δζcαIβJγT . (4.5)

L'espace Σk,d
δ (M) est isomorphe à un sous-espace de Fδ(M) ⊗ Pol(T ∗M). Plus pré-

cisément, nous avons

Σk,d
δ (M) ∼= 〈Dc,Kα

δζcαIβJγT , c+
1

2
|K| = d, c+ |K| = k〉.

Explicitement, l'isomorphisme entre ces deux espaces est donné par

ϕ :
∑
c,J

c+ 1
2
|K|6d

c+|K|6k

Dc,K∂
c
zA

IBJD̄T + (Dk,d−
1
2

λ,µ (M) +Dk−1,d
λ,µ (M)) 7→

∑
c,K

c+ 1
2
|K|=d

c+|K|=k

Dc,Kα
δζcαIβJγT .

Donc l'espace des symboles Pδ(M) peut s'exprimer à l'aide d'une somme directe des
espaces Σk,d

δ (M) :

Pδ(M) =
⊕
d∈ 1

2
N

Hd(M)/Hd− 1
2 (M) =

⊕
d∈ 1

2
N

2d⊕
k=dde

Σk,d
δ (M). (4.6)
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4.1.1 Structure de module sur les espaces de symboles Sδ(M),Pδ(M)
et Σδ(M)

Nous allons dans cette section, donner des formules explicites pour les actions des
champs de vecteurs contact projectifs sur les espaces Sδ(M),Pδ(M) et Σδ(M). Nous
rappelons que si D ∈ Hd

λ,µ(M) et Xf est un champ de vecteurs de contact, alors la
dérivée de Lie dans la direction de Xf , noté LHXfD et dé�nie par

(LHXfD)(ψ) := LXf (Dψ)− (−1)f̃ D̃D(LXfψ),

est un élément deHd
λ,µ(M), puisque (proposition 1.9.14) l'action deXf préserve Tan(M).

Par conséquent, l'action canonique de Xf préserve aussi l'espace bigradué Dk,dλ,µ(M).
Donc l'action d'un champ de vecteurs de contact sur Hd

λ,µ et sur Dk,dλ,µ induit des
actions de la sous-superalgèbre de Lie spo(2l + 2|n) de K(2l + 1|n) sur les espaces
Pdδ (M) et Σk,d

δ (M). Nous donnons dans la proposition qui suit les formules explicites de
ces actions sur les espaces des symboles Sδ(M), Pδ(M) et symboles �ns Σδ(M).

Proposition 4.1.1. Si Xf est un champ de vecteurs de contact et si nous notons par
LPXf (resp. LΣ

Xf
; resp. LSXf ) les actions de Xf sur Pδ(M) (resp. Σδ(M) ; resp. Sδ(M)),

alors nous avons les formules suivantes :

1.

LΣ
Xf

= f∂z + ∂z(f) (δ − Eζ)−
1

2
(−1)f̃ T̃rωrsTr(f)Ts

+
1

2
(−1)f̃(T̃i+T̃r)ωrsTiTr(f)ξs∂ξi . (4.7)

2. LPXf = LΣ
Xf
,

3.

LSXf = LΣ
Xf

+
1

2
(−1)f̃ T̃rωrsTr(f

′)ξs∂ζ . (4.8)

Dans ces expressions la notation Eζ signi�e l'opérateur d'Euler ζ∂ζ tandis que les nota-
tions ∂z et Ti représentent l'action des champs de vecteurs ∂z et Ti sur les coe�cients
du symbole.

Démonstration. Les espaces Σ(M) :=
⋃
δ∈R Σδ(M), P(M) :=

⋃
δ∈RPδ(M) et S(M) :=⋃

δ∈R Sδ(M) sont des algèbres pour le produit canonique des symboles. Nous pouvons
considérer les opérateurs L̃Σ

Xf
, L̃PXf et L̃

S
Xf

agissant respectivement sur les espaces Σ(M),
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P(M) et S(M) dont les restrictions sur les espaces Σδ(M), Pδ(M) et Sδ(M) sont don-
nées par LΣ

Xf
, LPXf et LSXf pour tout δ ∈ R.

Les opérateurs L̃Σ
Xf
, L̃PXf et L̃SXf sont donc des dérivations de Σ(M), P(M) et S(M)

respectivement.

Il su�t donc pour véri�er les formules données dans l'énoncé de la proposition, de
calculer LΣ

Xf
et LSXf sur les générateurs ζ, ξi et gαδ des espaces de symboles Σδ(M) et

Sδ(M). Si le résultat de l'application de LΣ
Xf

et LSXf à ces générateurs coïncident avec
l'application des seconds membres des équations (4.7) et (4.8) à ces mêmes générateurs,
les équations (4.7) et (4.8) sont véri�ées puisque les membres de droite de ces équations
sont des opérateurs de dérivation.

Grâce à l'isomorphisme ϕ dé�ni par (4.5), le calcul des opérateurs LΣ
Xf

et LSXf sur
les générateurs ζ, ξi et gαδ des espaces de symboles Σδ(M) et Sδ(M) peuvent s'e�ectuer
en calculant respectivement les dérivées de Lie des opérateurs di�érentiels ∂z, Ti et gαδ.
Ainsi LΣ

Xf
calculé sur le générateur Ti est égal à

LΣ
Xf

(Ti) = [Xf , Ti] + δf ′Ti

= [f∂z, Ti] + δf ′Ti −
1

2
(−1)f̃ T̃rωrs

(
−(−1)f̃ T̃i [Ti, Tr(f)Ts]

)
.

= −(−1)f̃ T̃iTi(f)∂z + δf ′Ti

+
1

2
(−1)(T̃r+T̃i)f̃ωrs

(
TiTr(f)Ts + (−1)T̃i(T̃r+f̃)Tr(f)[Ti, Ts]

)
.

En utilisant le fait que le commutateur [Ti, Ts] est égal à −2ωis∂z (voir les formules 1.6)
et en utilisant de plus l'isomorphisme ϕ dé�ni par (4.5), on a :

LΣ
Xf

(ξi) =

(
δf ′Id +

1

2
(−1)f̃(T̃r+T̃i)ωrsTiTr(f)ξs∂ξi

)
(ξi). (4.9)

Si on calcule LΣ
Xf

(∂z) et en utilisant en plus l'isomorphisme ϕ dé�ni par (4.5), on a

LΣ
Xf

(ζ) = (δ − 1) f ′Id(ζ), (4.10)

et en�n en calculant LΣ
Xf

(gαδ) et en utilisant en plus l'isomorphisme ϕ dé�ni par (4.5),
on obtient

LΣ
Xf

(gαδ) =

(
f∂z + δf ′Id− (−1)f̃ T̃r

1

2
ωrsTr(f)Ts

)
(gαδ). (4.11)

On peut voir que si on restreint la première formule donnée par (4.7) aux générateurs
Ti, ∂z et gαδ, on obtient respectivement les formules (4.9), (4.10) et (4.11). La preuve
de la formule (4.8) est similaire.



Chapitre 4. Quanti�cations �nes spo(2l + 2|n)-équivariantes sur R2l+1|n 96

On obtient la remarque suivante :

Remarque 4.1.2. Les formules (4.7) et (4.8) coïncident sur la sous-superalgèbre de Lie
Aff(2l + 2|n).

Nous allons présenter dans la section suivante les résultats déjà connus de P. Math-
onet et F. Radoux sur la quanti�cation projectivement équivariante sur Rp|q.

4.2 Aperçu des résultats connus sur Rp|q

Dans cette section nous présentons le résultat principal de la quanti�cation pgl(p +
1|q)-équivariante sur le superespace Rp|q. Les auteurs P. Mathonet et F. Radoux ont dé-
montré dans [28] l'existence et l'unicité d'une quanti�cation projectivement équivariante
sur Rp|q dans le cas où les espaces d'opérateurs di�érentiels sont pourvus de la �ltration
canonique.
Si p + 1 6= q, alors la superalgèbre de Lie projective pgl(p + 1|q) est isomorphe à la
superalgèbre de Lie sl(p+ 1|q).
Dans cette section, les poids de densités seront indicés par c s'ils désignent les poids
de densités contact, dans le cas contraire les poids de densités représentent les poids de
densités tensorielles.

L'ensemble des valeurs critiques de l'application sl(p+ 1|q)-équivariante sur Rp|q est
donné par

C = ∪∞k=1Ck, avec Ck = {2k − i+ p− q
p− q + 1

: i = 1, · · · , k}. (4.12)

Le résultat principal est le suivant :

Théorème 4.2.1. Si δ est non critique, alors l'application Q : Sδ → Dλµ dé�nie par

Q(S)(f) =
k∑
r=0

Ck,rQAff(divrS)(f), ∀S ∈ Skδ

est l'unique application sl(p+ 1|q)-équivariante sur Rp|q si

Ck,r =

∏r
j=1((p− q + 1)λ+ k − j)

r!
∏r

j=1(p− q + 2k − j − (p− q + 1)δ)
, ∀r > 1, Ck,0 = 1.
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Dans ce résultat l'application "div" donnée dans la dé�nition 1.7.6 a été étendue aux
symboles de degré k comme suit :

div : Skδ → Sk−1
δ : S 7→

p+q∑
j=1

(−1)ỹj i(εj)∂yjS,

où εj est le j-ème vecteur ligne de base de (R2l+1|n)∗ ∼= g1. Ici le symbole S est vu comme
un élément de Fδ ⊗ Polk(T ∗M) qu'on a décrit dans la section 4.1.

Si la superdimension m est di�érente de −1, l'isomorphisme

ϕ : Fλ → Ber 2λ
m+1

(4.13)

entre les espaces des densités contact Fλ et les espaces des densités tensorielles Ber 2λ
m+1

induit un isomorphisme entre les espaces de symboles Skδc et S
k
2δc
m+1

.

L'isomorphisme (4.13) induit également un isomorphisme entre les espaces d'opérateurs
di�érentiels Dk2λc

m+1
2µc
m+1

et Dkλcµc .
La quanti�cation sl(p + 1|q)-équivariante induit une quanti�cation spo(2l + 2|n)-

équivariante. L'ensemble (4.12) des valeurs critiques pour cette quanti�cation spo(2l +
2|n)-équivariante devient alors

C′ = ∪∞k=1C
′
k, avec C′k = {2k − i+m

2
: i = 1, · · · , k} (4.14)

et le théorème 4.2.1 se réécrit comme suit :

Théorème 4.2.2. Si δ est non critique, alors l'application Qsl : Sδc → Dλcµc dé�nie par

Qsl(S)(f) =
k∑
r=0

Ck,rQAff(divrS)(f), ∀S ∈ Skδ

est une quanti�cation spo(2l + 2|n)-équivariante sur R2l+1|n si

Ck,r =

∏r
j=1(2λc + k − j)

r!
∏r

j=1(m+ 2k − j − 2δc)
, ∀r > 1, Ck,0 = 1.
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4.3 Application spo(2l+2|n)-équivariante de Pδ(M) dans

Sδ(M)

A partir de maintenant, nous considérons uniquement les poids de densités contact.
Nous savons que pour tout l ∈ N et n ∈ N tel que 2l+ 2− n 6= 0, la superalgèbre de Lie
spo(2l + 2|n) est une sous-superalgèbre de Lie de sl(2l + 2|n) et que cette dernière est
isomorphe à la superalgèbre de Lie pgl(2l + 2|n). On a vu que l'isomorphisme ϕ entre
Fλ(M) et Ber 2λ

2l+2−n
(M) donné par la dé�nition 1.9.2 entrelace les actions de K(2l+1|n)

sur Fλ(M) et sur Ber 2λ
2l+2−n

(M) pour tout λ.
Pour construire une quanti�cation �ne spo(2l+2|n)-équivariante, il su�t donc de trouver
une application spo(2l+2|n)-équivariante entre les espaces Pδ(M) et Sδ(M). Nous com-
mençons par établir des résultats intermédiaires indispensables pour les calculs ultérieurs.

Lemme 4.3.1. Si r ∈ {1, · · · , 2l + n} alors on a le commutateur suivant

[Xz2 , Xqr ] = −Xzqr .

Démonstration. On obtient le résultat en utilisant la formule de Lagrange(1.14).

En particularisant la formule (4.7) sur Xz2 et Xz, on obtient respectivement les
formules suivantes

LΣ
Xz2

= z2∂z + 2z(δ − Eζ) + zqsTs + (qsξs)(ωjiq
j∂ξi)− zξi∂ξi (4.15)

et
zLΣ

Xz = z2∂z + z(δ − Eζ) +
1

2
zqsTs −

1

2
zξi∂ξi . (4.16)

Les formules (4.15) et (4.16) et le lemme 4.3.4 sont importants dans la suite.

Nous dé�nissons un opérateur ∆ qui, comme nous allons le voir dans la section
suivante, va mesurer la di�érence entre l'opérateur de Casimir sur les symboles �ns
Pδ(M) et l'opérateur de Casimir sur les symboles Sδ(M).

Dé�nition 4.3.2. On dé�nit un opérateur sur les symboles �ns Σk,d
δ (M) comme suit

∆ : Σk,d
δ (M)→ Σ

k,d− 1
2

δ (M) : S 7→ −ωrsTrξs∂ζS.

On peut aussi l'écrire d'une manière explicite comme suit

∆ :=

(
l∑

r=1

(αrBr − βrAr) +
n∑
i=1

γiD̄i

)
∂ζ .
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Dans la suite, pour alléger les notations, nous allons adopter la convention d'Einstein
en sous-entendant les sommes sur les indices répétés. Les commutateurs suivants ont un
rôle important dans les calculs ultérieurs.

Lemme 4.3.3. (i) Le commutateur de ∆ et Eζ vaut ∆, c'est-à-dire [∆, Eζ ] = ∆

(ii) [∆, z] = qsξs∂ζ

(iii) [∆, qk] = −(−1)k̃s̃ωksξs∂ζ.

(iv) L'opérateur ∆ entrelace les actions de la superalgèbre de Lie a�ne Aff(2l+2|n).
En d'autres termes, pour tout Xf ∈ Aff(2l + 2|n), on a [∆, LXf ] = 0.

(v) [∆, ξi] = 0

(vi) [∆, ∂ξi ] = (−1)ĩr̃ωriTr∂ζ.

Ces résultats sont obtenus par un simple calcul. On a en plus les commutateurs
suivants :

Lemme 4.3.4. (i) [∆, z2] = 2zqsξs∂ζ ;
(ii) [∆, qlξl] = 0 ;
(iii) [∆, ωjiq

j∂ξi ] = ξs∂ξs∂ζ − qrTr∂ζ.

Il su�t d'utiliser les résultats élémentaires fournis dans le lemme 4.3.3.

On construit dans la proposition suivante l'application équivariante entre Pδ(M) et
Sδ(M) qui permettra de construire une quanti�cation �ne spo(2l + 2|n)-équivariante.

Proposition 4.3.5. Si δ n'est pas compris dans l'ensemble suivant

Iδ :=
∞⋃
d=0

{2c− j
2

, 0 6 j 6 2d− 1, 0 6 c 6 d}

alors l'application SQ : Pδ(M)→ Sδ(M) dé�nie par

S 7→

(
∞∑
a=0

∆a 1

2aa!

a−1∏
j=0

1(
c− δ − 1

2
j
))S

où c est le degré de S en ζ, est une application spo(2l+2|n)-équivariante de Pδ(M) dans
Sδ(M) si on pose

∏−1
j=0

1

(c−δ− 1
2
j)

= 1.



Chapitre 4. Quanti�cations �nes spo(2l + 2|n)-équivariantes sur R2l+1|n 100

Démonstration. L'application SQ entrelace les actions de la superalgèbre de Lie a�ne
Aff(2l + 2|n). Grâce au commutateur de Xz2 et Xqr donné dans le lemme 4.3.1, on voit
que pour montrer que SQ est spo(2l+ 2|n)-équivariante de Pδ(M) dans Sδ(M), il su�t
de prouver que SQ entrelace l'action de Xz2 sur les espaces Pδ(M) et Sδ(M).
Une application de la forme

∑∞
a=0 ∆aCa où Ca est une constante pour tout entier naturel

a, est spo(2l + 2|n)-équivariante de Pδ(M) dans Sδ(M) si et seulement si la condition
suivante est véri�ée

LSXz2 ◦
∞∑
a=0

∆aCa =
∞∑
a=0

∆aCa ◦ LΣ
Xz2

Cette égalité s'écrit également comme suit

(LSXz2 − L
Σ
Xz2

) ◦
∞∑
a=0

∆aCa + LΣ
Xz2
◦
∞∑
a=0

∆aCa =
∞∑
a=0

∆aCa ◦ LΣ
Xz2

.

Puisqu'on sait par (4.8) que LSXz2 − LΣ
Xz2

= −qsξs∂ζ , alors cette égalité s'écrit encore
comme suit

qsξs∂ζ ◦
∞∑
a=0

∆aCa +
∞∑
a=0

[LΣ
Xz2

,∆a]Ca = 0. (4.17)

Il su�t de connaître le commutateur [LΣ
Xz2

,∆a] donné dans le lemme suivant pour con-
clure.

Lemme 4.3.6. Pour tout entier naturel non nul a, on a

[LΣ
Xz2

,∆a] = 2a∆a−1qsξs∂ζ(Eζ − δ −
1

2
(a− 1)).

Démonstration. On prouve cette formule par induction. On montre que cette formule
est vraie pour a = 1. En e�et, grâce aux formules (4.15) et (4.16), on peut voir que

[∆, LΣ
Xz2

] = [∆, 2zLΣ
Xz ]− [∆, N ]

où N = z2∂z− (qsξs)(ωjiq
j∂ξi). Puisque ∆ est équivariant sous les actions des champs de

vecteurs a�nes, alors il su�t de calculer les commutateurs [∆, z] et [∆, N ] en utilisant
les résultats élémentaires donnés dans le lemme 4.3.3 et dans le lemme 4.3.4.
On montre ensuite que la formule du lemme 4.3.6 est vraie pour a quelconque. En e�et,
on utilise le fait que

[LΣ
Xz2

,∆a] = [LΣ
Xz2

,∆a−1]∆ + ∆a−1[LΣ
Xz2

,∆].
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En supposant que la formule du lemme 4.3.6 est vraie pour a− 1, le deuxième membre
de cette égalité s'écrit également comme suit

2(a− 1)∆a−2qsξs∂ζ

(
Eζ − δ −

1

2
(a− 2)

)
∆ + 2∆a−1qsξs∂ζ(Eζ − δ).

En utilisant le fait que [∆, Eζ ] = ∆ et que ∆ commute avec qsξs, le commutateur
[LΣ

Xz2
,∆a] devient

2∆a−1qsξs∂ζ

(
(a− 1)(Eζ − δ)−

1

2
a(a− 1) + (Eζ − δ)

)
.

Ainsi la formule du lemme 4.3.6 est prouvée.

Revenons à la démonstration de la proposition. Grâce à la formule du lemme 4.3.6,
l'expression (4.17) s'écrit comme suit

−qsξs∂ζ ◦
∞∑
a=0

∆aCa + 2
∞∑
a=1

a∆a−1qsξs∂ζ

(
Eζ − δ −

1

2
(a− 1)

)
Ca = 0,

ou encore
∞∑
a=1

qsξs∂ζ∆
a−1

(
−Ca−1 + 2a

(
Eζ − δ −

1

2
(a− 1)

)
Ca

)
= 0.

Une application de la forme
∑∞

a=0 ∆aCa est spo(2l+ 2|n)-équivariante si et seulement si
les constantes Ca de la proposition 4.3.5 sont données par la formule suivante

Ca =
Ca−1

2a
(
c− δ − 1

2
(a− 1)

)
pour tout a ∈ N0.

Le résultat principal est donné par le théorème suivant.

Théorème 4.3.7. Si δ /∈ Iδ ∪ C où C =
⋃
k∈N C

′
k et si Qsl est la quanti�cation pgl(2l +

2|n)-équivariante, alors l'application Q = Qsl ◦ SQ est une quanti�cation �ne spo(2l +
2|n)-équivariante sur

Pδ(M) =
⊕
d∈ 1

2
N

Pdδ (M).
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Démonstration. On peut voir qu'une condition su�sante d'existence de Q sur Pdδ (M)
est simplement l'existence de SQ sur Pdδ (M) et l'existence de Qsl sur SQ(Pdδ (M)).
L'existence de SQ sur Pdδ (M) est assurée par le fait que

δ /∈ {2c− j
2

, 0 6 j 6 2d− 1, 0 6 c 6 d}

tandis que l'existence de Qsl sur SQ(Pdδ (M)) est assurée par le fait que δ /∈
⋃2d
k=dde C

′
k.

L'existence de Q sur Pδ(M) est alors assurée par le fait que δ /∈ Iδ ∪ C.

4.4 Opérateur de Casimir sur les espaces de symboles

Sδ(M) et Σδ(M)

La question de l'unicité de la quanti�cation �ne spo(2l+2|n)-équivariante sera traitée
en comparant l'opérateur de Casimir CP sur les symboles �ns et l'opérateur de Casimir
CD sur les opérateurs di�érentiels.

Proposition 4.4.1. Si m = 2l + 1− n désigne la superdimension alors

1. l'opérateur de Casimir associé à la représentation (Pδ, LP) est donné par la formule
suivante :

CP |Σk,dδ = αk,dId (4.18)

avec αk,d une constante qui dépend de deux variables k(degré normal) et d(degré
d'Heisenberg) comme suit :

αk,d = k2 + 2(d2 − kd) + (k − d)(m− 2δ)

+
1

2
(2d− k)(m+ 1− 4δ) +

1

2
δ(2δ −m− 1). (4.19)

2. l'opérateur de Casimir associé à la représentation (Skδ , LS) est donné par la formule
suivante :

CS = CΣ +
1

2
∆, (4.20)

avec ∆ donné par la dé�nition 4.3.2.
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Démonstration. En utilisant la dé�nition 1.10.8 et le lemme 1.10.12, on peut écrire
l'opérateur de Casimir CΣ sur les symboles �ns comme suit :

− 1

2
LΣ
Xz2

LΣ
X1
−

n∑
i=1

LΣ
Xzθj

LΣ
Xθj

+ (LΣ
Xz)

2 +
n∑
i,j

∑
i<j

(LΣ
Xθi−1θj−1

)2 +
n∑
j=1

LΣ
Xθj

LΣ
Xzθj

− 1

2
LΣ
X1
LΣ
Xz2
− 1

2

∑
i

LΣ
X
y2
i−1

LΣ
X
x2
i−1

− 1

2

∑
j

LΣ
Xyj−1z

LΣ
Xxj−1

−
∑
i,j

LΣ
Xyi−1yj−1

LΣ
Xxj−1xi−1

−
∑
j

LΣ
Xxj−1

LΣ
Xyj−1z

−1

2

∑
i

LΣ
X
x2
i−1

LΣ
X
y2
i−1

−
∑
i,j

LΣ
Xxj−1xi−1

LΣ
Xyi−1yj−1

+
∑
i,j

LΣ
Xxi−1yj−1

LΣ
Xxj−1yi−1

−
∑
i,j

LΣ
Xyi−l−2θj

LΣ
Xxi−l−2θj

+
∑
i,j

LΣ
Xxi−1θj

LΣ
Xyi−1θj

+
∑
j

LΣ
Xyj−1

LΣ
Xxj−1z

+
∑
i

LΣ
Xxi−1z

LΣ
Xyi−1

.

En utilisant la formule (4.7) de la dérivée de Lie dans l'expression de CΣ, on peut voir que
CΣ est un opérateur di�érentiel qui peut s'écrire en termes des opérateurs ∂z, ∂ζ , Ti et
∂ξi . Comme CΣ commute avec X1 = ∂z et comme ∂z et Ti commutent, les coe�cients de
CΣ ne dépendent pas de z. De plus, puisque CΣ commute avec Xθi , alors les coe�cients
de l'opérateur de Casimir CΣ ne dépendent pas de θi. La commutation de CΣ avec Xxi

implique que les coe�cients de CΣ ne dépendent pas de xi et la commutation de CΣ

avec Xyi montre que les coe�cients de CΣ ne dépendent pas de la coordonnée yi.
Par conséquent, on néglige tous les termes dont les coe�cients dépendent des vari-

ables xi, yi, z et θi. A cause des expressions explicites des termes LΣ
Xz2

et
∑

i L
Σ
Xzθi

, les
contributions des termes −1

2
LΣ
Xz2

LΣ
X1

et
∑n

i=1 L
Σ
Xzθi

LΣ
Xθi

sont nulles. Ainsi la contribution
du terme −1

2
LΣ
X1
LΣ
Xz2

est la même que celle donnée par

−1

2
LΣ

[X1,Xz2 ] = −1

2
LΣ
X{1,z2}

= −LΣ
Xz = −

(
δ − Eζ −

1

2

∑
i,k

(αi∂αi + βi∂βi + γk∂γk)

)
.

La contribution du terme
∑n

i,j

∑
i<j (LΣ

Xθiθj
)2 est égale à 1

4

∑
i,j

∑
i<j (αi∂αj − αj∂αi)(αi∂αj − αj∂αi).

Donc on peut encore l'écrire comme suit

(
n∑
i,j

∑
i<j

LΣ
Xθiθj

)2 =
1

4

∑
i,j

∑
i<j

(−αi∂αi + 2αiαj∂αj∂αi − αj∂αj)

=
1

4

(
−(n− i)αi∂αi − (i− 1)αj∂αj + 2

∑
i,j

∑
i<j

αiαj∂αj∂αi

)
.
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Le troisième terme
∑

i,j

∑
i<j αiαj∂αj∂αi du second membre peut s'écrire également

comme suit

∑
i,j

∑
i<j

αi∂αiαj∂αj =
1

2

(∑
i,j

αi∂αiαj∂αj −
∑
i=j

αi∂αiαj∂αj

)

=
1

2

(∑
i,j

αi∂αiαj∂αj −
∑
i

αi∂αi

)

=
1

2

(
E2
α − Eα

)
.

On obtient en�n que la contribution de
∑n

i,j

∑
i<j (LΣ

Xθiθj
)2 est égale à 1

4
(E2
α − nEα). La

contribution du terme
∑n

i=1 L
Σ
Xθi
LΣ
Xzθi

est égale à n
2

(
δId− Eζ − 1

2
Eα − 1

2
Eβ − 1

2
Eγ
)
. La

somme de toutes les contributions de l'opérateur de Casimir CΣ est donc un polynôme
en les opérateurs d'Euler correspondant aux coordonnées ζ et ξi. Il est alors facile de
voir que la restriction de CP à Σk,d est égale à αk,dId.
La preuve de la formule (4.20) est similaire. Pour cela, on utilise la formule (4.8)
qui dé�nit la dérivée de Lie sur les symboles Sδ(M). Les termes −

∑n
i=1 L

S
Xzθj

LSXθj
et∑n

j=1 L
S
Xθj

LSXzθj
donnent des contributions supplémentaires égales dont la somme vaut

1
2

∑n
j=1 αjD̄j∂ζ . De même les termes−

∑l+1
j=2 L

S
Xyj−1z

LSXxj−1
et−

∑l+1
j=2 L

S
Xxj−1

LSXyj−1z
don-

nent des contributions supplémentaires égales dont la somme vaut 1
2

∑l
i=1 αiBi∂ζ . En�n

les termes
∑l+1

j=2 L
S
Xxj−1z

LSXyj−1
et
∑l+1

j=2 L
S
Xyj−1

LSXxj−1z
donnent des contributions supplé-

mentaires égales dont la somme vaut −1
2

∑l
i=1 βiAi∂ζ . La somme de toutes les contribu-

tions donne le résultat annoncé.

4.5 Opérateur de Casimir sur les opérateurs di�éren-

tiels

Nous rappelons la dé�nition de l'opérateur γ qui mesure la di�érence entre les
représentations (Sδ, L) et (Sδ,L) :

γ : spo(2l + 2|n)→ gl(Sδ,Sδ) : Xf 7→ γ(Xf ) = LXf − LXf . (4.21)

A cause de la nullité de γ(Xf ) (confer proposition 1.10.5 ) sur les champs de vecteurs
de contact Xf linéaires et constants, c'est-à-dire les éléments de g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0 dans la
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graduation (1.25), il reste à calculer γ sur les champs de vecteurs de contact Xf appar-
tenant à g1 ⊕ g2 ; c'est-à-dire sur les champs de vecteurs de contact Xz2 , Xzθj , Xxiz et
Xyiz. La connaissance de l'opérateur γ permettra de calculer l'opérateur N qui mesure
la di�érence entre les opérateurs de Casimir CD et CΣ.

Avant cela nous établissons les faits suivants établis par P. Mathonet et F. Radoux
dans [28] et qui ont un rôle pratique dans nos calculs.

Dé�nition 4.5.1. Le produit intérieur d'un élément h ∈ (R2l+1|n)∗ et d'un tenseur
symétrique h1 ∨ . . . ∨ hk, avec h1 . . . hk ∈ R2l+1|n est dé�ni par

i(h)h1 ∨ . . . ∨ hk =
k∑
j=1

(−1)h̃(
∑j−1
r=1 h̃r)〈h, hj〉h1 ∨ . . . ĵ . . . ∨ hk,

où 〈h, x〉 désigne la multiplication standard de la matrice ligne h par la matrice colonne
x.

Nous pouvons expliciter la dé�nition comme suit : on étend le produit intérieur en-
tre (R2l+1|n)∗ et (R2l+1|n) comme une dérivation sur la partie tensorielle d'un tenseur
symétrique. Dans notre cas on étend le produit intérieur i(h) sur Sδ en disant qu'il s'an-
nule sur les densités de poids δ (n'agit pas sur le coe�cient du polynôme) et que donc
c'est un opérateur di�érentiel d'ordre zero et de parité h̃.

Nous rappelons que (cf [28]) que si h ∈ (R2l+1|n)∗ alors Xh est le champ de vecteurs
projectif quadratique donné par la formule :

Xh =
2l+1+n∑
j=1

hjt
j(−1)j̃E .

On peut maintenant donner l'opérateur γ comme suit :

Lemme 4.5.2. Si h est un champ de vecteurs projectif de contact quadratique et si
h′ ∈ (R2l+1|n)∗ est tel que Xh′ = h alors on a sur Skδ

γ(h) = − (2λ+ k − 1) i(h′), (4.22)

où i(h′) désigne le produit intérieur donné par la dé�nition 4.5.1.

La preuve de ce lemme est donnée en détail dans [28]. Elle consiste à considérer
que les deux membres de l'égalité (4.22) sont des opérateurs di�érentiels d'ordre zero et
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qu'ils donnent le même résultat quand on les calcule sur un tenseur h1 ∨ . . . ∨ hk, avec
h1, . . . , hk ∈ R2l+1|n. Pour cela on développe l'expression

QAff(γ(h)(h1 ∨ . . . ∨ hk)),

en utilisant la dé�nition de γ donnée par (4.21).

Proposition 4.5.3. Soit εk le vecteur dual du kième vecteur colonne de la base canon-
ique de R2l+1|n. On va désigner par ζ (resp. ηk, resp. µk, resp. Ωk) la coordonnée moment
canonique associée à la variable z (resp. xk, resp. yk, resp. θk).

1. Quand on écrit un symbole en termes de coordonnées moments contact ζ, αi, βiγi,
l'opérateur i(ε1) se lit comme l'opérateur ∂ζ + xk∂βk + yk∂αk − θk∂γk .

2. Quand on écrit un symbole en termes de coordonnées moments contact, l'opérateur
i(εk) où 2 6 k 6 l (resp. l + 1 6 k 6 2l, resp. 2l + 1 6 k 6 2l + n ) se lit comme
l'opérateur 1

2
∂αk (resp. −1

2
∂βk , resp. −1

2
∂γk).

Démonstration. Le symbole ζcαIi β
J
i γ

T
i s'écrit en termes des coordonnées moments canon-

iques comme
ζc(ηi + yiζ)I(−µi + xiζ)J(Ωi − θiζ)T . (4.23)

Il su�t pour démontrer le point 1, de montrer qu'appliquer ∂ζ au symbole ζc(ηi +
yiζ)I(−µi + xiζ)J(Ωi− θiζ)T revient à appliquer l'opérateur ∂ζ + xi∂αi + yi∂βi − θi∂γi au
symbole ζcαIi β

J
i γ

T
i et à réécrire le symbole obtenu en termes de coordonnées moments

canoniques. La démonstration du point 2 est similaire.

Nous avons maintenant les éléments nécessaires pour calculer l'opérateur de casimir
sur les opérateurs di�érentiels Dkλµ(M). Nous commençons par dé�nir les invariants
a�nes suivants.

Dé�nition 4.5.4. (i) On appelle divergence de contact et on note DivC, l'opérateur
suivant

DivC : Σk,d
δ → Σk−1,d−1

δ : S 7→ ∂z∂ζS;

(ii) On appelle divergence tangentielle et on note DivT , l'opérateur suivant

DivT : Σk,d
δ → Σ

k−1,d− 1
2

δ : S 7→ (Ar∂αr +Br∂βr + D̄r∂γr)S.

Les opérateurs DivC et DivT entrelacent l'action de la superalgèbre de Lie a�ne
Aff(2l + 2|n).



Chapitre 4. Quanti�cations �nes spo(2l + 2|n)-équivariantes sur R2l+1|n 107

Proposition 4.5.5. Si m désigne la superdimension, alors l'opérateur de Casimir CD
sur les opérateurs di�érentiels Dkλµ(M) s'écrit comme suit

CD = CS +NSD,

où l'opérateur NSD est égal à

(2λ+ k − 1)

2
(2DivC + DivT ) .

Démonstration. En utilisant la dé�nition de l'application γ(Xf ) donnée par la formule
(4.21), le fait que γ(Xf ) s'annule sur g−2 ⊕ g−1 ⊕ g0 et en utilisant la dé�nition de
l'opérateur de Casimir donnée dans (1.10.8), on obtient la formule suivante

CD = CS − 1

2
γ(Xz2)L

S
X1
−

n∑
i=1

γ(Xzθi)L
S
Xθi

+
n∑
i=1

LSXθi
γ(Xzθi)−

1

2
LSX1

γ(Xz2)

+
l∑

i=1

LSXyiγ(Xxiz)−
l∑

i=1

LSXxiγ(Xyiz)−
l∑

i=1

γ(Xyiz)L
S
Xxi

+
l∑

i=1

γ(Xxiz)L
S
Xyi
.

Dé�nissons l'opérateur NSD de la manière suivante :

NSD = −1

2
γ(Xz2)L

S
X1
−

n∑
i=1

γ(Xzθi)L
S
Xθi

+
n∑
i=1

LSXθi
γ(Xzθi)−

1

2
LSX1

γ(Xz2)

+
l∑

i=1

LSXyiγ(Xxiz)−
l∑

i=1

LSXxiγ(Xyiz)−
l∑

i=1

γ(Xyiz)L
S
Xxi

+
l∑

i=1

γ(Xxiz)L
S
Xyi
.

En utilisant le lemme 4.5.2 et la proposition 4.5.3, on obtient les di�érentes contributions
des termes de NSD. Il est facile de voir que les contributions des termes −1

2
γ(Xz2)L

S
X1

et −1
2
LSX1

γ(Xz2) se doublent et valent

(2λ+ k − 1)(∂z∂ζ − θj∂γj + yi∂αi + xi∂βi)

tandis que les termes −
∑n

i=1 γ(Xzθi)L
S
Xθi

et
∑n

i=1 L
S
Xθi
γ(Xzθi) donnent la même contri-

bution égale à
(2λ+ k − 1)

4

n∑
j=1

(∂θj + θj∂z)∂γj .
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Les termes −
∑l

i=1 L
S
Xxi

γ(Xyiz) et −
∑l

i=1 γ(Xyiz)L
S
Xxi

ont même contribution égale à

−(2λ+ k − 1)

4

l∑
i=1

(∂yi + xi∂z)∂βi

et en�n les termes
∑l

i=1 L
S
Xyi
γ(Xxiz) et

∑l
i=1 γ(Xxiz)L

S
Xyi

ont aussi une même contribu-
tion égale à

−(2λ+ k − 1)

4

l∑
i=1

(−∂xi + yi∂z)∂αi .

La somme de toutes ces contributions donnent l'expression de l'opérateur NSD.

Remarque 4.5.6. On voit donc que l'opérateur NPD qui sépare l'opérateur de Casimir
sur les symboles �ns Pδ(M) et l'opérateur de Casimir sur les opérateurs di�érentiels
Dkλµ(M) est un opérateur qui s'écrit

NPD =
1

2
∆ +

(2λ+ k − 1)

2
(2DivC + DivT ) .

4.6 Unicité de la quanti�cation �ne spo(2l+2|n)-équivariante

Nous donnons d'abord la dé�nition de l'ensemble des valeurs critiques de δ.

Dé�nition 4.6.1. Une valeur de δ est dite critique s'il existe des valeurs k, d, k′ et d′

satisfaisant les conditions suivantes

d′ 6 k′ 6 2d′, d′ < d et d 6 k 6 2d.

telles que
αk,d − αk′,d′ = 0.

Nous calculons dans la proposition suivante les valeurs explicites de ces valeurs cri-
tiques.

Proposition 4.6.2. Si P (k, k′, d, d′) représente la fonction

(k − k′)(2(k + k′) +m− 1)− 4(kd− k′d′) + 2(d− d′)(2d+ 2d′ + 1),

l'ensemble Cδ,crit des valeurs critiques de δ est donné par

{P (k, k′, d, d′)

4(d− d′)
, k, k′ ∈ N, d, d′ ∈ 1

2
N, d′ 6 k′ 6 2d′, d′ < d, d 6 k 6 2d}.
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Démonstration. Il su�t d'utiliser la dé�nition 4.6.1 et la proposition 4.19 pour conclure.

Théorème 4.6.3. Si δ /∈ Cδ,crit et si δ /∈ Iδ∪C, alors la quanti�cation �ne spo(2l+2|n)-
équivariante donnée dans le théorème 4.3.7 est unique.

Démonstration. Si S ∈ Σk,d
δ (M), alors il existe un unique Ŝ = S +

∑
k′,d′

d′6k′62d′

d′<d

Sk′,d′ dont

le symbole d'Heisenberg est donné par S et qui est vecteur propre de valeur propre αk,d
de l'opérateur CD. En e�et, ces conditions s'écrivent sous la forme suivante :

(CΣ +NPD)

S +
∑
k′,d′

d′6k′62d′

d′<d

Sk′,d′

 = αk,d

S +
∑
k′,d′

d′6k′62d′

d′<d

Sk′,d′

 .

(4.24)

Puisque l'opérateur NPD envoie Σk,d
δ (M) sur la somme directe

Σ
k,d− 1

2
δ (M)⊕ Σ

k−1,d− 1
2

δ (M)⊕ Σk−1,d−1
δ (M),

on obtient alors, d'une manière générale, des équations en les symboles Sk′,d′ qui sont de
la forme

(αk,d − αk′,d′)Sk′,d′ = f(Sk′′,d′′), avec k′′ + d′′ > k′ + d′ (4.25)

et f une fonction qui dépend de l'opérateur NPD.

Puisque δ est non critique, les expressions (αk,d − αk′,d′) dans (4.25) sont non nulles
et les équations (4.25) possèdent chacune une solution unique, i.e. les inconnues Sk′,d′
sont univoquement déterminées. On détermine ainsi de proche en proche les inconnues
Sk′,d′ .
Donc, pour résumer, si S ∈ Σk,d

δ , alors il existe un unique Ŝ tel que hσdλ,µ(Ŝ) = S et tel
que CD(Ŝ) = αk,d(Ŝ). On dé�nit alors Q(S) comme étant Ŝ.
Si maintenant S ∈ Pdδ (M) et si S =

∑2d
k=dde Sk avec Sk ∈ Σk,d

δ , alors on pose Q(S) :=∑2d
k=ddeQ(Sk). Puisque nous avons

hσdλ,µ(LλµXfQ(Sk)) = LPXfhσ
d
λ,µQ(Sk) = LPXf (Sk), ∀k et hσdλ,µ(Q(LPXf (Sk))) = LPXf (Sk),∀k
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alors nous obtenons
LλµXfQ(Sk) = QLPXf (Sk) ∀k

puisque les deux membres sont des vecteurs propres de CD de même valeur propre. En
e�et, on a :

CD(LλµXfQ(Sk)) = LλµXfC
DQ(Sk) = αk,dLλµXfQ(Sk))∀k

tandis que CDQ(LPXf (Sk)) = αk,dQ(LPXf (Sk))∀k.

En e�et, LPXf (Sk) est vecteur propre de C
Σ de valeur propre αk,d puisque l'on a

CΣ(LPXf (Sk)) = LPXf (αk,dSk) = αk,dL
P
Xf

(Sk).

Par linéarité, on a LλµXfQ(S) = QLPXf (S).

Si Q est une quanti�cation �ne sur Pdδ (M), alors ses restrictions aux sous-espaces
Σk,d
δ (M) où dde 6 k 6 2d, sont uniques car si S ∈ Σk,d

δ (M) alors Q(S) doit être tel
que hσdλ,µ(Q(S)) = S et tel que LλµXfQ(S) = Q(LPXfS), donc CD(Q(S)) doit être égal à
αk,dQ(S). D'où Q(S) est unique par la première partie de la preuve. Comme la restriction
de Q aux espaces Σk,d

δ (M) est unique alors Q est unique sur Pdδ (M).
Si δ /∈ Cδ,crit, l'existence et l'unicité de la quanti�cation sont assurées sur l'espace

Pdδ (M) pour tout d ∈ 1
2
N. Par conséquent, la quanti�cation équivariante existe et est

unique sur Pδ(M).

4.7 Du cas général au cas particulier

Ici nous montrons brièvement comment on peut visualiser sur S1|1 les espaces d'opéra-
teurs di�érentiels bi�ltrés et ainsi que les espaces des symboles �ns associés. Nous mon-
trons que les formules explicites obtenues dans le deuxième chapitre s'obtiennent égale-
ment en composant Qsl et SQ. En plus, nous montrerons que l'opérateur NPD qui sépare
les opérateurs de Casimir CD sur les opérateurs di�érentiels et l'opérateur de Casimir CΣ

sur les symboles �ns dans le formalisme du chapitre deux (N. Mellouli et al. dans [10])
est le même que celui obtenu dans le nouveau formalisme( V. Ovsienko et C. Conley
dans [5]).
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4.7.1 Remarque 1

On rappelle que sur S1|1 l'espace Tan(S1|1) est constitué par < D̄ > et le champ de
Reeb s'écrit ∂x. En plus, on sait que

Vect(S1|1) = K(1)⊕ Tan(S1|1)

où K(1) est l'espace des champs de vecteurs X ∈ Vect(S1|1) qui préservent Tan(S1|1).
Un symbole S d'ordre d'Heisenberg k avec k un entier naturel s'écrit S = [Fk∂

k
x ] tandis

que si k ∈ 1
2

+ N, le symbole S s'écrit S = [Fk∂
k− 1

2
x D̄] où Fk est une δ-densité.

Si ζ est la coordonnée moment correspondant à la coordonnée x et si γ est le moment
correspondant à D, alors l'isomorphisme (4.5) nous permet de voir qu'un symbole �n
S ∈ Pkδ (S1|1) d'ordre d'Heisenberg entier k s'écrit S = Fkζ

k pour une certaine δ-densité
Fk tandis qu'un symbole �n S ∈ Pk′δ (S1|1) d'ordre d'Heisenberg k′ ∈ 1

2
+ N s'écrit

S = Fk′ζ
k′− 1

2γ pour une certaine δ-densité Fk′ .

Si k est un entier naturel, alors l'application SQ est dé�nie sur Pkδ (S1|1) de la forme
suivante :

SQ|Pkδ : Pkδ (S1|1)→ Pkδ (S1|1)⊕ Pk−
1
2

δ (S1|1) : S 7→ S + C1∆S,

où ∆ = γD̄∂ζ et C1 = 1
2(c−δ) d'après la Dé�nition 4.3.2 et la Proposition 4.3.5.

L'application Qsl dé�nissant la quanti�cation projectivement équivariante

Qsl : Skδ (S1|1)→ Dkλµ(S1|1)

s'écrit

Qsl :=
k∑
l=0

Ck,lQAff(Divl), où Div = ∂x∂ζ + D̄∂γ. (4.26)

où les coe�cients Ck,l sont donnés par

Ck,l =

∏l
j=1(2λ+ k − j)

l!
∏l

j=1(2k − 2δ − j)
, ∀l > 1, Ck,0 = 1.

On établit d'abord le lemme suivant

Lemme 4.7.1. Les formules suivantes sont véri�ées :
(i) Divl(Fkζ

k) = ∂lx(Fk)ζ
k−lC l

k(l!),
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(ii) ∆C1(Fkζ
k) = (−1)F̃k+1kC1D(Fk)γζ

k−1,

(iii) Divl(Fkζ
k′− 1

2γ) = C l
k′− 1

2

(l!)∂lx(Fk′)ζ
k′−l− 1

2γ+(−1)F̃k′+1l(l−1)!C l−1
k′− 1

2

∂l−1
x D(Fk′)ζ

k′−l+ 1
2 .

(iv) ∆C1(Fkζ
k− 1

2γ) = 0.

On a directement le résultat suivant

Proposition 4.7.2. Si δ n'appartient pas à Cr (voir Proposition 2.6.2 ), alors les for-
mules énoncées dans les propositions 2.7.1 et 2.7.2 donnant les uniques quanti�cations
�nes spo(2|1)-équivariantes sur Pkδ (S1|1) coïncident avec les formules explicites qui don-
nent Qsl ◦ SQ.

Démonstration. Si k est un entier naturel et si δ /∈ Cr alors SQ est bien dé�ni sur
Pkδ (S1|1) et SQ(Fkζ

k) est donné par

Fkζ
k + (−1)F̃k+1(kC1D(Fk))γζ

k−1 où C1 =
1

2(k − δ)

En e�et, vu la description de l'ensemble Cr, la valeur de δ est di�érente de k. L'applica-
tion Qsl est bien dé�nie sur l'image de Pkδ (S1|1) par SQ et en utilisant le lemme 4.7.1,
on obtient

Qsl ◦ SQ(Fkζ
k) = Qsl

(
Fkζ

k + (−1)F̃k+1(kC1D(Fk))γζ
k−1
)
. (4.27)

Comme Qsl est donné par (4.26) on a besoin de la formule suivante :

Divl = (∂x∂ζ + D̄∂γ)
l = (∂x∂ζ)

l + l(∂x∂ζ)
l−1D∂γ.

L'opérateur di�érentiel donné par la formule (4.27) est alors égal à

QAff

(
k∑
l=0

Ck,lC
l
k(l!)(1− C1l)∂

l
x(Fk)ζ

k−l + (−1)F̃k+1

k∑
l=0

Ck,lC1(k − l)C l
k(l!)∂

l
xD(Fk)γζ

k−l−1

)
.

Il su�t pour conclure de remarquer que les coe�cients Cl intervenant dans la formule
(2.13) sont égaux à Ck,lC

l
k(l!)(1 − C1l) et que les coe�cients El intervenant dans la

formule (2.14) sont égaux à

(−1)l−
1
2

(
Ck,l− 1

2

)
C1

(
k − l +

1

2

)
C
l− 1

2
k (l − 1

2
)!,∀l ∈ 1

2
+ N.

Il su�t pour faire cette constatation de noter que, grâce à la proposition 2.5.5, les
di�érences (αk − αk−l+ 1

2
) sont égales à
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(2l − 1)(k − δ − 1

2
(l − 1)), (4.28)

pour tout entier l compris entre 1 et k.
Si k ∈ 1

2
+ N, alors l'application SQ restreinte à Pkδ (S1|1) est simplement égale à

l'identité. Il reste donc à calculer Qsl sur un symbole de la forme Fkζk−
1
2γ. Nous avons

donc

Qsl ◦ SQ(Fk′ζ
k′− 1

2γ) = Qsl(Fk′ζ
k′− 1

2γ)

= QAff

k′+ 1
2∑

l=0

Ck′+ 1
2
,lDivl(Fk′ζ

k′− 1
2γ)

 .

Grâce au lemme 4.7.1, nous pouvons voir que ce dernier opérateur di�érentiel est égal à

QAff

k+ 1
2∑

l=0

Ck+ 1
2
,l

(
C l
k− 1

2
(l!)∂lx(Fk)ζ

k−l− 1
2γ + (−1)F̃k l(l − 1)!C l−1

k− 1
2

∂l−1
x D(Fk)ζ

k−l+ 1
2

) .

Il su�t pour conclure de remarquer que les coe�cients Cl intervenant dans la formule
(2.16) sont égaux à

Ck+ 1
2
,lC

l
k− 1

2
(l!)

et que les coe�cients El intervenant dans la formule (2.17) sont égaux à

(−1)l+
1
2Ck+ 1

2
,l+ 1

2
(l +

1

2
)(l − 1

2
)!C

l− 1
2

k− 1
2

.

Pour conclure, il su�t d'utiliser, comme dans la situation où k est entier, la formule
(4.28) qui donne les di�érences (αk − αk−l+ 1

2
).

4.7.2 Remarque 2

Nous pouvons traduire les expressions de l'opérateur N donné dans la proposition
2.5.7 en fonction de la divergence de contact et de la divergence tangentielle. D'une part,
si k est entier, nous avons

N1|Pkδ : Fkζ
k 7→ −(−1)F̃k

k

2
D(Fk)ζ

k−1γ + k(2λ+ k − 1)(∂xFk)ζ
k−1.
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En d'autres termes,

N1(Fkζ
k) =

1

2
γ(∂ζD)(Fkζ

k) + (2λ+ k − 1)(∂x∂ζ)(Fkζ
k).

Donc pour tout entier naturel k, l'opérateur N1|Pkδ s'écrit

N1|Pkδ =
1

2
γ∂ζD + (2λ+ k − 1)(∂x∂ζ). (4.29)

D'autre part, si k ∈ 1
2

+ N, alors

N2|Pkδ : Fkζ
k− 1

2γ 7→ (k− 1

2
)(k + 2λ− 1

2
)∂x(Fk)ζ

k− 3
2γ + (−1)F̃k

1

2
(2λ+ k− 1

2
)D(Fk)ζ

k− 1
2 .

En d'autres termes,

N2(Fkζ
k− 1

2γ) = (k + 2λ− 1

2
)(∂x∂ζ)(Fkζ

k− 1
2γ) +

1

2
(2λ+ k − 1

2
)D∂γ(Fkζ

k− 1
2 ).

Donc pour tout k ∈ 1
2

+ N, l'opérateur N2|Pkδ s'écrit

(k + 2λ− 1

2
)(∂x∂ζ) +

1

2
(2λ+ k − 1

2
)D∂γ. (4.30)

Nous rappelons que dans le cas général, l'opérateur qui sépare l'opérateur de Casimir
CD sur les opérateurs di�érentiels et l'opérateur de Casimir CΣ sur les symboles �ns
s'écrit pour tout entier naturel k (ici k désigne le degré canonique du symbole S) comme

NPD|Pkδ =
1

2
γD∂ζ +

(2λ+ k − 1)

2

(
2∂x∂ζ +D∂γ

)
. (4.31)

On peut alors comparer l'opérateur (4.31) et les opérateurs (4.29) et (4.30). En e�et,
pour tout entier naturel k, les opérateurs N1|Pkδ et NPD|Pkδ sont les mêmes : il su�t de
voir qu'ils sont égaux quand on les applique à un symbole S = Fkζ

k.
De même, pour tout demi-entier naturel k, les opérateurs N2|Pkδ et NPD|Pkδ sont égaux

quand on les applique à un symbole S = Fkζ
k− 1

2γ. Le degré d'Heisenberg d'un tel
symbole est égal à k tandis que son degré canonique est égal à k + 1

2
.
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