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Introduction générale

La notion de quantification apparait en de nombreux endroits dans la littérature et
peut prendre de nombreux sens tant en physique qu’en mathématique. Si on se référe
aux travaux initiaux sur ce sujet, il s’agit d’établir une association entre les observables
classiques et les observables quantiques pouvant décrire un systéme physique. Cette
association doit satisfaire de plus les conditions de Dirac. Les observables classiques sont
des fonctions des coordonnées de position (g;) et d’impulsion (p;) décrivant le systéme
classique, le plus souvent polynomiales en les impulsions. Les observables quantiques
sont quant a elles des opérateurs différentiels agissant sur des fonctions d’ondes.

Du point de vue mathématique, les coordonnées (g;, p;) d’un point dans l'espace des
phase de la mécanique hamiltonienne peuvent assimilées aux coordonnées canoniques
d’'un point appartenant au fibré cotangent 7*M d’une variété M décrivant 'espace
de configuration du systéme mécanique. Les observables classiques sur une variété M
peuvent donc étre considérées comme des fonctions sur 7% M polynomiales en les fibres.
Cet espace de fonctions est également appelé espace des symboles et est noté S. De
méme, les observables quantiques peuvent étre assimilées a des opérateurs différentiels
agissant entre espaces de densités de poids % sur la variété M, I'espace de tels opérateurs
étant noté D. Les exemples de quantifications telle que Dirac les a définies existent mais
elles ne se comportent pas bien lors de changements de coordonnées de position g;.
En des termes plus modernes, il n’existe pas de quantification qui échange I'action des
diffeomorphismes locaux sur les espaces de symboles et d’opérateurs différentiels.

Les auteurs C. Duval, P. Lecomte et V. Ovsienko ont introduit dans [I7, B8] la
notion de quantification équivariante. Quand un groupe de Lie G agit (localement) sur
une variété M, on peut relever son action sur les espaces de symboles et d’opérateurs
différentiels. On cherche alors une quantification (), qui soit une bijection de & dans D
et qui échange les actions de G sur ces deux espaces.

Du point de vue infinitésimal, I'action du groupe de Lie G permet de définir une sous-
algébre de Lie g de l'algébre de Lie Vect(M) des champs de vecteurs sur M, par le biais
des champs fondamentaux associés a 'action de G. Une quantification g-équivariante
est alors un isomorphisme de représentations de g entre les espaces de symboles et les
espaces d’opérateurs différentiels satisfaisant une condition de normalisation.

Les auteurs P. Lecomte et V. Ovsienko ont considéré dans [17] le groupe projectif
G = PGL(n + 1,R) agissant localement sur R"™ par transformations projectives. Au
niveau infinitésimal, cette action induit un isomorphisme entre ’algébre de Lie matricielle
sl(n + 1,R) et une sous-algébre de Lie de champs de vecteurs polynomiaux sur R". P.
Lecomte et V. Ovsienko ont étudié la quantification entre I'espace des symboles S(R™)
et les espaces D, (R") des opérateurs différentiels agissant entre espaces de densités de



poids A.

Les auteurs C. Duval, P. Lecomte et V. Ovsienko ont considéré ensuite dans [38]
la sous-algebre de Lie maximale so(p + 1,¢ + 1,R) de I"algébre de Lie des champs de
vecteurs polynomiaux sur RPT2. Ils ont étudié le probléme de la quantification so(p +
1, ¢+ 1,R)-équivariante dans le cas ou I'espace filtré des opérateurs différentiels D), est
constitué d’opérateurs différentiels agissant entre A-densités et u-densités et ou 'espace
des symboles est 'espace gradué associé S,_.

Ces travaux initiaux ont été généralisés dans de nombreuses directions ces derniéres
anneées :

— La quantification équivariante a été considérée pour une famille de sous-algébres de
champs de vecteurs a coefficients polynomiaux au dessus d’espaces vectoriels. Dans
tous ces cas, le résultat générique est l'existence d'une quantification équivariante
unique pour autant que le paramétre 6 = u — A ne soit pas dans un ensemble de
valeurs dites critiques.

— Cette construction s’est révélée utile pour 'étude d’espaces d’opérateurs différen-
tiels agissant sur des objets plus généraux que les densités. Dans tous les cas, on
a considéré, au dessus d’un espace vectoriel, un espace d’opérateurs différentiels,
filtré par 'ordre naturel des opérateurs différentiels, et 'espace gradué associé a
cette filtration, qui s’identifie & un espace de tenseurs. On se pose alors la question
de l'existence d’une bijection, échangeant les actions naturelles d’une algébre de
Lie des champs de vecteurs sur les espaces considérés et qui satisfait une condition
de normalisation.

— Citons encore le cadre plus général des quantifications naturelles et invariantes, ot
I’on considére des quantifications au sens précédent, mais définies sur des variétés
en général et dépendant en plus d’une structure géométrique définie sur la var-
iété. Ces types de quantifications ont été étudiées notamment par P.Mathonet et
F.Radoux par exemple dans |26} 24] 27, 25]. Nous référons a ces travaux en parlant
du cas courbe.

A ce stade, toutes ces constructions avaient cependant trait a la géométrie classique.
On pouvait se poser naturellement la question de leur extension a la supergéométrie.
Dans ce contexte, la quantification conformément invariante des fibrés supercotangents
a alors été considérée par Jean-Philippe Michel dans [31] et la quantification projective-
ment équivariante sur le superespace RPI7 a été étudiée par P. Mathonet et F. Radoux
dans [28§].

Ils ont considéré la sous-superalgébre de Lie g de Vect(IRPI7), définie par analogie a
Palgébre projective de la géométrie classique. Ils ont démontré 'existence d’une quan-



tification g-équivariante sur RP17, ¢’est & dire une application linéaire
Q : Ss(RPI9) — Dy, (RPI) (1)

telle que pour tout X € g, on a LxoQ) = QoL x et qui vérifie la condition de normalisation
habituelle.

La quantification projectivement équivariante a finalement été étudiée dans le cadre
de la supergéométrie et dans le cas courbe par J. George dans [32] et par T. Leuther et
F. Radoux dans [23].

Un autre type de quantification équivariante a été étudiée sur le supercercle par H.
Gargoubi, N. Mellouli et V. Ovsienko dans [10] et [1I]. L’algébre définissant 1'équiv-
ariance dans la cas du supercercle S'I' correspond a la superalgébre orthosymplectique
spo(2[1), et provient de l'existence sur le supercercle de deux structures géométriques,
4 savoir une structure projective et une structure de contact. Dans Darticle [10], ainsi
que dans la thése [I1], Pexistence d’une quantification équivariante dans ce cadre a été
démontrée et des formules explicites pour la quantification ont pu étre dégagées grace
a un calcul direct. La généralisation au supercercle S'? a également été étudiée par N.
Mellouli dans [30]. L’algébre d’équivariance est encore une superalgébre orthosymplec-
tique spo(2|2). Le calcul direct n’a cependant pas suffi pour mener & bien le théoréme
d’existence en toute généralité et les résultats sont limités dans [30] aux symboles de
degré 2 au plus.

L’originalité de ces travaux provient de l'algébre d’équivariance utilisée, mais égale-
ment du fait que la filtration des opérateurs différentiels et 'espace gradué qui en résulte
ne sont pas définis par 'ordre naturel des opérateurs différentiels, mais par un ordre lié
a la structure de contact.

Pour ce qui nous concerne, nous avons abordé dans le méme sens d’extension de la
quantification équivariante dans le contexte de la supergéométrie de contact. Nous avons
étudié quelques questions laissées ouvertes dans ces travaux. En premier lieu, nous avons
commencé & établir les résultats connus sur S'! et qu’on peut trouver dans [10] et dans
la thése de Najla Mellouli [I1]. Nous avons en fait traité le probléme en utilisant une
méthode différente de celle utilisée dans [10] : la méthode des opérateurs de Casimir.

Nous avons ensuite étendu & tout ordre les résultats de la quantification spo(2]2)-
équivariante sur S'1? qui, jusqu’alors, étaient connus jusqu’a ordre deux dans [30]. On
peut trouver par ailleurs les résultats de cette extension dans [29].

Nous avons ensuite généralisé en dimension quelconque les résultats obtenus sur S
et SU2. En effet, nous avons considéré la supervarié¢té de contact R#+1" munie de sa



structure de contact standard. Les quantifications que nous avons construites échangent
les actions des superalgébres de Lie des champs de vecteurs projectifs de contact, notées
spo(2l + 2|n). La superalgébre de Lie spo(2[ + 2|n) est I'intersection de la superalgebre
de Lie des champs de vecteurs de contact sur R¥*1" et de la superalgébre de Lie pro-
jective pgl(2] 4 2|n). Grace a la structure de contact standard considérée sur RZ+11" les
espaces d’opérateurs différentiels DAM(RQI“'") sont munis d’une filtration plus fine que
la filtration canonique. Les espaces des symboles fins Pg(RQlH‘”) sont quant a eux les
espaces gradués associés a cette filtration fine. Notre méthode s’inspire des techniques
utilisées, dans le cas purement pair, par Charles H. Conley et Valentin Ovsienko dans [5].
Quand la superdimension est différente de —1, nous pouvons utiliser la quantification
pgl(p + 1|g)-équivariante construite par P. Mathonet et F. Radoux. En supergéométrie
de contact, on peut définir une notion de densité de poids contact. L’espace des densités
de poids contact F) constitue une représentation de I'algébre des champs de vecteurs de
contact K (21 + 1|n).

Le cas de S'2 est un cas spécial qui a été traité explicitement & part parce que la
généralisation que nous avons donnée dans cette theése n’est valable qu’en superdimen-
sion différente de —1. En particulier, tous les champs de vecteurs de contact considérés
sur S'? sont de divergence nuls. Quand la superdimension est égale a —1 la quantifi-
cation pgl(p—+ 1|¢)-équivariante n’induit pas une quantification spo(p+ 1|q)-équivariante.

Nous avons utilisé deux formalismes : d’une part, nous avons utilisé la méthode des
opérateurs de Casimir pour traiter, I'existence et 1'unicité de la quantification équiv-
ariante sur S'' et sur SU? et d’autre part, pour traiter 'unicité de la quantification
spo (2] + 2|n)-équivariante sur R+,

1. Le premier formalisme utilisé pour étudier les quantifications équivariantes sur S'I*
et sur S'2 g’inspire de celle de N.Mellouli, H. Gargoubi et V.Ovsienko dans [I0] et
de N. Mellouli dans [30] ou nous considérons les identifications suivantes :

e Sur S les espaces S¥(SU') des symboles de degré k sont identifiables en tant
qu’espaces vectoriels aux espaces Fg (S') des densités de poids &'. Si ¢’ = § —k,
on a toujours un isomorphisme entre S¥(S'1') et Fz (S en tant que modules

sur la superalgébre de Lie spo(2|1) des champs de vecteurs projectifs de contact
sur S,

e Les espaces S§(51|2) des symboles de degré k sont isomorphes en tant que
représentations de spo(2|2) aux espaces Fg (S'?) x Fy (S*?) munis d’une struc-
ture de module sur spo(2]2). Plus précisément, si & € N, on a la structure de



module canonique sur Fs_;, X Fs_p tandis que si k € % + N, cette structure de
module n’est pas canonique.

2. Ce premier formalisme devient plus compliqué quand on traite le probléme sur le
supercercle S'" si n > 2 et nous avons changé de formalisme pour traiter tous
les cas. En effet, le deuxiéme formalisme s’inspire des techniques utilisées, dans
le cas purement pair, par Charles H. Conley et Valentin Ovsienko dans [5]. Nous
avons considéré les symboles représentés par des polynomes et les dérivées de Lie
représentées par des opérateurs différentiels.

Notre thése est répartie en quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré aux
définitions et notions fondamentales indispensables a la présentation du travail. Il s’agit
en premier lieu des notions du calcul différentiel sur les supervariétés, les notions de
structure de contact sur les supervariétés, les notions de densités, espaces des opérateurs
différentiels et espaces des symboles sur les supervariétés. Nous avons aussi réalisé ma-
triciellement la superalgébre de Lie spo(2[ + 2|n) et nous avons enfin présenté les outils
nécessaires pour étudier les quantifications équivariantes.

Dans les chapitres deux et trois, nous avons construit, par la méthode des opérateurs
de Casimir utilisée dans [28] par P. Mathonet et F. Radoux, la quantification spo(2|1)-
équivariante sur le supercercle S'' et la quantification spo(2(2)-équivariante sur le su-
percercle S'? pour les symboles d’ordre arbitraire k € %N. Nous avons en plus donné
les formules explicites de ces quantifications équivariantes. Pour mener les calculs nous
avons utilisé le formalisme 1.

Dans le chapitre quatre, nous avons généralisé les résultats obtenus sur S'' et sur
S'2. Pour généraliser, en dimension quelconque, le probléme de quantification équiv-
ariante étudié sur les supercercles S et S*?, nous avons considéré 'action de la sous-
superalgébre de Lie spo(2[ 4 2|n) des champs de vecteurs de contact X, sur RZ+1" dont
les superfonctions f associées sont polynomiales de degré au plus égal deux en les vari-
ables Z,Lqy Yy (9@

Quand 2] + 2 # n, Pexistence de la quantification spo(2l 4+ 2|n)-équivariante peut-étre
prouvée en se servant de la quantification s[(2[ + 2|n)-équivariante construite par P.
Mathonet et F. Radoux dans [28]. En effet, quand 204 2 # n, cette quantification équiv-
ariante induit une quantification spo(2l + 2|n)-équivariante entre S5 et D, et la preuve
de lexistence d’une quantification spo(2l+2|n)-équivariante se réduit alors a la recherche
d’une application spo(2l 4+ 2|n)-équivariante entre Ps et S;. Nous considérons ’espace
Ss(REFL™) (resp. Ps(REF™)) des symboles associés a U'espace Dy, (RZF1™) des opéra-
teurs différentiels muni de la filtration canonique(resp. muni de la filtration d’Heisen-
berg). Nous avons considéré ensuite I’espace Elg’d(Rm“'”) des symboles fins associés



a l'espace Dl/\c’j(Rm“'") des opérateurs différentiels muni d’une bifiltration induite par
la filtration canonique et la filtration d’Heisenberg. L’espace des symboles Ps(R+1m)
s’écrit comme somme directe des espaces des symboles fins Elg’d(Rzl“'”) de la maniére
suivante

2d
7)5<R21+1|n) — @ @ Elg,d<R2l+l\n).

deiNk=[d]

Nous avons donné la formule explicite de cette quantification spo(2/ + 2|n)-équivariante
et la preuve de I'unicité de cette quantification spo(2l + 2|n)-équivariante est faite a
I’aide d’opérateurs de Casimir. Pour mener les calculs, nous avons utilisé le formalisme
2.



Chapitre 1

Notions de base

Dans ce chapitre, nous fixons les définitions et propriétés nécessaires de la théorie
générale pour I'ensemble de notre travail. Nous commencons par un rappel de la déf-
inition des supervariétés en termes de faisceaux de superalgébres associatives et nous
rappelons dans ce cadre général les définitions des champs de vecteurs. Pour ne pas
alourdir I’exposé et puisque nous sommes intéressés par des considérations locales, nous
nous plagons dans le cadre d'un superdomaine et nous définissons les notions de den-
sités, d’opérateurs différentiels, de symboles et de structure de contact sur une super-
variété. Notre objectif n’est pas de décrire explicitement ces notions mais plutot de
donner des définitions sous forme de rappels. Nous nous appuyons sur les références
(14, [T, 19, 20], 211 40, B3| B4, B5]. Nous rappelons aussi la définition des superalgébres
spo(20+2|n). Enfin, nous posons en général le probléme de la quantification équivariante
et nous rappelons les outils qui ont permis d’étudier ce probléme dans d’autres contextes.

1.1 Notion de superalgébre

Tout au long de notre travail nous noterons {0, 1} = Z/27 = Z,. Le préfixe "super"
signifiera un objet gradué sur Z,. Nous ne considérerons que des espaces vectoriels sur
le corps des réels.

1.1.1 Superespace vectoriel

Définition 1.1.1. On appelle superespace vectoriel V' tout espace vectoriel muni d’une
Zo-graduation et on le note V =V, @ Vi. Les éléments de Viy sont les éléments pairs et
ceux de Vi sont les éléments impairs. On appelle homogene tout élément de Vo ou de V.



Chapitre 1. Notions de base 9

Si a est homogéne, on note |a| ou a la parité de a définie par
Vi ={z eV :|z| =k},
pour k € {0,1}.

Si la dimension de V; est p et celle de V; est égale a ¢ alors la dimension du superespace
vectoriel est notée plq.

Exemple 1.1.2. Soit RP™ [’espace vectoriel de dimension p + q. Si on considére une
base canonique e; de RPT1 telle que e; soit défini pair(resp. défini impair) pour 1 <i <p
(resp. p+1 <i < p+q) alors tout élément de v € RPTI peut s’écrire comme suit

P p+aq
v = g eV + E e; v
i=1 i=p+1

Nous obtenons un superespace vectoriel de dimension p|q noté RPI2,

Définition 1.1.3. Soient V' et W deux superespaces sur un corps K. Une application
linéaire ¢ : 'V — W définie sur V a valeurs dans W est dite homogéne de degré v ou
v € Zy si p(Va) C Wagry. On note Hom(V, W), Uensemble des applications de degré 0
et Hom(V, W), ensemble des applications de degré 1.

On a exactement
Hom(V, W) = Hom(V, W), @ Hom(V, W);.
Il suffit de comprendre que
Hom(V,W)o = {p:V = W :p(Vy) C Wy, (Vi) C Wi}

et
Hom(V, W) ={¢:V = W :9(Vy) C Wi, ¢(Vi)C Wy}

et que chaque application linéaire ¢ se décompose de maniére unique en
® = Poo + Yo1 + P10 T P11

ol ¢y, applique Vi sur W, pour tous k,[. La partie paire de ¢ est g + 11 tandis que
la partie impaire est g + @10-
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Exemple 1.1.4. Soit R le superespace vectoriel de dimension plq. Si nous considérons
sa base canonique alors Uensemble des endomorphismes de RP!9

End(RPI7) = End(RP), @ End(R?7),

C D

et D sont respectivement des matrices p X p, p X q, q X p etq X q. Les parties paires

L . ; i ; A 0 ; 0 B
et impaires sont respectivement (- o | et { o )

B) ,ou A, B,C

peut étre représenté par des matrices en blocs de la forme suivante (

1.1.2 Superalgébre

Définition 1.1.5. On appelle superalgébre tout superespace vectoriel A = Ag® A, muni
d’une application bilinéaire telle que pour tous a € A, et b € Ag avec o, 5 € {0,1}, on
aabe Ayyp.

Les notions suivantes sont particuliérement importantes.

(1) La notion d’associativité est définie comme dans le cas classique. Par exemple le
superespace vectoriel End(R?19) muni de la composition de ses éléments est une
superalgéebre associative.

(77) Les superalgébres de Lie constituent des cas particuliers des superalgebres. Le
crochet est alors une application [—, —] qui satisfait les propriétés suivantes :
— lantisymétrie graduée, i.e : [X,Y] = —(=1)*Y[Y, X],
— l'identité de Jacobi graduée, i.e :
(DX, Y. 20+ (1) Y 2, X)) + (D7 (2,10 V)

Par exemple, la superalgébre associative End(RP!?) munie du supercommutateur
est une superalgebre de Lie notée

al(plg) = gl(plg)o @ gl(plg):-

(7i7) Une superalgébre A associative est dite supercommutative si pour tous éléments
homogénes a et b dans A

ab = (—1)5‘5ba.
Donc dans une superalgébre associative supercommutative A, les éléments impairs
anticommutent et sont nilpotents. C’est-a-dire ab = —ba et a®> = 0 pour tous

éléments impairs a et b.



Chapitre 1. Notions de base 11

Exemple 1.1.6. Soit V un espace vectoriel de dimension finie. On note que
I’ensemble des tenseurs antisymétriques sur V' définit une superalgébre associa-
tiwe supercommutative. En effet, si on note N\P(V') lespace des p-tenseurs anti-
symétriques, on a la décomposition suivante

dimV

AV = AP (V) = (AV)o @ (AV)

ot (AV)g est le sous-espace des p-tenseurs antisymétriques avec p pair et (AV);
est le sous-espace des p-tenseurs antisymétriques avec p impair. On peut voir que
si on considére une base (e1,--- ,e,) de V alors les éléments de AV prennent la

forme suivante
q

Z Z Tilmipeil VANCIVAN eip,

p=0 i1 <<ip
ot T % sont des nombres.

Siu est de degré p et v de degré q alors u ANv est un (p+ q)-tenseur antisymétrique
et on a la relation suivante

vAu=(=1)"MuAwv.

1.1.3 Stucture de A-modules

Définition 1.1.7. Soit A = Ay & A, une superalgébre. On appelle A-module & gauche
un module M = My @ My sur A, tel que pour tout élément homogéne a € A, et pour
tout m € Mg on a

e~

am € My, o, E€Zy, et (am)=a-+m.

A toute structure de A-module & gauche, on peut associer une structure de A-module
a droite par la formule suivante :

m.a = (—=1)""a.m.
Définition 1.1.8. Si E et F' sont des A-modules, on appelle homomorphisme entre E et
F un élément de l’espace Hom(E, F)q, qui échange les actions de A sur les deuz espaces.

Définition 1.1.9. Soit M un A-module. On dit que M est libre de rang p|q s’il existe
une base de M sur A constituée d’éléments homogénes et qui ait p éléments pairs et q
éléments impairs.
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1.2 Notion de préfaisceau et faisceau sur un espace
topologique

Si (X, T) est un espace topologique alors nous notons Ouv(X) la catégorie de 'ensem-
ble des ouverts sur X. Les objets de cette catégorie sont les éléments de 7T et les mor-
phismes sont des inclusions, c¢’est-a-dire

(# sinon

Hom(U,V) = { {e} si UCV

Ici "e” désigne l'inclusion de U dans V.

Définition 1.2.1. Soit C une catégorie d’ensembles et (X, T ) un espace topologique. On
appelle préfaisceau sur (X, T) a valeurs dans C, un foncteur contravariant de la catégorie

Ouwv(X) dans C.

En d’autres termes, un préfaisceau est la donnée d’une application
O:T—=C:Uw~ O()
telle que pour tout U,V € T vérifiant U C V, il existe une application de restriction
oy O(V) = O(U)

vérifiant les conditions suivantes :
~ pl = phpt¥ siU CV C W pour tous U,V,W € T.

— pb est lidentité sur O(U) quel que soit U € T.
En effet, dans la catégorie Ouv(X), on a Hom(U,V') = {e} si et seulement si U C V.

On a alors
oy = O(e) € Hom(O(V), O(U)).

Les conditions sur les applications de restrictions py; découlent de la définition des fonc-
teurs contravariants. Les éléments de O(U) sont appelés sections locales de O au dessus
de U tandis que ceux de O(X) sont appelés sections globales.

Exemple 1.2.2. 1. L’ensemble des fonctions continues sur un espace topologique M
définit de facon naturelle un préfaisceau Cy; sur M. Les éléments des ensembles
Ca(U) sont des fonctions continues de U dans R. Les homomorphismes de restric-
tions sont les restrictions naturelles des fonctions.
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2. Sur R™, la donnée sur tout ouvert U de ’algébre des fonctions de classe C'*° sur
U définit un préfaisceau sur R™. Les applications de restrictions sont précisement
les restrictions au sens usuel.

Si on note O; et Oy deux préfaisceaux sur (X,7) & valeurs dans une catégorie C
alors on définit un morphisme de préfaisceaux O; et Oy comme la donnée pour tout
U € Ouv(X) d’un morphisme de foncteurs contravariants

O(U) : O1(U) = O4(U)
tel que pour tout U C V, le diagramme suivant soit commutatif

0,(V) L 0y(v) .

pEL LPE
(

O, (U) o) O, (U)
Définition 1.2.3. Soient (X,T) un espace topologique et O un préfaisceau sur (X, T)
a valeurs dans C. On dit que O est un faisceau sur (X, T) & valeurs dans C lorsque les
conditions sutvantes sont vérifiées :
A.1 Soient (U;);er une famille d’ouverts dans (X, T), U la réunion des ouverts U; et
S1,S2 € O(U). Si les restrictions de Sy et Sy G chaque U; sont égales, alors on a

Sl = SQ (UTLZCZté)

A.2 Soient (U;)ier une famille d’ouwverts dans (X,T), de réunion U et supposons
données des sections S; € O(U;) de telle sorte que, quels que soient i,5 € I on a

Silv,nu; = Siluinu;,

alors il existe une section S de O(U) telle que S|y, = S; pour touti € I.(Recollement)

Les morphismes des faisceaux sont définis exactement comme pour les préfaisceaux.
Si on a un faisceau O sur un espace topologique (X, 7), on peut le restreindre sur

un ouvert de ce dernier. Ainsi on prend un ouvert U C X et on le considére comme un
espace topologique muni de la topologie induite par celle de X.

Définition 1.2.4. On appelle une restriction de O a U le faisceau obtenu en posant,
pour un ouvert V. de X, la condition suivante

Olp(V) == OUNV).
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1.2.1 Faisceau de R-superalgébres de superfonctions sur R?l4

Nous décrivons le faisceau particulier sur RPI9 permettant de définir la notion de
superdomaine.

Définition 1.2.5. On appelle superalgébre des superfonctions sur RPI et on note C>(RPI)
la R-superalgébre associative commutative C*(RP) @ A(R?) . En coordonnées (x;,0;) =
(@1, .oy Tp, 01, ..., 0y), une superfonction sur RPl9 s’écrit

fla,0)= > fi(x)6;

0<|I|<q
= fo(z) + fi(x)01 + ... + fo(2)0g + fr2(2)0102 + ...
+ f1,,,q(x)91...9q

0U fo, f1s s fgs f12y oy J1..q € C(RP) et o (x;) est un systéme de coordonnées sur
R? et (6;),i € {1,...,q} une base de A(RY), i.e : 02 = 0,0,0;, = —06,0;.

Nous pouvons expliciter cette définition comme suit. C’est une R-superalgébre com-
mutative des superfonctions polynomiales en 6; & coefficients dans la R-algébre C*°(RP)
des fonctions C* sur R?. On la note également

O (RPI) .= C*(RP)[0y, 65, ..., 0]
ou les variables 0y, ..., 0, anticommutent. De méme si U C R? est un ouvert de R?, on
définit
C*U) = C>(U)[b1, 0, ...,0,].

On note encore cette superalgébre C°?I4(U)).
Vu I'expression d’une superfonction f en coordonnées, on peut encore la décomposer,
avec des notations un peu différentes, comme suit

f=> @b+ D> fi(x)b,
7| pair |7]impair

ou
I=(i1,... i) €Z§, 0 =01 ... 00 |I| =iy + ...+,

Alors on peut écrire que

C®(U) = C®(U)o ® C(U);.

Nous donnons la définition standard d’une application de restriction comme suit :
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Définition 1.2.6. Soit M est une variété différentielle et U,V des ouverts dans M tel
que V. C U. Une application de restriction naturelle de f sur V et on note p%. est définie
par

py s CoU) = C=(V) : frs f

avec f'(z) = f(x), z € V.
Il est clair que la restriction de f & V est un élément de C*°(V). L’application suivante

Py C°(U) — C=(V) qui a un élément f € C™°(U) associe sa restriction sur V est un
homomorphisme de superalgébres ; c’est-a-dire

pr(af +bg) = apy(f) +bov(9).  Av(fg) = pv(f)-pr(9)
pour a et b des nombres réels.

Proposition 1.2.7. L’application U — C°Pl4(U) qui & tout ouvert U de RP associe la
R-superalgébre associative commutative unitaire C>°(U) est un faisceau. Les applications
de restriction pY;, pour U C V C M sont définies de maniére naturelle. Nous noterons
par CPl4 ce faisceau.

Nous définissons la notion de germes sur un faisceau quelconque O sur un espace
topologique X.

D’une maniére générale, on considére une famille (A;);c; d’ensembles, indicée par un
ensemble ordonné I et muni d’une famille d’applications f} : A; — A; pour tout i < j
vérifiant les conditions de compatibilité suivantes :

1. pour tout i € I, f! est I'identité sur A;,
2. pour tous i < j < k, fF = ff ofij.

Le triplet (I,Ai,fij) est appelé systéme inductif d’ensembles. On définit une relation
d’équivalence R par

{z/Ra; ssi Ik > i, jtel que ff(x;) = fF(x;)}.

Définition 1.2.8. Ces conditions étant satisfaites, on appelle limite inductive et on note
A= hﬂAi le quotient de 'union disjointe des ensembles A; par la relation d’équivalence

R.

On en déduit des applications naturelles ¢; : A; — A, envoyant chaque élément sur
sa classe d’équivalence. Dans le cas des faisceaux, on peut noter le lemme suivant :
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Lemme 1.2.9. Soit O un faisceau sur un espace topologique (X, T). Si la famille (U;);er
d’ouverts contenant x est ordonné par Uinclusion, alors le triplet (I, O(Ui),pg;) est un

systeme inductif pour les applications de restriction pg; avec (U; < U; si U; D Uj).
On peut donc définir la notion de germes comme suit :

Définition 1.2.10. Etant donné un faisceau O sur un espace topologique (X,T) et
z € X, on note O, ou Ox, et on appelle ensemble des germes en x ou fibre en z la
limite inductive lig(’)(Ui) défini par le lemme précédent.

zeU;

1.3 Notion de superdomaine

La notion de superdomaine est le modéle local d’'un superespace localement an-
nelé, c¢’est pourquoi nous commencons par définir la notion de superespace annélé d’'une
maniére générale.

Définition 1.3.1. On appelle superespace annelé, la donnée d’un couple (X,Ox), X
étant un espace topologique tel que Ox est un faisceau de R-superalgébres associatives
commutatives unitaires. Toutes les applications de restriction préservent la graduation
sur Zs.

En particulier, si on considére X = RP, le couple (RP, C°?I%) est un superespace
annelé. Celui-ci constitue notre exemple fondamental de supervariété.

Pour définir la notion de supervariété, on a besoin de définir la notion de superespace
localement annelé. La notion d’algébre locale est indispensable dans ce contexte.

Définition 1.3.2. Une R-superalgébre commutative est dite locale si elle posséde un
unique idéal gradué maximal.

Définition 1.3.3. Un superespace annelé (X, Ox) est appelé localement annelé si Ox
est un faisceau de R-superalgebres commutatives dont les fibres Ox , en tout point x € X
sont des R-superalgébres commutatives locales.

Un exemple important de superespace localement annelé est donné par un superdo-
maine UP!? ol p, ¢ sont des entiers naturels. Nous commencons par donner sa définition.

Définition 1.3.4. On appelle superdomaine un superespace localement annelé de la
forme (U, CP4|;), avec U est un ouvert de RP. On note U ou UP'? un tel superdo-
maine.
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On notera parfois simplement C*(U) la superalgébre CPl4(U)).
Les morphismes de superdomaines sont des cas particuliers de morphismes de su-
perespaces annelés, eux mémes cas particuliers de morphismes de faisceaux.

Définition 1.3.5. Un morphisme ® : U; — Uy entre deux superdomaines est un couple
(p, %) ot ¢ : U — Us est une application C entre les ouverts Uy et Uy et p* une
collection d’applications {¢}, -V C U} telles que :

1. pour tout ouvert V., on a
Py COMINV) — Ol (o7 (V)
est un homomorphisme de superalgébres associatives commutatives avec unité,
2. les homomorphismes 3, sont compatibles avec les applications de restrictions

Dans des coordonnées locales (x!,... 2™ &Y . .. &%) et (y', ..., yP,nt, ..., n%) sur les
superdomaines U; et Us définis au-dessus des ouverts respectifs U; et U, puisque les
morphismes respectent la parité, on a

" (y’) € C®(Ur)oet ™ (1) € C®(U)1,
c’est & dire

P =)+ Y Y el (@) g

2r<n 11 <...<i2p

w*(nj) - Z Z (pgl---jw-»-l(x)fil t 'Si%H‘

2r4+1<n j1<...<jor+1

et

En fait, on peut montrer qu’un morphisme est complétement déterminé par ces formules.

Nous introduisons la notion de morphismes de superespaces localement annelés

Définition 1.3.6. Si (M,Ou) et (N,On) sont des superespaces localement annelés,
alors le couple (1, 1*) est appelé morphisme de superespaces localement annelés si tous
les 17 sont des morphismes locaus, i.e : V) (Myy)) C mg pour tout point x € M.

1.4 Supervariétés

Nous avons maintenant les éléments nécessaires pour définir une supervariété.
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Définition 1.4.1. Soit My un espace de Hausdorff a base dénombrable. On appelle
supervariété et on note M = (My, Oyr) un superespace localement annelé tel que pour
tout point u € M, il existe un voisinage ouvert U > u tel que Oy (U) soit localement
1somorphe a un superdomaine

En d’autres termes, une supervariété est un superespace localement annelé localement
isomorphe a (U’, C°Pla|;;,), ot U’ est un ouvert de RP. Si U C M, vérifie

Ou(U) 22 CP) (V)
alors le couple (U, Oy (U)) s’appelle carte locale de M.

Remarque 1.4.2. Pour une supervariété M = (My, Oyr) quelconque, Uespace My a une
structure de variété différentiable et est appelée variété sous-jacente de M.

Les morphismes entre les supervariétés sont évidemment les morphismes entre les
superespaces localement annelés correspondants définis par la définition [I.3.6]

Exemple 1.4.3. Le superespace R muni de son faisceau C®°P1 est une supervariété
de dimension p|q.

1.5 Faisceau supertangent et champs de vecteurs sur
RPla

Nous considérons le faisceau de R-superalgébres associatives de superfonctions Oy, =
CooPld sur RPI9, Dans toute la suite nous noterons M la supervariété (RP, C°Pl4).

1.5.1 Superdérivations

Définition 1.5.1. On appelle superdérivation homogéne de degré v de Oy (U), U C My,
une application R-linéaire D € End, Oy (U) de degré v, qui vérifie la relation de Leibniz
sutvante

D(st) = (Ds)t + (—1)°s(Dt), Vs € Op(U)a, t € Op(U).

Nous notons Der., (O )(U) Uensemble de toutes les superdérivations de Oy (U) de parité
7.
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Il est clair que Der,(Oyr)(U) est un espace vectoriel pour v =0 et v = 1. On pose
DG’I“(OM)(U) = DeTo(O]V[)(U) S¥) Derl(OM)(U)

I'ensemble de toutes les superdérivations de Oy (U).
Si nous considérons un systéme de coordonnées (z,0) = (xy,--- ,xp, 01, -+ ,0,) sur un
ouvert U € M, nous avons les définitions suivantes.

Définition 1.5.2. Pour tout 7 < p, on définit [’application linéaire
Oz, - O (U) — On(U)
sur un mondme quelconque par
Oy (F@) (0 ... (0)) = (Do, [ (@) (B ... (0,
De méme on définit pour tout j < q lapplication linéarre
0o, : O (U) — On(U)
par
00, (F(@)(01)" .- (0)70) = vy (=) =451 F(@)(01) .. (0,57 .. (6.
On a alors les propriétés suivantes :

Proposition 1.5.3. Les applications 0., sont des superdérivations de degré 0 de O (U),
tandis que les applications Oy, sont des superdérivations de degré 1 de Oy (U).

Démonstration. C’est une simple vérification. On voit en effet directement que les pre-
miéres applications linéaires proposées sont de degré 0 (elles ne changent pas le degré
des monomes) et les secondes de degré 1 (elles diminuent le degré du monome d’une
unité). De plus, elles sont des superdérivations, c’est-a-dire que si f et g sont homogénes
dans Oy (U), on a

(9f dg

(fg) 9+ 55

et 8f 9
1\ el9
aw(fg) 209t (FD 5,

Par linéarité des applications concernées, il suffit de se limiter au cas ou f et g sont
des monomes. La preuve devient élémentaire si on remarque que pour un monome g
quelconque, on a

0 dg
8$J (ekg) ek‘a J
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et
0 _ <k dg
a0, (Org) = d;g Gk—aej.

1.5.2 Champs de vecteurs sur M

Rappelons maintenant la définitions des champs de vecteurs sur une supervariété.
Nous serons plus particulierement intéressés par la structure de superalgébre de Lie des
champs de vecteurs et par leur expression locale.

Définition 1.5.4. Soit U un ouvert de My. L’application U — TU := Der(Oy)(U)
définit un faisceau sur My, noté Der(Oy) et appelé faisceau supertangent de M. Les
sections de Der(On)(U) sont appelées des champs de vecteurs sur M = (Mo, Op).
L’espace de toutes les sections globales Der(Oyr)(M) est noté Vect(M).

L’espace Vect(M) est muni d’une structure de superalgébre de Lie.

Définition 1.5.5. On appelle superalgébre de Lie des champs de vecteurs sur M [’ensem-
ble des sections Vect(M) muni du supercommutateur suivant

(D1, Dy] := Dy 0 Dy — (=1)"’Dy 0 Dy,
pour tous Dy € Dero(Op)(U) et Dy € Derg(Op)(U) tels que o, 5 € {0,1}.
L’espace T'M est un Oy~ module & gauche : En effet, on a
(fD)(9) = f(D(g)) ot f,g€Ou,DeTU.
On peut voir que
[Dy, fDs] = Dy(f)Ds + (~1)/P1 f[Dy, Ds]  Vf € On(U), Dy, Dy € TU.
Les champs de vecteurs sur la supervariété M admettent la description suivante.

Proposition 1.5.6. Si (z,0) est un systéme de coordonnées sur U C My, alors un
champ de vecteurs X sur M = (Mo, Op) s'écrit de la maniére suivante :

p a q a
_ i I~ 1.1
X ;XaxiJerY 56, (1.1)

ot X' = X(zy,...,2p,01,...,0,) et YI = YIi(xq,...,2p,01,...,0,) appartiennent a
O (U).
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On peut aussi I’écrire sous forme condensée comme suit

p+q a
i

ol z; =x; pouri € {1,....,ptet z,=0,_,pouriec{p+1,....,p+q}.

1.6 1-Formes différentielles sur M

Nous commencons par définir sur la supervariété M = (M, Oyy) le Op-module noté
QM.

Deéfinition 1.6.1. On appelle faisceau supercotangent sur M le dual du faisceau super-
tangent, c’est-a-dire le faisceau de Opr-modules suivant

T*M := Homop,, (M, Op).

Les sections de T*M sont appelées formes différentielles d’ordre un ou 1-forme différen-
tielles. L’ensemble des sections globales du faisceau T*M est noté QM.

Remarque 1.6.2. Soit B = (9,,,0,) une base de Vect(M). La base B' = (dz*,df") de
QM telle que

(Oxj,dasi) = 5;, <8xj,d9i) =0 et (0Op;,db;) = —(5;,
est la base duale de B ou la notation (.,.) désigne le produit de dualité.

En coordonnées = = (z;,0;) sur un ouvert U , une 1-forme « s’écrit
i=1 i=1

avec f;, g; des éléments de Oy (U). Nous considérons tout au long de notre travail la
convention suivante sur les parités

—~ —~ ~ —~ —_—~

7 K3

De méme, rappelons que les coefficients f; et g; peuvent au besoin étre indiqués a gauche
en faisant appel a la convention de signes habituelle en supergéométrie.
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Dans le méme ordre d’idée, on peut définir, avec la convention habituelle, I’évaluation
d’une 1-forme sur un champ de vecteurs, ou le produit intérieur d’un champ dans une
1-forme par les formules suivantes :

a(X) = (=1)¥%X,a), et i(X)a= (X, a)

’ P 2Lz L 20 : B p+q Z J— . .
En toute généralité et de maniére explicite, si X = > 7/ X'0,, et o = > "' a;dz;, on
a, via la régle des signes :

p+q ) p+q p+q 4 L p+q L. '
(X,a) = O X0.,) ajdz) =Y X'aj(=1)%(0,,,dz) = Y (1)@ X’q,.
i=1 j=1 i,j=1 i=1

(1.2)
Enfin, on peut bien str généraliser les définitions des formes différentielles en général. On
a aussi une version de la différentielle de de Rham adaptée au cadre de la supergéométrie
et cela permet d’introduire la dérivée de Lie des formes différentielles. Ces opérateurs
ont des propriétés analogues a celles qui sont bien connues dans le cadre de la géométrie
classique. Nous n’en aurons cependant pas besoin dans notre travail.

1.7 Structure de contact sur M

Nous considérons dans notre travail la structure de contact standard sur M = R+,
Le lecteur intéressé par la géométrie de contact sur une supervariété quelconque de di-
mension m|n pourrait consulter la référence [43].

Définition 1.7.1. La structure de contact standard sur M est définie par le noyau de la
1— forme différentielle o sur M définie dans un systéme de coordonnées (de Darbouzx)
(waiayiaej)v izlv"'7letj:17"'vnpar

l n
o =dz+ Y (widy; — yida;) + Y 0;d6. (1.3)
=1 =1

Cette forme différentielle o s’appelle forme de contact sur M. Nous noterons par TanM
l’espace constitué par les éléments du noyau de la forme de contact a.

Si on note ¢* = (z,q") la coordonnée généralisée ol
z si A=0
A TA s1 1 < A < l7

Ya—i si l—|—1<A<2l
Oa—or si 2041 <AL2+n
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alors on peut écrire o d’une maniére unifiée comme suit

0 id;| O
a=dz+wqde’, (ws)=| —id; 0] 0
0 0 [id,

Remarque 1.7.2. Nous noterons par (w®) la matrice telle que (w,s)(w®) = (6%). Nous
avons donc

0 —id;| 0
W*)y={1id 0 [0
0 0 |id,

Nous avons

(wrs) — _(_1)773(&)57")‘
Définition 1.7.3. Le champ de Reeb sur M est le champ de vecteurs Ty € Vect(M)
défini en coordonnées de Darbouz par Ty = 0.,.[]

Il est facile de déterminer des éléments de TanM dans un systéme de coordonnées
de Darboux. En effet, si on note T} le champ

Tr = aqr — <aqr,0é>az7
on a, puisque « est paire
a(T,) = (T, a) = (Dyr, @) — ((Dyr, @) 0z, ) = (Oyr, @) — (Ogr, ) = 0.

On peut de plus montrer que tout champ X de TanM peut s’écrire comme une
combinaison linéaire (a coefficients dans C*°) des champs de vecteurs T,. Il est utile de
calculer les champs T, en fonction de la matrice w. On a directement, par (|1.2))

T, =0y — 0, = Opr — Wier(~ 0.

Si 1 < r <20+ n, nous obtenons explicitement les champs de vecteurs suivants

A, = Oy, +y0, si 1<r<l
T,=q B = Oy, —Tp—0, si [+1<r <2 (1.5)
Dr_gl = agr_m — Hr_glaz si 2l +1 < r < 2l +n

Les formules suivantes sont immeédiates.

T.(¢") = 6%, T.(2) = —wrd®, [T, Tj] = —2w,;0., Tr(2%) = —2zwpeq". (1.6)

1. On peut montrer que le champ de Reeb est I'unique champ de vecteurs sur M tel que ¢(Tp)a =1
et ’L'(To)da =0.
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1.7.1 Champs de vecteurs de contact

Définition 1.7.4. On appelle champ de vecteurs de contact un champ de vecteurs X
qui préserve la structure de contact, c¢’est-a-dire, un champ de vecteurs X vérifiant la
condition suivante : [X,T] € TanM pour tout T € TanM.

La proposition suivante est bien connue dans le cas classique [5]. Elle apparait dans
la littérature avec des conventions de signes diverses et variées. En supergéomeétrie, elle
a par exemple été prouvé sur les supercercles S et S'12 dans les références [10} 30, [I1].
Il nous a donc paru utile d’en faire la preuve en utilisant nos conventions.

Proposition 1.7.5. Un champ de vecteurs X sur M est de contact si et seulement si
il eziste une superfonction f telle X = Xy ou Xy est donné par la formule suivante

Xy = f3. — 5(- )W T (T, (1.7)

On notera K (2l + 1|n) Uespace de tous les champs de vecteurs de contact sur M.

Démonstration. Vu la définition des champs T,., tout champ de vecteur X sur M peut
s’écrire X = f@;{—Zf“{” g;T;. Le champ de vecteurs X est alors de contact si et seulement

s1
2l4+n

[fO-+> gL Tl €<Ti, -+ Toen >, Vj€{l,--+ 20 +n}.
i=1
Cette expression s’écrit

24n 2l4+n
0+ 30 T) = ~()IBT f0) = ()OS 3o

i=1

. 2l+n 2l+n
= _(_1)ij7}(f)az +( TT]2 Zglela —\— gl+T T ZT gz z'-
=1
Ce champ est dans le noyau de « si et seulement si
2l4n
—(-1 fTJT —2 Z Giwij =

pour tout j € {1,---,2/ 4+ n}. Cette équation montre que tous les champs Xy proposés

sont de contact. D’autre part, cette équation implique aussi

. ' 2l4+n '
—(=D)ETy(f)wi* —2 Z giwiw® =0, Vje{l,--- 2l+n},
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ou encore, en sommant sur j :

2l+n 2l+n

(=) Ty (f) = 23 gy =23 g
i=1 i=1
On obtient alors directement
1 n
g = —5 (=1 BT ().

Donc tout champ de vecteurs de contact X prend la forme annoncée

X:f@—%vn@wwxﬂﬂ

]

Définition 1.7.6. Soit X = X 0, + X0, = XAan un champ de vecteurs arbitraire.
On appelle divergence de X et on note div(X), expression suivante

div(X) =3 (~1)X' g, x . (1.8)

A

La divergence est linéaire et posséde la propriété importante suivante

div(fX) = fdiv(X) + (=) X(f). (1.9)
On a directement la proposition qui suit

Proposition 1.7.7. La dwergence d’un champ de vecteurs de contact Xy est donnée
par
2042 —n

le(Xf) = B

9:(f). (1.10)
Démonstration. 11 suffit de voir que la formule (1.7) de X s’écrit explicitement comme
suit

X, = f0, - %Ar(f)B,, + %Br(f)Ar - %(—1)f5r(f)Dr. (1.11)

oil les champs de vecteurs A,, B, et D, sont définis par la formule (T.5). En utilisant la
définition et la propriété (T.9) et le fait que S2'_ [A,, B,] = 210, et Zleﬁz =

—nd,, le résultat s’ensuit. n
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La proposition suivante donne la formule de la dérivée de Lie de la forme de contact
a dans la direction de Xy.

Proposition 1.7.8. La dérivée de Lie de o dans la direction de Xy est donnée par
Lx,a=(0.f) (1.12)
pour toute superfonction f.

Démonstration. La preuve consiste a calculer Lx o = (doi(Xy) +i(Xy) od) . O

Si on note d = 2l + 1 — n la superdimension et si on exprime la relation (1.12)) en
fonction de ([1.10)), alors la dérivée de Lie de o dans la direction de Xy s’écrit

QDIV(Xf)
LXfCY = WO( (113)
pour tout d # —1.

Proposition 1.7.9. L’ensemble K (2l+1|n) est une sous-superalgébre de Lie de Vect(M).
Plus précisement si Xy et X, sont des éléments de K (21 + 1|n) alors

[vaXg] = X{fvg} (1-14)

ot la superfonction {f,g} est donnée par

(9} = 9~ I'g — 5(-) T ()T (g), (1.15)

et h' indique 0,(h).
Cette derniére application s’appelle le crochet de Lagrange de f et g.

Démonstration. Le crochet de Lie [Xy, X,] de deux champs de vecteurs de contact X
et X, est un champ de vecteurs de contact. En effet, le crochet de Lie

[Xf7X9] = [faz - %<_1)TTfWTSTr(f)Tsvgaz - %(_1>Tk§wlek<g)ﬂ]

s’écrit

[£0-,90.] = 5(~1)M M [f0., Te(g)Ti — 5 (~1) [T (9)Ts, 40

+ 39T ()T, Tilo) T
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La somme des trois premiers crochets de Lie est égale a

(f9' = 90 + 5 (- DI DHMTGT(1)0. — S (~1) T T, ()T,(9)0.

1, 1,
- 5(—1)9Tkwklka(9/)Ts + 5(—1)fT'"+fgwmgTr(f/)Ts

et le quatriéme crochet de Lie est égal a

1 i - 1 ey
(DI (T (YT 0) T = (~D P T BT ()T, ) =5 (~ )T T (g) T4 (£
Puisque le crochet de Lie de deux champs de vecteurs de contact est un champ de vecteur

de contact et que Xy, s’écrit, par définition, de la maniére suivante

(1, 91)0: — S (- T T(f )T,

alors on peut voir que la somme des coefficients de 0, donne la formule du crochet de
Lagrange. On a donc

U9} = 1d = f'g— (=) o T(NTi(o)

]

Via la formule de Lagrange (1.14)) le crochet de Lie des champs de vecteurs de contact
définissant une structure de superalgébre de Lie sur K (2] + 1|n) induit sur le superes-
pace C°°(M) une structure de superalgébre de Lie par la loi bilinéaire donnée par (|1.15]).

La remarque suivante est importante :

Remarque 1.7.10. Le crochet de Lagrange des superfonctions f et g de degré au plus
quadratique est toujours une superfonction au plus quadratique.

Cette remarque permet de définir la superalgeébre de Lie des champs de vecteurs de
contact qu’on utilise dans la suite : c’est la superalgébre de Lie des champs de vecteurs
Xy dont les superfonctions f associées sont polynomiales de degré au plus égal deux en
les variables z, x;, y;, 0;.
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1.8 La réalisation matricielle de spo(2[ 4 2|n)

Dans cette section, nous décrivons une sous-superalgebre de Lie matricielle de gl(21+
2|n) que nous plongeons dans la superalgébre de Lie Vect(R*+1"). Nous obtenons la
superalgébre de Lie, notée spo(2]+2|n) constituée par des champs de vecteurs projectifs
de contact X dont les superfonctions f sont au plus quadratiques.

Définition 1.8.1. Soit G une matrice définie comme suit G = (g 13) telle que
O _idl+1 . . 2l+2\n . sy . -,

J = i 0 . On définit sur R une forme superantisymétrique w associée
I+1

a la matrice G comme suit
w : R RAFAN 5 R (U, V) — VIGU. (1.16)

Définition 1.8.2. On note par spo(2] + 2|n) la superalgebre de Lie constituée des ma-
trices A de gl(2l + 2|n) qui préservent la forme w, i.e. telles que

w(AU, V) + (=DAVu(U, AV) =0, VYU,V € R2+2n, (1.17)
On a directement le résultat suivant

Proposition 1.8.3. La superalgébre de Lie spo(2l + 2|n) est l’espace des matrices A =

(il ﬁ2) dont les blocs Ay, Ao, Az, Ay satisfont les conditions suivantes :
3 Ay

1. Atlj+ JAl = O,i.e : Al Gsp(2l+2)
2. AL+ Ay =0,i.e: Ay €o(n)

3. Az =—AbJ

Démonstration. Soient les matrices suivantes

A= (31 :32) € gl(21+2[n); avec A, € gl(21+2), Ay € Ry, ,, A3 € R¥T2 A, € R™.
3 4

Uz Vi
gl(2l +2|n) qui vérifient I’'équation (1.17). Premiérement, le premier terme de I’équation

U \% .
Pour tous les vecteurs U = Y,V = ( ') de R2+2n on cherche les matrices A de
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(1.17) est égal a
g
w(AU,V) = V'GAU
J 0 A1 AQ Ul
_ t 1/t
-y ) (4 ()
- ‘/f/JAlUl -+ ‘/ZtAgUl -+ ‘/fJAQU2 -+ ‘/2tA4U2
et le deuxiéme terme est égal a
(—D)w(U, AV) = (-D)AT(AV)'GU
(Lo (AVi+ A LU,
A3V 4+ AV, Us
(AV) TUL + (AVo) JUL + (—1)(A3V1) Uy + (AgVa)'Us
= VIALJU, + Vy ALJU, — VIEALU, + Vi ALUS.

L’équation ([1.17) devient donc

VIEJAU, + VEAsUL 4 VT AUy + ViEALU, + VEALTU,
+ VEALTU, — VIALU, + VEALU, =0, VU,V € R¥F2n (1.18)

Il suffit d’étudier cette équation successivement pour ces trois cas : Uy = 0 = V5,
Uy=0=Viet U, =0= V1.

Posons Uy = 0, V2 = 0. L’équation (1.18]) devient
VEJAU, + VEALIU, =0,

ce qui s’écrit également
VEHJ A + AL)U, = 0,

d’ou la condition JA; + A}J = 0. Cette derniére exprime que les sous-matrices A; sont

symplectiques.
Posons maintenant U; = 0,V = 0. L’équation ((1.17)) devient

Vi ALUy + VAU, = 0,
ce qui s’écrit également

‘/2t<AZ + A4)U2 = O,z'.e : Ai + A4 = 0.
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La condition A} + A4 = 0 exprime que A, est une matrice orthogonale. Posons enfin
Uy =0,V; = 0. L’équation (1.17)) devient

VE(Ay + ALTUL = 0,
autrement dit on a Az + AL.J = 0. O

Nous donnons ci-dessous une base de spo(2[ + 2|n). Elle est constituée de matrices
de trois types. Pour les représenter, la notation a; ; signifie qu’on a le nombre réel a € R
situé a l'intersection de la ¢“™¢ ligne et la 7™¢ colonne.

I) Le premier type de matrices est associée a I'algébre symplectique sp(2] + 2) :

0 Lia+1+49)
1. 0 0 0 0
w Ly 4144
0 0
’ 0 0 0 ’
0 —Lat1ag),(r149) 0
0
- - 0 0 0 O
0 0| O
0 Lus144),
1<ij<l (119
Lasi44), 0 0 =h)= (1.19)
0
0 0 |0
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I1)Le deuxiéme type de matrices est :

0 L, c214249))
sil+1<i<2+42 1<j<n
—L(@itr2+j),i-+1) 0
0 L 214245))
et sio 1<i<I+1, 1<j<n. (1.20)
Li@i+2+44),(41+4)) 0

I11) Le troisi¢éme type de matrice est associé¢e a 'algébre orthogonale o(n) :

(1.21)
L((@142+4),(214245))

—L(@1+2+j),@1+2+1))

0

Nous savons par [28] qu’il est possible de réaliser la superalgebre de Lie pgl(2( 4 2|n)
comme sous-algébre de Vect(R?+1™). Ainsi puisque Id ¢ spo(2l + 2|n), alors on peut
définir un homomorphisme injectif

L spo(20 4 2|n) — pgl(20 +2|n) : A — [A]. (1.22)

Ensuite le procédé exposé dans [28] nous permet de plonger la superalgeébre de Lie
projective pgl(2( + 2|n) dans Vect(R?*1!") de la maniére suivante :

[( v B )] = — Z V0 — Z (—1)J(Z+J)B;tfaﬂ+ Z (—1)&t780,, (1.23)

=1 i,j=1 ij=1
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ot v € R ¢ ¢ (RZ+Un)* B € gl(2] + 1|n) et les coordonnées t*,¢2, ...  ¢2+14n
correspondent respectivement a

L1y 5T, 2,1, 7yl7917“' 7971'

En composant 'application ¢ avec I'application définie par la formule et en
utilisant la formule , on obtient des champs de vecteurs projectifs de contact Xy
pour un certain f € C°°(M). Nous déterminons pour chaque matrice de la base de
spo(2l + 2|n), introduite ci-dessus, la fonction f correspondante.

I) Nous étudions d’abord les matrices du premier type, données en (1.19)). Pour la
premiére matrice en (1.19), on a les cas suivants, fonction de 1 <i,j <.

1. sii=j =1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact

20y, + 10y, + 0;0p, + 220, ,soit 2X,

2. sii=1et j# 1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact

Tj_1(230y, + yi0y, + 20, + 0;0p,) + 20,,_,, soit 2X, .

3. sii#1et j=1, alors on a le champ de vecteurs projectif de contact
—Op, | +Yi—10,, soit 2X, |
4. sii# 1 et j+# 1, alors on a le champ de vecteurs projectif de contact
Yi—10y,_, — 1j_10,,_,, soit 2X, .. .

Pour la deuxiéme matrice en ((1.19)), on a les cas suivants, fonction de 1 < 4,7 < [.

1. sii=j =1, alors on a le champ de vecteurs projectif de contact
2(20, + 20, + yi0y, + 0;0p,), soit X,
2. sit=jetj#1,alors on a le champ de vecteurs projectif de contact

—Yi-10y, ,, soit X2 |
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3. 8171 jeti=1, alors on a le champ de vecteurs projectif de contact
Yj—1(20z, + 40y, + 20, 4 0;0p,) — 20,,_,, soit 2X, .

4. sii # j et i # 1, alors on a le champ de vecteurs projectif de contact

~(Yj=10e,_, +Yi-10,_,), soit 2X, ...
Pour la troisiéme matrice en , on a les cas suivants, fonction de 1 < ,j < [.
1. sii=j =1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact
—0,, soit —X;
2. sii=7j et j# 1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact
—Zi—10y,_,, soit  — X2
3. si1# jeti=1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact
—(0y,_, +1;210:), soit —2X, |
4. sii # j et i # 1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact
—(2j-10y,_, + 210y, ,), soit —2X, . .

IT)Nous étudions ensuite les matrices du deuxiéme type, données en ([1.20). Pour
la premiére matrice en (1.20)), on a les cas suivants, fonction de | + 1 < i < 2l + 2 et
I<y<n.

1. si i =1+ 2, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact
0;0. + Op;, soit 2Xp,
2. si i # 1+ 2, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact
0;0y,_,_, + Ti1-20p,, soit 2X, , 9.

Pour la deuxiéme matrice en ([1.20]), on a les cas suivants, fonction de 1 < i <1+ 1 et
I<j<n

1. si i =1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact

—0](5101(% + yiﬁyi + z@z + Qjﬁgj) — 289]., soit, — 2XZ9].
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2. si 7 # 1, alors on obtient le champ de vecteurs projectif de contact
910%71 — yz;la@j, soit — 2Xy2.719j.

IIT) Nous étudions enfin la matrice du troisiéme type donnée en (1.21)), fonction de
20+ 2 < 4,7 <20+ 2+ n. On obtient le champ de vecteurs projectif de contact

01718‘9].71 — Gj,lag 1< j, soit 2X,9¢719j71.

i—17

La superalgebre de Lie des champs de vecteurs de contact Xy mise en évidence a la
fin de la section [1.7.1] et dont les superfonctions f associées sont polynomiales de degré
au plus quadratique est isomorphe & la superalgébre de Lie spo(2] + 2|n). Par abus de
notation, on notera également par spo(2/ + 2|n) la superalgébre de Lie des champs de
vecteurs projectifs de contact.

Définition 1.8.4. Nous définissons un degré, noté deg, sur les fonctions polynomiales
en les coordonnées de Darbour via deg(z) = 2 et deg(x) = deg(y) = deg(d) = 1.
Sii e {—2,—1,0,1,2}, nous notons g; le sous-espace de spo(2l + 2|n) constitué par
les champs de vecteurs hamiltoniens de contact Xy pour lesquels deg(f) = ¢ + 2. Si

i¢{-2,---,2} alors g; = {0}.
En utilisant la définition et la formule de Lagrange (1.14), on a la formule

suivante

[gk,gl] € gk, Ykl € {—2, s ,2}. (1.24)
Donc la superalgébre de Lie spo (2] + 2|n) est 5-graduée comme suit :
g=92D9-1DgDg1Dgo. (1.25)
On peut voir également que les éléments de spo(20 + 2|n) se répartissent comme suit

g = {Xi}
g1 = {XINX?JHXGZ'}
g0 = X0 Xow Xowwys Xuiogs Xyioys Xyay» Xoso;, Xoz2, X2}
0 = {Xew, Xoy,, Xoo, }
g2 = {X.2}
On notera Aff(21 4+ 2|n) = g_2 @ g_1 @ go la sous-superalgébre de Lie de spo(2l + 2|n)
constituée par des champs de vecteurs de degré un au plus.

Remarque 1.8.5. Noter que : La superalgébre de Lie spo(20+ 2|n) est l'intersection de
la superalgeébre de Lie des champs de vecteurs de contact K(20 + 1|n) et la superalgébre
de Lie de champs de vecteurs projectifs pgl(2] + 2|n).
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1.9 Modules des densités et d’opérateurs différentiels

Nous introduisons les outils nécessaires pour décrire d’'une maniére standard les es-
paces d’opérateurs différentiels et symboles associés.

1.9.1 Module des densités sur M
Si X € Vect(M), I'endomorphisme L de C*°(M) est défini de la maniére suivante :

LY (g) := X(g) + Miv(X)g, Vge C®(M). (1.26)

On peut montrer que Popérateur L% est bien défini globalement sur M et est indépendant
du choix d’un systéme de coordonnées (z%). Par ailleurs, on a pour tous champs de
vecteurs X, Y € Vect(M)
AT A A
[LX> LY] = L[X,Y]'

On peut donc introduire la définition suivante.

Définition 1.9.1. Le module Bery(M) des densités tensorielles de poids A € R est
Uespace des superfonctions C°°(M) muni de 'action (1.26) de Vect(M). Formellement,
on écrira g|Dx|* les M\-densités tensorielles ot g est une superfonction.

D’autre part, pour tout champ de vecteurs de contact Xy € K(2[ + 1|n), on définit
’endomorphisme L3\(f de C*°(M) de la maniére suivante :

Lx,(9) == X;(9) + M'g, Vg € C=(M). (1.27)
On a alors
[Li\(jﬂ Li\(g} = L[)in,Xg} = LA))\({fyg}'
On introduit alors la définition suivante.

Définition 1.9.2. Le module F\(M) des \-densités de contact est l’espace des super-
Jonctions C°(M) muni de Uaction (1.27)) de K (204 1|n). Formellement, on écrira sous
la forme ga* les M\-densités de contact ot o € QY(M) est la 1-forme de contact sur M.

On a directement le résultat suivant.
Proposition 1.9.3. 5i d # —1, alors Uapplication

p: Fa(M) — Ber 21 (M) : ga* v g|Dx| @5
+

est un isomorphisme de K (21 + 1|n)-modules.
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Démonstration. 11 est clair que ¢ est bijectif. On doit donc vérifier que 'application ¢
entrelace action de X sur les espaces Fy(M) et Ber%1 (M), ie.

P(L, (g0™) = LET (p(ga)), (1.28)

En effet, sur 'espace F (M) l'action de K (2[+1|n) est donnée, en utilisant la proposition

77, pa

2DivX
L;\(f (90) = (X;(9) + Af'g)a’ = <Xf(9> + /\Tlfg) a (1.29)
ou = 0,(f).
De méme le deuxiéme membre de (1.28)) s’écrit
(Xf(g) + d—i\ldiV(Xf)g) |D$|d2TAl (1.30)

Si on applique l'isomorphisme ¢ a la densité donnée par (|1.29)), alors on obtient (|1.30]).
]

On peut également voir que ’application
X :F,—=TM: fat— Xy

établit un entrelacement entre les représentations F_y et TM de K (2 + 1|n), qui définit
un isomorphisme entre les espaces F_; et K (2] + 1|n).
On peut également montrer que 'espace T'M se décompose en la somme directe de
deux espaces comme
TM = TanM ® K (2l + 1|n).

[’espace TanM est un C°°(M)—module mais ce n’est pas une superalgébre de Lie.
Par contre I'espace K (20 + 1|n) n’est pas un module mais il posséde une structure de
superalgébre de Lie.

1.9.2 Module des opérateurs différentiels sur M

Nous introduisons I'espace des opérateurs différentiels agissant entre les A-densités
et les p-densités, A, i € R. Nous allons définir deux types de filtrations : 1a filtration
canonique et la filtration d’Heisenberg ainsi que la bifiltration induite sur ’es-
pace d’opérateurs différentiels sur M = R?+1" Nous généralisons le modéle décrit dans
[5] par C. H. Conley et V. Ovsienko dans le cas purement pair.

Commencons par les définitions classiques des espaces d’opérateurs différentiels entre
espaces de densités.
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Définition 1.9.4. Soit (¢*) un systéme de coordonnées de Darboux sur M. On appelle
opérateur différentiel D d’ordre k sur M, une application opérant de Fy vers F, qui en
coordonnées, prend la forme suivante :

D:fa*— () Diduf)a”,
I:|I1<k

o I = (ig, i1, ..., 04n) est un multi-indice, |I| = ig+. ..+ igy et Dy est une superfonc-
tion pour tout I. On note D’jH(M) l’espace de tous les opérateurs différentiels d’ordre k
sur M.

Plus explicitement, un opérateur différentiel D s’écrit en coordonnées

> Di0) (D) (O (D) (D) (B0) 4 (Do) (131)
I:|1|<k
Puisque 8921_ = 0, les exposants 491, ..., %91, dans cette expression sont au plus égaux

al.
Les opérateurs différentiels d’ordre 0 sont simplement les opérateurs de multiplication
par les (i — A)-densités. On définit 'espace des opérateurs différentiels comme 1'union

DNL(M) = U Dl;/L(M)'

Si D € Dy, (M) et si X € K(2l+ 1|n), alors action de X sur D,,(M) est définie par la
dérivée de Lie, notée EB\(“ via le supercommutateur suivant

LY'D =1 oD - (-1)*PDo L} (1.32)
ot L et L sont introduites en ([1.27)). Nous obtenons ainsi une structure de K (21+1|n)-
module sur D,,(M).

Remarque 1.9.5. 1. La construction donnée ci-dessus peut étre faite avec les représen-
tations Bery(M) et Ber,(M) de Vect(M). On obtient ainsi une représentation
de Vect(M) sur un espace d’opérateurs différentiels, qui induit & son tour une
représentation de K (20 + 1|n). La proposition permet alors de montrer ['iso-
morphisme de ces représentations de K (2l + 1|n), modulo un changement de poids
adéquat.

2. Pour X = u, Dy\(M) est une superalgébre associative filtrée pour la composition
des opérateurs différentiels et la fillration introduite dans la définition[1.9.4] est une
filtration d’algébre, i.e.

D5, (M).D3\ (M) € DY (M)
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1.9.3 Filtration canonique sur I’espace des opérateurs différen-
tiels sur M

Les sous-espaces D} ,(M) sont stables par 'action de K'(2] + 1|n) définie en (1.32).

Proposition 1.9.6. Si D € D§, (M) et X € K(21+ 1|n), alors LY'(D) € Dk (M).

Démonstration. On calcule les termes d’ordre k + 1 dans I'expression £3'(D). Par défi-
nition, on est conduit a évaluer les termes d’ordre k+1 de L5 o D et Do L. On constate
qu’ils sont identiques (au signe adéquat prés). Donc CS\(" (D) est un opérateur différentiel
d’ordre k. O]

Comme nous avous les inclusions suivantes
DS, (M) C D},(M) C D}, (M) C --- C Dy, (M) C D}(M) C---,

nous en déduisons que les sous-espaces (D}, (M))ren définissent une filtration du module
des opérateurs différentiels D,,(M). Si A = pu, c’est de plus une filtration d’algebre.

On définit maintenant 'espace gradué associé a cette filtration de Dy, (M).

Définition 1.9.7. On appelle SE l’espace des symboles principauz d’ordre k [’espace
défini comme suit

SE = D, (M)/DE (M), 6= p— A
On définit sur D’;M(M) Dapplication surjective oy, suivante
o Dlju — S¥. D [D], (1.33)
ot la notation [D] signifie la classe d’équivalence de D.

L’action de K (21 + 1|n) sur S¥(M) , notée L, est alors I'action induite par I'action
de K (20 + 1|n) sur DY, i.e. si S = [D] avec D donné par la formule ([1.31), alors

L%(S) := [C¥(D)].

Remarque 1.9.8. Les constructions ci-dessus sont également valables pour des représen-
tations de Vect(M) pour autant que l'on considére les espaces Bery, a la place des espaces
Fy. Les représentations de K (21+1|n) induites par ces derniéres sont isomorphes a celles
présentées ci-dessus, modulo le changement de poids déja mentionné plus haut.
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1.9.4 Filtration d’Heisenberg sur l’espace des opérateurs dif-
férentiels sur M

Soit M muni de la structure de contact standard «. Les superdérivations sont en-

gendrées sur C°(M) par le champ de Reeb 0, et les champs de vecteurs 17, -+, Ty €

Tan(M). Cela permet de définir sur Pespace des opérateurs différentiels une filtration
différente, qui conduit naturellement a des symboles différents.

Proposition 1.9.9. Si K = (i1,...,i94n) est un multi-indice de longueur |K| = i +
lo+ ... +igy, et si D est un opérateur différentiel d’ordre k, alors D peut s’écrire d’une
maniere unique sous la forme suivante :

> DeoiTX, (1.34)

K:c+|K|<k

“ - K _ i1 i2l+n
ot D est une superfonction et T" =Ty - Ty .

Démonstration. L’existence de cette écriture a lieu grace a la décomposition TM =
Tan(M) & K(20 + 1|n) et 'unicité grace & Pécriture explicite des champs de vecteurs
T;. [l

Définition 1.9.10. Soit D l'opérateur différentiel de la forme (1.34). On dit que D est
d’ordre d’Heisenberg égal o d si ¢ + 3| K| < d pour tous ¢, K. Nous noterons HS, (M)
l’espace de tous les opérateurs différentiels d’ordre d’Heisenberg égal a d sur M.

L’espace des opérateurs différentiels est filtré par 'ordre d’Heisenberg. En effet, I'es-
pace total Hy, (M) est 'union des espaces H$ M(M), i.e.

Hou(M) = | HS,
de N

. d+3 . . .
Puisque ”Hfu( ) C HAH (M), nous avons les inclusions suivantes

d+2

pour tout d € %N.
Définition 1.9.11. L’espace gradué associé a Uespace filtré HS (M) sera noté Ps(M).

On a donc
= @D PiOD) = 3 HL O/ (), (1.35)

de4N deiN

ot 6 =t — .
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Nous notons ho 1’application symbole d’Heisenberg de la maniére suivante

ho : HY,(M) = P§(M) : D [D],

ou les crochets signifient la classe d’équivalence dans I’espace quotient ’Hglu(M )/ ’Hi—f (M).

1.9.5 Bifiltration de I’espace d’opérateurs différentiels sur M

On définit 'espace suivant d’opérateurs différentiels muni d’une filtration particuliére
induite par la filtration canonique et la filtration d’Heisenberg.

Définition 1.9.12. On peut définir une bifiltration sur Dy, (M) en posant
DY (M) := D, (M) N HS,,(M).

L’espace bigradué associé a la bifiltration D];j(M) et noté Ls(M) est défini par

o0 o0

Ss(M) = P @ sh4M) = P @ Dit(an) /(DL M) +DEE (). (1.36)

k=0 deiN k=0 deiN
Nous notons par fo 'application symbole fin comme suit :
k,d k,d .
fo: DM(M) — X5 M) - D [D],

ol les crochets signifient la classe d’équivalence de D dans Dif(M)/(Dlj;l’d(M) +

k,d—1
Dy, *(M)).

Remarque 1.9.13. Par définition des actions, les applications fo et o sont K(20+1|n)-
équivariantes.

Proposition 1.9.14. L’action de K (21+1|n) préserve les filtrations de Dy, (M), Ha, (M)
k,d
et Dy, (M).

Démonstration. Pour montrer cela, il faut vérifier que la forme de 'opérateur différentiel
définie par(L.34) n’est pas modifiée par Paction de K (20 4 1|n). Pour cela, on considére
un opérateur différentiel D d’ordre k et on fait agir sur ce dernier le champ de vecteurs
Xy. Autrement dit, on calcule E%;(D) Ainsi, on a

LY(D) = (X;+pf)D - (=1)/PD.(X; + Af)
= [Xf7D]+Dk7
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avec Dy = uf'D — (—1)fD)\D.f’. On voit que le terme Dy, est un opérateur différentiel
de méme ordre que D. Puisque on sait que

[Xf7TI] e< T17" ' aTQH-n >,

le terme [ Xy, D] est un opérateur différentiel d’ordre k. Donc les filtrations de Dy, (M),
Ps(M) et Dif(M ) sont préservées par l'action canonique de Xj. O

L’action de K(2[ + 1|n) sur I'espace d’opérateurs différentiels #H¢,(M) induit une
structure de module sur Pg(M). Si L%f désigne I'action de X; sur P(M) et si [D] €
PI(M) alors

A
LY, [D] = [£3, D).

1.10 Quantification g-équivariante

La quantification g-équivariante a été introduite par P. Lecomte, V. Ovsienko et
C. Duval dans [38, I7] dans le cas purement pair. Nous adoptons leur définition dans
notre cadre de la supergéométrie : il s’agit de chercher une bijection entre les espaces
de symboles S;(R™") et les espaces d’opérateurs différentiels D, ,(R™") et qui entrelace
les actions d'une sous-superalgébre de Lie g de la superalgébre de Lie Vect(R™") sur
les espaces de symboles et d’opérateurs différentiels. Nous présentons ici les outils qui
permettent d’analyser I'existence et I'unicité de la quantification g-équivariante.

Définition 1.10.1. On appelle quantification g-équivariante sur R™", une application
Q : Ss(R™™) — Dy, (R™™) (1.37)
telle que pour tout X € g, on a
LY¥oQ=QoLY (1.38)
et satisfaisant la condition de normalisation suivante :
VkEN, VSeSKHR™"), on(Q(S)) =S5.

Dans le cas purement pair, on peut trouver dans [I7, [I8] la preuve de P'existence et
I'unicité d’une telle application pour l'action projective de g = sl(n + 1,R) sur R” et
'action conforme de o(p+ 1,¢ + 1) sur RPT2. Les preuves d’existence de quantifications
équivariantes qui ont été proposées par la suite reposent sur 'utilisation d’un certain
nombre d’outils que nous présentons briévement maintenant.
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1.10.1 La quantification affine

Définition 1.10.2. La sous-superalgébre de Lie de Vect(R™™) constituée par les champs
de vecteurs constants et linéaires est appelée superalgeébre de Lie affine. Elle est parfois
notée Aff.

On peut définir de maniére simple un symbole total d’un opérateur différentiel. L’ap-
plication symbole total a la propriété d’étre équivariante par rapport a l'action de la
superalgebre de Lie affine. On la définit explicitement de la maniére suivante.

Définition 1.10.3. Pour tout k € N, on a
oag : DS, (R™M) = @ SHR™™) : D oa(D),
ou, si D est donné par la formule (1.31)), alors oag(D) est défini par

Z [Df(az)io (aﬂﬂl)il s (aﬂvz)il(aw)ilﬂ U (ayl)izz((%l)ing R (aen)iQHn]m?

I:| 1<k
ot -], signifie la classe dans Dgu(len)/Df\ll(Rm‘”),

En d’autres termes, 'application de oag a un opérateur différentiel consiste donc,
a considérer chacun de ses termes de degré donné comme un symbole ayant ce degré.
L’application oag définit une bijection entre D,,(R™") et S;(R™") et on peut donc
poser la définition suivante.

Deéfinition 1.10.4. La quantification affine Qag est inverse de oag.

La quantification affine est équivariante pour I'action de la superalgébre de Lie affine.

1.10.2 L’application vy

L’application v que nous allons décrire a été introduite dans le cas purement pair par
F. Boniver et P. Mathonet dans [39]. Elle est valide en général pour les algébres de Lie g
utilisées pour les quantifications équivariantes mais nous ’explicitons dans le cadre de la
superalgebre spo(2] + 2|n) qui est au centre de notre travail. Cette application permet a
I'espace des symboles S5 d’acquérir une structure de représentation de spo(20 + 2|n) par
un transport de structure de Dy, (R™") sur Ss(R™"). Explicitement, nous définissons
une dérivée de Lie sur S;(R™") notée également £ de la maniére suivante :

Lx,S = Qa0 LY 0 Qan(S), VS € S(R™"), Xf € spo(2l +2[n).
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L’application 7 mesure la différence entre les représentations (S, L°) et (S5, L) de
spo(20 + 2|n). Cette application est définie comme suit

7 1 8po(20 4 2|n) — gl(S5, S5) : X = y(Xf) = Lx, — L, (1.39)

Comme conséquence d’un résultat de P.Mathonet et F.Radoux [28], on obtient le résultat
suivant.

Proposition 1.10.5. L’application v s’annule sur les champs de vecteurs constants et
linéaires. En plus, pour tout champ de vecteurs quadratiques Xy et pour tout entier k,
Uapplication v diminue le degré de son argument et c’est un opérateur différentiel d’ordre
zéro a coefficients constants et de parité Xf.

1.10.3 Opérateur de Casimir

Définition 1.10.6. Soit g une superalgébre de Lie matricielle sur un corps K. On définit
sur g une forme bilinéaire paire, supersymétrique K par :

K:gxg—K:(A B)— K(A,B) =nstr(AB), VA,BE¢€g,
ot n est un nombre non nul.

Définition 1.10.7. Si g est une superalgebre de Lie matricielle de dimension m telle
que la forme bilinéaire K est non-dégénerée, alors pour toute base (uy, ..., uy) de g, il
existe une base (uj,...,uk) telle que

K(Ui, U,;k) = (Sij,Vi,j S m.
Ces bases sont appelées bases duales par rapport o K.

Si la forme bilinéaire K est non dégénerée, alors on peut définir 'opérateur de Casimir
associé a toute représentation (E, p) de la superalgébre de Lie g.

Définition 1.10.8. Si (E, p) est une représentation de la superalgébre de Lie g, l'opéra-
teur de Casimir associé a cette représentation est défini par

m

Cp B Erae Y (~)%plup(ui)e = 3 plul)p(u)e,

i=1 =1

ot (u; 1 < m) et (uf :i <m) sont des bases duales de g par rapport o K.
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On a directement le résultat suivant :

Proposition 1.10.9. L’opérateur C, ainsi défini ne dépend pas du choix de la base
ug, (1 <i<m).

Démonstration. Si on fait un changement de base, on a u; =Y ; Aju. On calcule que
I'on a

ul = ZC’jkuz, avec C = (A"~
k
On obtient donc
Cr o= > plu) o pluf)

= > Cupluz) o Aup(uy)
ikl
= Z CixAup(uy,) o p(ur)

ikl

= > plup) o plu)

car on a que »_, Cip Ay = Op. O

L’opérateur C, a des propriétés fondamentales qui seront utilisées dans la construc-
tion d’une quantification équivariante. Ces propriétés sont décrites dans la proposition
suivante :

Proposition 1.10.10. Soit (E, p) une réprésentation de g.

/!

1. 8i (E',p') est une autre représentation de g et si T : (E,p) — (E',p') est un

entrelacement, c’est-a-dire :
Top(x)=p(x)oT Vzeg;

alors on a
CyoT =ToC); (1.40)

2. Si u est un vecteur propre de C, de valeur propre o, alors T(u) est un vecteur
propre de Cy de valeur propre a.
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Démonstration. La premiére propriété résulte de la définition des opérateurs de Casimir.
La deuxiéme est une conséquence de la premiére : Si u est un vecteur propre de C, de
valeur propre «, alors on a :

Co(T(u) = T(Cp(u))
= T(au)
= aT(u).

]

On peut appliquer la proposition aux quantifications équivariantes. Puisque
nous avons transporté la structure de représentation de (D,\H,/l’\“) pour obtenir une
représentation (Ss, £), le probléme de quantification équivariante revient a déterminer un
isomorphisme de représentations de g de (S5, L°) dans (S5, £), que nous notons également
Q. La proposition conduit alors au résultat suivant, donné dans |38] dans le cas
de la quantification conformément équivariante.

Proposition 1.10.11. Si C(resp. C) est opérateur de Casimir correspondant a la
représentation (Ss, L°) (resp. (Ss5,L)) de g et si S € S¥ est un vecteur propre de C
de valeur propre a, alors Q(S)

1. est un vecteur propre de C de valeur propre «,
2. doit s’écrire Sy + Sk—1 + ...+ S0, ou S; est dans Sg pour tout 0 < 7 < k;

3. doit satisfaire la condition de normalisation S = S.

En d’autres termes, la quantification () doit faire correspondre a tout vecteur propre
S de C de degré k, un vecteur propre de C de méme valeur propre dont S est le terme de
plus haut degré. Nous verrons que dans beaucoup de cas, I’existence de cette association
(unique) entre vecteurs propres est suffisante pour Uexistence de la quantification.

Il est donc important de pouvoir construire les opérateurs de Casimir des représenta-
tions que nous considérons. Nous particularisons donc les notions de cette section dans
le cas de la superalgebre de Lie spo(2( + 2|n), dans le but de calculer des bases duales
pour une forme bilinéaire adéquate. On a le lemme suivant.

Lemme 1.10.12. Soit K la forme bilinéaire définie sur spo(2l + 2|n) par

K :spo(20 + 2|n) x spo(2l +2|n) - R : (A, B) — 2str(AB). (1.41)
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La base K-duale correspondant a la base

X., Xop oo Xy X Xoo Xp oo X,

Tj—1Yi—17
Xyiflyjfﬂ X, Xﬂﬁ?q’ Xxj—l7 Xxjflxifl’ Xej’ Xxi7l729j7

X20j7 Xyi—19j7 X9i_19j—1 (142)

de spo(20 + 2|n) est donnée par
1 1
Xz7 ijfp Xxj,127 Xx7;,1y]',17 _§X17 _§X:L‘12717 _Xxj,p

1 1

- Xl’jfll'i717 _EXZQv _§Xyi2_1v _ijqza _Xyi—lyj—l’ _XZij _Xyi—l—Zej’

Xooo  Xuoro;, Xoo 0, .- (1.43)

Démonstration. Sion considére la base matricielle de spo(2] +2|n) donnée par les types
de matrices ([1.19)),(1.20]) et (1.21)), on voit que ces matrices correspondent aux champs
de vecteurs projectifs de contact suivants :

2X,, 2Xu .., 2X,.,, 2X

Tj—1Yi—17
2Xy¢71yg'71: _Xla _Xx2

i—1’

Xe2, Xy?_ﬂ 2XZJJ‘—1Z=

_2Xxj,17 _2X:1:j,11i,1a 2X9j7 2Xmi,l,29j>
—2X.,, —2X, 19, 2Xo_,0, (1.44)

De plus, si on utilise la formule ((1.41)), il est clair que sa base duale est donnée par la
famille des matrices suivantes

1,4 0 0 1o 0 0
1 0 1 0 .
- - si
4 Y
0 —Lt2),0+2) 0 0 —Lay2),04149) 0
0 0
0 0 O 0 0 O
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| =

]

1, 0 0
0
0 —Lari4h),042) 0
0
0 0 On,n
0 0
0
0 0
L1 Tago 1
2 0 0 )
0
0 0 | 0wn
0
0 0] O
Lita),
0 0 0 )
si
Lis14)1 0
0 0 On,n

47
1, 0 0
si j#1,
0 —Lg 1), (145) 0
0
0 0 On,n
si i£j#1
0
0 0
0 0
si 1#£1
g1y, 0] 0 7
0 0 |0,
0
0l O
Layi44),
JA L ! U s it
Las144),
0 0 On,n
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I,

11,142
0 0l O
1 .
21 o 0 0
0 0 On,n
Ly (14149
0 0
La42)
0 0
0 0 O
11 (2142+45)
0 0
0 0 0
Lortotj),a+2) |0 0

48
Lay149,i| O
1 .
—3 0 0 sio1#1
On,n
Li41+5)
0 0
Lj (14144)
‘ 1 .,
J# L ~21 si 1#]
0 0
0 0 O
Lic41),2042+49)
0
1
g 1 <i<I+1;
0 0
Laito+j). 0 Onn
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Las2),2i4245) L, (214245)
0 0
1 1
4 ol o 0 4 ol o] o
—L@it244)1 0 Onn —Li244). 0 Onon

Si204+2<j<2+2+netl+2<i<2A+2.
Enfin, quand 2l +2 <4, <2+ 24+n,on a

0 0
1
1 0 Lata+4), 2142-+4)
0
—L(2iy2+440),204245)
0

La connaissance de la formule ([1.23]) et de la formule (1.7) permet d’obtenir les champs
de vecteurs projectifs de contact correspondant a cette base duale. O



Chapitre 2

Quantification spo(2|1)—équivariante
sur 511

Dans ce chapitre, nous étudions la quantification équivariante sur le supercercle S'I*.
Les résultats d’existence et formules explicites données dans ce chapitre sont connus. Ils
ont été donnés par N. Mellouli dans sa thése de doctorat [II] et ont fait 'objet d’une
publication [I0]. Ces résultats ont été obtenus par calcul direct. Notre but ici est de
mettre en oeuvre la technique des opérateurs de Casimir pour récupérer ces résultats.
Cela nous permettra d’avoir un exemple d’application simple de cette technique qui
nous guidera dans les situations plus complexes de S'? et de R%*+1". Nous allons d’abord
particulariser les définitions générales présentées dans le premier chapitre. Nous donnons
une formule explicite pour l'opérateur v et pour les opérateurs de Casimir, qui nous
permettent de construire la quantification.

Nous avons cependant conservé a certains endroits, que nous signalerons, les notations
de N. Mellouli.

2.1 Superfonctions et champs de vecteurs sur S'/!

Nous utilisons la méme description que celle de H.Gargoubi, N.Mellouli, V.Ovsienko
dans [10]. I s’agit de la description donnée au chapitre précédent, ou il n’y a qu'une
variable impaire et une variable paire.

Un élément f de C°°(S'") est donc défini, en coordonnées locales par :

f(z,0) = fo(z) + fi(z)8
ot fo, f1 € C=(V),V € Ouv(Sh).

20
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La définition générale ((1.1)) des champs de vecteurs se particularise sur le supercercle
S par

o f(z,0),g(x,0) € C=(S'). On note Vect(S'') la superalgébre de Lie des champs de
vecteurs sur le supercercle S'I.

2.2 La superalgébre de Lie spo(2|1)

Dans cette section, nous décrivons la superalgébre de Lie spo(2|1) des champs de
vecteurs projectifs de contact sur S''. Comme nous I'avons souligné dans le premier
chapitre, cette superalgébre de Lie est I'intersection de la superalgébre de Lie des champs
de vecteurs projectifs pgl(2]|2) et de la superalgébre de Lie de champs de vecteurs de
contact K (1)[fsur SU.

2.2.1 La superalgébre de Lie des champs de vecteurs de contact
sur Sl

La structure de contact standard sur le supercercle S'I' est définie par la 1— forme
différentielle v égale & dx + 6df. Son noyau est engendré par le champ de vecteur impair
D = 0y — 00,. Cela permet de particulariser la définition sur S'' pour obtenir la
définition des champs de contacts.

Définition 2.2.1. Un champ de vecteurs X € Vect(S') préserve la structure de conlact
sur ST si il existe une superfonction ¥y € C*(S') telle que [X, D] = ¢x D. L’ensemble
de ces champs forme une sous-superalgébre de Lie de Vect(S''), notée K(1).

D’aprés la proposition [1.7.5] les champs de vecteurs de contact sur S'I*, sont exacte-
ment les champs de la forme

Xy = [0, — (~1)/>D(f)D

| —

pour une superfonction f sur S''. La superfonction f est appelée le Hamiltonien de
contact de X7.

En considérant des fonctions quadratiques au plus, c’est a dire des combinaisons
linéaires de {1,x,6, 2% 26}, nous obtenons via la correspondance f — X; une sous-
superalgébre de Lie de K (1) que nous notons par spo(2|1). La sous-superalgébre de Lie

1. La notation classique K (1) est utilisée & la place de la notation K (1]1) donnée au premier chapitre.
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engendrée par les champs de vecteurs de contact {X;, X, Xy} sera appelée affine et
notée Aff(2|1).

La superalgébre de Lie spo(2|1) peut étre obtenue également par le plongement pro-
jectif (voir section dans la superalgébre de Lie projective pgl(2|1). Pour cela on pose
[ =0 et n =1 dans les formules de la section [L.8

Ainsi la superalgébre de Lie spo(2|1) est dans I'intersection de la superalgebre de Lie
de contact K (1) et de la superalgébre de Lie projective pgl(2]1).

Vu la définition de la superalgébre de Lie spo(2|1), on obtient directement une base
de cette superalgébre donnée par {X,, X9, X1, X,2, Xp}.

2.3 Module de densités de poids A sur Sl

D’aprés la définition [1.9.2] 'espace des A-densités de contact sur S'' est donné par
FAS™) = {ga* : g € C=(5)}
et 'action de K(1) (et donc de spo(2[1)) sur Fy(S'1) s’écrit
Lk, (90%) == (X;(g) + Af'g)a’, (2.1)
avec [/ = g—x.

La formule explicite du crochet de Lagrange sur C>(S'') devient

{f.9y=1rd —flg— (—U%D(f)f?(g)-

Remarque 2.3.1. En tant qu’espaces vectoriels, Fa(S'') et C®(S') sont bien sir
isomorphes, la correspondance étant donnée par go’ — g. La présence du facteur o’
n’est utile que pour rappeler que nous considérons une représentation dépendant du poids
A. Ce facteur sera omis dans nos calculs dés que cela ne risque pas de préter a confusion.

2.4 Opérateurs différentiels et symboles associés

L’espace des opérateurs différentiels sur S'' est défini en particularisant les défini-
tions du premier chapitre. Cependant la remarque suivante concernant les notations est
particulierement importante.
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Remarque 2.4.1. Dans le cas du supercercle S, la notation D* est fréquemment
ulilisée dans la littérature pour noter les opérateurs d’ordre k au sens de Heisenberg. Dans
ce chapitre, nous n'utiliserons que la filtration de Heisenberg et les symboles associés.
Nous noterons donc le filtre D et lespace des symboles associés S¥, ot k peut prendre
des valeurs demi-entiéres.

On note 1 + N l'ensemble {1 + n : n € N}. Un opérateur différentiel A d’ordre
k € NUL+N sur S'' peut s’écrire (voir [I1] et [10]), via la formule (1.34)), sous la forme

suivante
A= > am(d)D" (2.2)
I+2 <k
ol ay, € C*°(S'') pour tous I, m. Puisque D= 0., on peut supposer m < 1.
Si on note DY, (S'') l'espace des opérateurs différentiels d’ordre k agissant de F
dans F,, alors I'espace total des opérateurs différentiels agissant des A-densités vers les
p-densités s’écrit

D,\M(Sm): U DIACM(SM)-

keNUZ+N

1
Puisque D} ,(S') C D;:Q (S, alors Iespace Dy, (S*') est muni d’une filtration ap-
pelée fine suivante :

=L

DY,(5'") € D, (S") c Dy, (S ... D E(SM) DS L

L’espace Dy, (S est muni d’une structure de spo(2|1)-module définie par la dérivée
de Lie dans la direction de X; notée £3\(‘; comme suit :

VA € DE,(S1), LY A=L oA—(-1)/"Ado L}

L’action de spo(2|1) préserve la filtration fine de Dy, (S'1).

Définition 2.4.2. On appelle espace des symboles et on note S5 (0 = p— A\), Uespace
gradué associé a l’espace des opérateurs différentiels. On a donc

S= @ si

keNUZ+N

1
ot Sk = D’/{u/Di#Q pour tout k € NU 5 + N.
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Les résultats donnés dans les propositions suivantes ont été donnés par N. Mellouli
[11] (voir aussi [10]), mais pour faciliter la lecture, nous avons choisi de les reprendre
ainsi que leurs démonstrations.

Proposition 2.4.3. Quel que soit le poids &' on a toujours un isomorphisme entre les
superspaces vectoriels S¥(S') et Fs(S™) donné par

SE(SMY) — Fy (S 1 [FO*] — Fa’, (2.3)

st k € N et par
k—

SH(SMY = Fy(S') : [FO,

N

D] — Fa* (2.4)
stk € % + N.

Puisque P'action de spo(2|1) préserve la filtration sur D}, la structure de spo(2[1)-

module induit sur I'espace de symboles SF une structure de module par passage au
quotient. Ainsi si on note L% ; la dérivée de Lie d’'un symbole dans la direction de X,
on a

AL
Lﬁ(f [A] .= [CX’fA].
Nous donnons d’abord les formules des commutateurs dans le lemme suivant :

Lemme 2.4.4. Si k € N et Xy € spo(2|1), alors

[Xy, 05 = =k f'0k + (—D%k[?(f’)ajj‘l[) — @f”@i-l,
X}, D) = —5'D:
06, g1 = kot ¢ MY prgee
etsik€%+N on a
xp.057D] = —kpok 20— /(B D)peselt - L et in,

Démonstration. On démontre la premiére formule par induction. En effet, si £ = 1 alors
c’est une évidence. Si 'on suppose que la formule est vraie pour k, il vient

[(Xy, O = [ Xy, 0,00] = [Xy, 0,]0% + 0, X, 0%]

= (0, () D)D) + s (9 (1) kD0 D ME Y pragey
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Il est alors facile de voir que la formule est aussi correcte pour k+ 1. Pour la deuxiéme et
troisiéme formule, c¢’est un simple calcul. Pour la quatriéme formule, il suffit de calculer

k—L1 _

;?D] = [X;,0: ?]D+ 0, *[X;, D).

Xy, 0z
0

L’action de la superalgébre de Lie spo(2[1) sur S5(S'') est donnée de la maniére
suivante :

Proposition 2.4.5. Si le symbole S = [FO¥] ou S = [F@I;ﬁb] et si &' =0 — k alors
lidentification dans la proposition devient un isomorphisme entre les spo(2|1)-
modules SE(S™) et Fs_1(SH).

Démonstration. Soient k € N et S = [FO¥] un symbole homogéne de degré k. La dérivée
de Lie du symbole S dans la direction de X est obtenu en calculant I’expression suivante

L% (8) = [Lk, FOF — (~1)/Fok o L} ). (2.5)
La somme des termes de plus haut ordre £ dans L‘;(f FOF est égale a

f0.FOF — (1) ZD(f)D(F)9E + uf' FO"

N | —

tandis que la somme des termes de plus haut ordre k dans —(—1)f§F0§ o L§<f est égale
a

—(=D)FEFfOF — (—1)TENFfOF.
La somme de tous les termes qui correspondent au symbole principal dans (2.5) sont les
suivants :

(70~ (-1 5 DD ) 0k + 0 - k) o,
Il est facile de voir que cette expression est égale a
(L5 ) k.
Donc a I'aide de la proposition on obtient 'identification annoncée. Si k € % +N

1
et si S est un symbole d’ordre k qui s’écrit [F@f ’],on a:

k—1— k—1— F(F3 k—1—
LY, (S) = [LY(FO: *D)] = [L, o (FO: *D) — (=1)/¥"*VFa,*Do Ly ].  (2.6)
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La somme des termes de plus haut ordre £ dans le premier terme est égale a

k—

£0,F0L -

D(f)D(F)d; .

R 1 _
D+ uf' Fos 2D

N[

D - (—1)f

N | —

tandis la somme des termes de plus haut ordre k dans le second terme est égale a

k—

f/Fax

NI
NI

AFfOL 2D — D.

N | —

La somme de tous les termes qui correspondent au symbole principal de la relation ([2.6))
est égale a

=1 — _ _1_ 1
(70, — 03D ) o 2D+ 5~ myp'Fel D,
Il est immeédiat de voir que cette expression est égale a
_ k—1—
(Lif""(F)) )
Donc la proposition nous permet d’obtenir 'identification annoncée. O]

2.5 Outils de la quantification équivariante

Nous utilisons les mémes outils que ceux utilisés dans [28]. Les premiers outils sont
Papplication de quantification affine et ’application .

2.5.1 Application de quantification affine

L’application de quantification affine que nous allons définir est un cas particulier de
la quantification affine introduite dans la définition [1.10.3

Définition 2.5.1. On appelle application de quantification affine Qag, la bijection linéaire
de S5(S'1Y) dans Dy, (S définie comme suit, pour F € F5_j, =2 SK(S) :

Onn(F) FoF si keN
= N —
A FO. *D si kel+N

L’inverse de la quantification affine se note par oag.
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En utilisant cette application @ ag, nous pouvons transporter la structure de Vect(S)-
module de Dy, (S) sur S;(S™) en définissant sur S5(S') la dérivée de Lie notée
également Lx comme suit

— A
Lx = QAflf © ﬁxﬂ o Qas,

pour tout X € Vect(S''). La quantification spo(2|1)-équivariante est alors la donnée
d’un isomorphisme entre les réprésentations (S, L) et (Ss, Lx)

Q: (S5, L) — (S5, Lx) (2.7)

telle que le terme de plus haut ordre de Q(S) est égal & S pour tout S € S¥(S').
En effet, Qag o @ est invariant si et seulement si () est invariant car on a

LY (Qag o Q)(S) = (Qar ° Q)(L%S)

si et seulement si

Qi 0 LY 0 Qag 0 Q(S) = Q(L5S).

2.5.2 L’application v et opérateur de Casimir

La différence entre les représentations (Ss, L) et (S5, Lx) est mesurée par Pappli-
cation
71 spo(2]1) — gl(S5, S5) : Xf > (X)) = L, — L,

On peut calculer explicitement son expression en coordonnées locales. Dans ce qui suit
si F' est un symbole homogéne, nous notons par F' sa parité.

Proposition 2.5.2. L’application v s’annule sur Aff(2|1). Pour tous f € {x? 20}, la

_1
restriction de v(X;) a S¥ est a valeurs dans S(? > @ St En plus, si F € S¥ est un
symbole homogene, on a

(Qarr 0 V(X)) (F) =
<—k(% + A fFOE + (—1)fﬁ+f§FD(f')a’;10)

(2.8)
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si k€N et
(Qam o V(X)) (F) =
=21 _ , k*%
— (=1)IFF fﬁ ((k:+2)\ - 5) FD(f)0,
_k—y) <(k +oA— 1)) F'FIETED (2.9)
2 2
sik e +N.

Démonstration. On a par définition :
(Qag 0 Y(Xp))(F) = LY 0 Qan(F) — Qag o LY *(F).
Si k € N, le calcul du premier terme du second membre nous donne ce qui suit :
LY 0 Qaa(F) = [X;, FOk) + uf'Fok — (—1)7F\ <F Fo8 4+ kF f”a,’;*l)
= X{(F)O + (1T F[X}, 08 + 0f Fok — (—1)TFAF f 9k,

Le calcul du second terme donne

~Qar o LG (F) = ~ 0,0k + (=) S D(fYD(F)0% — (5 — k) f'FO:

En utilisant les résultats du lemme [2.4.4] et le fait que

D(f)D(F) = (~))"* S D(f)FD

— (DR, + (-1 FD()D,

wly—t

[XfaF]:faxF+fFax_(_ )

on obtient le résultat annoncé.
De méme, si k € % + N, on a pour le premier terme du second membre :

JE

LY 0 Qua(F) = [X;, FO, *D) + uf'Fo, *D
— (—1)fFNFEE (D(f) + (—1)ff’b)
%E+(—1)f~F[Xf,a’;‘5D]+ufF -

_(_1)f(F+1 /\Falfi < (

N

D
)+ (-1)fD).
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Pour le second terme, on obtient

_1__ =1 = — 1 _1__
~Qun o LY F(F) = —f0,F9; °D + (—1)f§D(f)D(F)8]; D — (6 — k) f'Fds *D.
L’utilisation des résultats du lemme 2.4.4] nous donne aussi le résultat annoncé. O

_1
Si k €N, la composante de v(Xy)|gr selon Sf 2 est donnée par
.
()R ()

tandis que la composante selon S(’;“_l est donnée par
k—1
(5t ).

Sik € 1 +N, la composante de V(X)lsx selon S(];%

[NIES

est donnée par

_(_1)fﬁ+f% (k _ %) 4+ 2)\> FD(f")

tandis que la composante selon Sé“’l est donnée par
k-1 1
—% ((k: +2X — 5)) f"F.

On peut particulariser les notions de la section [1.10.3|au cas de la superalgebre de Lie
spo(2|1) et aux représentations (Ss, Lx) et (Ss, Lx) discutées a la section précédente.

Définition 2.5.3. On note respectivement C et C les opérateurs de Casimir associés a
(Ss, Lx) et (S5, Lx). On a donc pour tout S € S,

C(S) =37 Lx:oLx,S
C(S) =27 Lx: 0 Lx,S

si {Xi} = {Xy: f € {l,2,0,20,2°}} et {X;} = {X}: f e {l,2,0,20,2°}} sont des
bases duales de spo(2|1) correspondant a la forme bilinéaire K définie par

K :spo(2|1) x spo(2]1) = R : (A, B) — 2str(AB),VA, B € spo(2|1).
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Lemme 2.5.4. La base K-duale correspondant a la base
{Xx7 Xzeu X17 Xx27 X@}

de spo(2|1) est donnée par

1 1
{an X97 _EX:E27 _§X17 _X:EQ}

Nous pouvons maintenant calculer 'opérateur de Casimir associé a la représentation
(8§7 LX)'
Proposition 2.5.5. L’opérateur de Casimir associé & la représentation (SF,Lx) de
spo(2(1) est donné par Clse = aysld, ot aps = (6 — k)(20 — 2k — 1) pour tout k €
NUj+N.
Démonstration. En utilisant la définition 2.5.3] et le lemme [2.5.4] on trouve
1 1
5—k | 76—k 5—k | 76—k 5—k | 76—k 5—k _ 16—k 5—k 76—k
C = LXm © LX:E + LXG © LXacG B LX(L’G © LXG a éLXxQ © LXI o §LX1 © LX@Q'

En calculant C' sur un symbole F, seuls les termes Lﬁ{gk o L%;’;(F), —%Lﬁ{lk o Lﬁ{’; (F) et
L% %o L *(F) donnent une contribution dans C(F) et les autres termes se simplifient.
La contribution de —%Lﬁ{lk o Lﬁ(_m’; vaut —(0 — k)F, celle du terme Li{gk o Li{x’;(F) vaut
1(6 — k)F tandis que celle de Lﬁ(_f o ngzk(F) vaut (0 — k)?F. En sommant ces termes,
on obtient le résultat annoncé. ]

Nous définissons maintenant I'opérateur N qui mesure la différence entre les opéra-
teurs de Casimir C et C comme suit.

Définition 2.5.6. On peut définir un opérateur N de S5 dans Ss de la fagon suivante :
N:8 —85:5—C(5)—C(S5). (2.10)

La connaissance de 'application v permet de calculer explicitement 'opérateur N,
d’ou la proposition qui suit :

_1
Proposition 2.5.7. La restriction de N a S¥ est a valeurs dans Sf oS SikeN,

k=%, .
la composante de N|s§ selon S5 * s’écrit :

(-1 D(F)
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tandis que celle N|S§ suivant Sk~' s’écrit

k(k+2X —1)0, F.

[NIES

Sik €1 +N, la composante de N|S§ selon Sff s’écrit :

(—1)F%(k: 42N — %)5(F)

tandis que celle de N|3§ selon Sy~ s’écrit

1 1
(k= 5)(k+2)\ = 3)d.

Démonstration. En utilisant 'expression de C et de C' de la définition 2.5.3] ainsi que la
définition de 7 et le fait que v(X) s’annule sur Aff(2|1), on obtient directement

1 1
N =Ly, oy(Xu9) — §LX1 ovy(Xy2) — 57()(352) o Lx, —v(Xzp) 0 Lx,.

Le résultat s’obtient alors facilement en utilisant le fait que les symboles de degré k
s'identifient & des (0 — k)-densiteés. O

2.6 Construction de la quantification spo(2|1)-équivariante

Nous allons démontrer 'existence et I'unicité de la quantification spo(2|1)-équivariante
sur S'! pour des valeurs de ¢ dites non critiques. Nous commencons par définir cet en-
semble des valeurs de § pour lesquelles cette quantification spo(2|1)-équivariante n’existe
pas.

2.6.1 Valeurs critiques

Les valeurs critiques sont définies a l'aide des valeurs propres de l'opérateur de
Casimir C.

Définition 2.6.1. Une valeur de  est appelée critique, s’il existe k,l € N U % + N ou
Il <k tel que a5 = .

On a directement la proposition qui suit :
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Proposition 2.6.2. L’ensemble des valeurs critiques de ¢ est donné par

@:{W:k,le%ﬁl, l<k}.

Démonstration. C’est un simple calcul en utilisant la proposition 2.5.5] et la définition
: Pensemble des valeurs critiques de 0 est alors simplement ’ensemble des racines
des équations

(0 —k)(20 —2k—1)= (6 —1)(20 — 21 — 1),
aveck,lE%Netl<k. O

Remarque 2.6.3. La valeur 6 = 0 n’est pas critique.

On peut voir que 2k + 2] 4+ 1 ne peut jamais s’annuler si k,[ € %N tel que [ < k.

2.6.2 La construction

Le résultat principal est donné par le théoréme qui suit

Théoréme 2.6.4. Si § n'est pas critique, il existe une unique quantification spo(2|1)-
équivariante de S5 dans Dy,,.

Démonstration. Premiérement, remarquons que pour tout S € S(?, il existe un unique
vecteur propre .S de C de valeur propre oy, s dont la partie homogéne de degré k est égale
a S. En d’autres termes, il existe un unique symbole S tel que : C(S) = ay. 55 et tel que

S=Si+ S 1+ S 1+-+5, S=S5
SZE«Sg pourtoutlgk—%.

La condition C(S) = ak755’ est équivalente a I’égalité suivante :
(C 4+ N)(Sk + Sk,% + Sk 4+ -+ S0) = ags(Sk + Sk,% + Sg_1 4+ -+ So).

Puisque l'opérateur N diminue le degré de ses arguments d’une unité et d’une demi-
unité, cette condition est aussi équivalente au systéme d’équations suivant :

(€ = arsld)S,y = —pr_ (N(Sy),
(2.11)
(C — ag,sld) S = — <prk—l(N(Skfl+%)) + prk—l(N(Sk*l+1))>
pour [ =1, %, ..., k, ou pr; est la projection naturelle S5 — Si.
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Puisque ¢ est non critique, les expressions ay s — 5 sont non nulles, ce qui implique
; ko 1,6 ;

que les opérateurs (C' — @k751d)‘8§_l sont inversibles et ce systéme d’équations posséde

une solution unique.

Nous définissons 'application () par

Qls:(5) = 5. (2.12)
L’unicité de la quantification provient du fait que la solution du systéme [3.13] est unique
et que la quantification doit associer & un vecteur propre S de C' un vecteur propre
de C de méme valeur propre et dont la composante de plus haut degré est donnée par

S(proposition [1.10.11)).

Il est clair que c’est une bijection et elle remplit la condition suivante :
QoL = LS\(“ o@ pourtout X € spo(2[1).

En effet, pour tout S € SE, les symboles Q(L%S) et E%"(Q(S)) possédent tous deux
les propriétés suivantes :
— Ils sont tous les deux des vecteurs propres de C de valeur propre ajs & cause du
fait que C et C' commutent respectivement avec £ et L°.

— Le terme Lg(fS est leur terme de degré k.

On peut alors conclure que les termes Q(L5S) et £3*(Q(S)) sont égaux par la premiére
partie de la preuve. Ainsi la quantification spo(2|1)-équivariante est donc donnée par

Qam o Q. ]

2.7 Formules explicites pour la quantification spo(2|1)-
équivariante

Nous donnons maintenant des formules explicites pour la quantification spo(2|1)-
équivariante sur S'' dans les cas ot k € Net ou k € 1 + N.
Dans ce qui suit, si r est un demi-entier naturel alors la notation |r] signifie la partie
entiére par défaut de r et [r] signifie la partie entiére par excés de r.
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2.7.1 Le cas des degrés entiers naturels

Proposition 2.7.1. Soit k € N. 57 9 est tel que o # g pour tout | € %N et | < k,
alors le symbole Si_; dans la preuve du théoréme est donné par :

[0 (25 + DCLTTL, (k427 — i)
2T (o — i 3)

Sk—l = Clai(Sk), ou Cl = s (2.13)

st | est entier naturel et il est donné par

()W (k — 1+ 1O T8 25+ 1 T2 (k +2) — 4)

2M [Tig (on — 1)

Sk—1 = (—ngHElEQl(Sk), avec E; =

Y

(2.14)
pour tout | € % +Netl> % et ou le coefficient E% est donné par

_k
2(ax — O‘k—%)'

Démonstration. On procéde par récurrence.

Sil= % et [ =1 les formules (2.13) et (2.14]) sont faciles a prouver en utilisant la formule
(3.13), la proposition [2.5.7| et la proposition [2.5.5]

On suppose ensuite que la formule est correcte pour S,_y si I’ <[ et on prouve que la
f?éré?lzﬁoest aussi correcte pour Skfzfé- Pour cela on utilise la formule 1) et on trouve

1 _ k—141
Sptoy = ————— | NI, (Sud) + N (Sicayp)| (2.15)

dans laquelle la composante du symbole de degré (k — 1 — i) de N\S(z;_z est notée par
N
Deux situations peuvent se présenter :

Si [ est entier alors (k — [+ %) est demi-entier naturel et (k —[) est entier naturel. Dans
ce cas, il suffit d’appliquer les formules de la proposition m et les formules (2.13) et

1) pour voir que Sk_l_% a la forme donnée dans la relation 1) et que

(k— 1) [(=D)I+300y — 20k + 2) — Z)El,%]

E
" 2(on — _(i11))

(NI
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En utilisant les hypothéses d’induction sur les coefficients C) et E,_ 1, on obtient la

formule qu’il faut pour El+%'

Si I est demi-entier alors (k — [ — 1) est entier et (k — [) est demi-entier. Des calculs

similaires aux précédents montrent que S,_; 1 a la méme forme que celle décrite par la
2

premiére partie de la formule (2.13)) et que
(k—1—1L+42)) ((—1)l+%El Yok — 1+ %)Cl_%)

1
2 2(y, — O‘k—(l—l—%))

Les hypotheses d’induction sur les coefficients Ej et C,_ 1 montrent qu’on obtient une
formule correcte pour C), 1 11 O

2.7.2 Le cas des degrés non entiers naturels

La forme de la formule explicite pour le cas de k € % + N est similaire. Seulement la
différence se trouve au niveau des coefficients.

Proposition 2.7.2. Soit k € % + N. Si 6 est tel que oy # oy pour tout | € %N etl <k,
alors le symbole Si_; dans la preuve du théoréme est donné par :

IT—o (25 + D IT5- (k+2k+-—J)Hl o(k—3—1)

Sp-1 = C10,(Sk), on )= 2N TT g (oo — a1 y)
i=0 \ X — Qp 1

st | est entier naturel et il est donné par
Set = (1) ED(S)), (2.17)
ou le coefficient E] est donné par
(DY TTch (25 + DI (b3 =) Ticd (k2= 3 =)
2L~ T3 (o — i)

pour tout demi-entier naturel | > 2 ou le coefficient B, est quant a lui donné par
2

/
E; =
1
2
2

k+2X—1

2(o — O‘k—%)'

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la proposition [2.7.1] O]



Chapitre 2. Quantification spo(2|1)—équivariante sur S*! 66

2.8 Quantification spo(2|1)-équivariantes des symboles
d’ordres %, 1,% et 2

Dans cette section, nous présentons des exemples des formules explicites. Ces formules
montrent en particulier que la construction a I'aide d’opérateurs de Casimir conduit aux
résultats de N. Mellouli dans [I1]. Elles seront également utiles comme exemples élémen-
taires pour la quantification fine équivariante sur R*+1" Pour cela, nous allons nous
servir des résultats de la section précédente ainsi que de la formule (2.12).

Les formules explicites de la quantification spo(2|1)-équivariantes des symboles d’or-

dre %, 1,% et 2 sont décrites par la proposition qui suit :

1
Proposition 2.8.1. 1. §5i S € §; alors,

Q(S) = FD + (—1)F$:_A)ﬁ(zr), V5 # %
2. 5i S €S8; alors,
Q(S) = Fo. + (1) 5o DD + %am, Vo L.
3. Si S €S; alors,
Q(S) = Fo,D + <—1>F%E<F>ax i %@(m
¥ (- )F(g — i(;;ék_) — A))@E(F), V6 ¢ {1, g} .

4. Si S €82 alors,

: 1 (1+2))

Q(S) = Fo, — (1) mD(F)@D + mé’x(ﬂ@x
Y (1+2)\) — —
R eI TR
AL+ 2)) , 3
BTy [Ty LSk {2’ 2}'

Ces formules s’obtiennent en particularisant les formules données dans la proposition

2TrTet 272



Chapitre 3

Quantification spo(2|2)—équivariante
sur 5112

Dans ce chapitre, nous allons construire la quantification spo(2|2)—équivariante sur
S™2. Les résultats de cette quantification ont été donnés jusqu’a lordre deux dans la
thése de Najla Mellouli [IT] et ces résultats ont été I'objet d’une publication dans [30].
Pour ce qui nous concerne, nous allons étendre ces résultats pour les symboles d’ordre
arbitraire et les résultats de cette extension ont été également I'objet d’une publication
dans [29]. Nous utilisons la méme technique comme celle utilisée sur S*I* : nous donnons
une formule explicite pour 'opérateur v et pour les opérateurs de Casimir, qui nous
permettent de construire la quantification équivariante. Cependant, pour permettre que
le texte soit complet, nous reproduisons les résultats connus dans [I1], B0]. Nous allons
d’abord particulariser les définitions générales présentées dans le premier chapitre et
utiliserons également a certains endroits, les notations de N. Mellouli.

3.1 Superfonctions et champs de vecteurs sur S'

Pour décrire le supercercle S'12, nous utilisons la technique qu’on peut trouver dans
[30, 11, 29]. T s’agit de la description donnée au chapitre premier, ot il n’y a qu’'une
variable paire et deux variables impaires. Un élément de C*(S1?) prend la forme suiv-
ante :

f(,01,05) = fo(z) + 01 fi(w) + Os fo(x) + 0102 fr2(2),

ol z est la coordonnée habituelle sur S, 0;, 6, sont les coordonnées impaires et fo, fia, f1, fo
sont des fonctions C*° sur S!.

67
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On définit la parité d’un élement homogéne f € C°°(S'?) qu’on note par f en posant
F=0et 0 =0, =1

La définition génerale des champs de vecteurs se particularise sur S!? en notant
un champ de vecteurs X par

X = fam + 91891 + 928927

oil f,g1,g0 € C®(SY?), 9, = a% et 0y, = %, pour i = 1,2. L’espace des champs de

vecteurs sur S'1? muni du crochet de Lie est une superalgébre de Lie qu'on note par
Vect (S112).

3.2 La superalgébre de Lie spo(2|2)

La superagébre de Lie spo(2|2) peut étre plongée dans la superalgébre de Lie projec-
tive pgl(2]2) et se trouve dans I'intersection de la superalgébre de Lie projective pgl(2|2)
et la superalgébre de Lie des champs de vecteurs de contact sur S'2. Dans cette section,
nous allons expliquer la superalgébre de Lie des champs de vecteurs de contact.

3.2.1 La superalgébre de Lie des champs de vecteurs de contact

La structure de contact standard [30, 1T, 29] sur S'? est définie par le noyau d’une

1-forme de contact
oa=dzx + 61d01 + 92d62

engendrée par les champs de vecteurs impairs suivants :

El = 891 - 9181, 32 == (992 - 92893

On peut trouver les champs de vecteurs sur S'2 (au sens de la formule (1.7.4)) qui
respectent cette structure de contact. Ainsi on a la définition qui suit.

Définition 3.2.1. Un champs de vecteurs X € Vect(S'?) préserve la structure de con-
tact sur S'? sl vérifie les relations suivantes :

[X,El] = ¢xD; + w%E% (X, Ez] =oxD + 90/Xﬁ2

ot ¥x, PV, px, ¢y sont des superfonctions sur S'? qui dépendent de X.
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Grace a la proposition [I.7.5] on peut voir que tout champ de vecteurs de contact sur
(S'2) prend la forme suivante

Xy = f0, — (=1)/ = (Dy(f)Dy + Dy(f)Ds) .

N | —

L’espace de tous les champs de vecteurs de contact sur S*/? est muni d’une structure de
superalgébre de Lie qu’on note par K(Z)F_:].

En considérant des fonctions quadratiques au plus, ¢’est a dire des combinaisons linéaires
de {1,z,61, 02, 22 261, 2602,6,0,}, nous obtenons via la correspondance f — Xy une sous-
superalgebre de Lie de K(2) que nous notons par spo(2|2). La sous-superalgébre de Lie
engendrée par les champs de vecteurs de contact {X,, X1, Xo,0,, Xo,, Xo, } sera appelée
affine et notée Aff(2]2).

La superalgébre de Lie spo(2|2) peut étre obtenue également par le plongement pro-
jectif (voir section dans la superalgébre de Lie projective pgl(2|2). Pour cela on pose
Il =0 et n =2 dans les formules de la section [L.8

Ainsi la superalgébre de Lie spo(2|2) est I'intersection de la superalgébre de Lie de
contact K(2) et de la superalgébre de Lie projective pgl(2]2).

Vu la définition de la superalgébre de Lie spo(2]2), on obtient directement une base
de cette superalgeébre donnée par {X,, X2, X1, Xo,0,, Xeo,, Xuoy, Xo,, Xo, -

3.3 Module des densités de poids \ sur S'?

La définition de I'espace Fy(S'?) des A-densités de contact sur S'1? est une partic-
ularisation de la définition Nous notons formellement 'espace des A\-densités de
contact sur S'? par

FA(S'2) = {f(x,01,05)a™ : f(x,0:,0:) € C=(S'?)}.
et Paction (T.27) de spo(2[2) sur Fi(S'?) s’écrit
LB\(f (ga*) == (Xs(g) + Af'g)at, (3.1)
_ of

avec f' = 5.

1. La notation classique K (2) est utilisée & la place de la notation K (1]2) donnée au premier chapitre.
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La formule explicite du crochet de Lagrange sur C*(S'2) devient

{f.9} =19 = '9—(=1) 5 (D1 (f) D1 (9) + D2 () Ds(9)) , (3.2)

oit f' = 0,(f) et (C=(S?),{—, —}) aquiert une structure de superalgébre de Lie.

Comme nous I’avons signalé sur S', les espaces vectoriels Fy(S'?) et C>(S'?) sont
bien siir isomorphes. La correspondance étant donnée par go* — ¢, la présence du facteur
a? n'est également utile que pour rappeler que nous considérons une représentation
dépendant du poids A. Ce facteur sera également omis dans nos calculs dés que cela ne

risque pas de préter a confusion.

3.4 Opérateurs différentiels et symboles sur S'7

Nous particularisons également sur S, la formule (T.34). Si A est un opérateur
différentiel d’ordre k sur S*I? alors il peut s’écrire en coordonnées sous la forme suivante
[30;, 11, 29] -

| =
A= > ama(0) DDy, (3.3)

+5+5<k
ol @ € C(SM?) pour tous I,m,n. Comme Ef = E§ = —0,, on peut supposer que

m<1l,n<l1.
Explicitement, on note en coordonnées :
- 1 o
Uk €N, A=ax0 + 20l DiDo+ a1 ,0: Dy +ay 1,00 "Dy
+ ...+ aLlax -+ a172E1b2 + G,%Jbl + OJ%’sz + Clo,lid
et

1
2

3
k=3

N N — _1 R
Vk S + N, A= (lk’la]; 2D1 -+ ak,g(‘?f 2D2 -+ ak_%’l&f 2 + am&g D1D2

+ ...+ a%’lﬁl + a%gbz + a07lid.
Si on note par D}, (S'?) (ou D}, §’il n’y a pas confusion possible) I'espace des

opérateurs différentiels d’ordre au plus égal k sur S*2, alors on écrira par Dy, (S'?)
I'union de tous les espaces D, (S'?) et on a :
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Dy(S') = | DL.(S™P).

keNUZ+N

1
Puisque D}, (5'?) C D;ZQ(SHQ), alors I'espace Dy, (S'1?) est muni d’une filtration suiv-
ante appelée filtration fine :

1 -1
DY,.(5'?) € D}, (S'P) C D}, (S") ... c D), 2 (S"?) c D}, (5'7)

On précise que 'espace D?\“(Sm) représente les opérateurs qui consistent & multiplier
par des (u — A\)—densités.

L’espace Dy, (S?) est muni d’une structure de K (2)-module définie par la dérivée de
Lie dans la direction de X; notée CXf comine suit :

VA € DL, (SR), LY A=I oA— (1) 4oL}

On a vu dans la proposition [1.9.14{que I'action de K (2) préserve la filtration de D, (S*?).
On peut maintenant définir I'espace des symboles associés a celui des opérateurs
différentiels sur S'12.

Définition 3.4.1. On appelle espace des symboles associé a [’espace des opérateurs dif-
férentiels Dy, (S'?) et on note S5(S'?), § = u — \ Uespace gradué suivant

51\2 @ Sk 51\2
keNul 5+N

tel que SE(S'?) = DiM(SHQ)/D’;;f(S”Q) pour tout k € NU 3 + N.

L’opération de passage au symbole principal est une application notée o définie sur
Iespace des opérateurs différentiels telle que sa restriction sur D’/{M(Sm) est donnée par

o) Dfu(sm) — SF(SY?) . A [A]

Puisque I'action de K (2) préserve la filtration fine sur Dy, (S*?), 1a structure de K (2)-
module sur D}, (S'?) induit une structure de K'(2)-module sur S§(S'?) : la dérivée de

Lie L%f d’un symbole [A] dans la direction de X s’écrit
L%, [A] = [L3 A

Nous pouvons alors définir des identifications entre les espaces vectoriels S¥ et Fy x Fy
de la maniére suivante :
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Proposition 3.4.2 (|11, Chapitre 2| et [30]). On a un isomorphisme de superespaces
vectoriels entre S¥(SY?) et Fy x Fy avec §' =6 — k donné par

[F10F + F,0" ' D Dy v (Fy, F) (3.4)

st k € N et par
[F18£_§D1 + Fgﬁj_iDg] — (Fl, FQ) (35)
sikej+N.

Via Iisomorphisme ci-dessus, la structure de K (2)-module sur S¥(S'?) induit une
structure de K(2)-module sur Fy x Fy.

Nous allons d’abord rappeler ces formules dans le lemme suivant.

Lemme 3.4.3. Si k € N et X € spo(2|2), alors

0 o , .
X705 = —kf'0 + K (D1 ()57 Dy + D08 Dy) — M= pre

_ 1 - 1. _ _

Xy, D] = —§f/D1 + §D1D2(f)D2;
_ 1 - 1. _ _

[va Dz] = —éf/D2 - §D1D2(f)D1;

* k(k — 1
0, f] = kst HEZD prgpe

Démonstration. La premiére formule peut étre démontrée par induction. Si £ = 1, la
formule est facile & obtenir : c’est-a-dire & partir de I'expression de X

EEAVARS _ _ _
%70 = 0.+ DU Dy + D)D)

Si de plus on suppose que la formule est vraie pour un certain k& et comme l'on a

(X7, 00 = [Xy,0,05]
- [vaar]a§+ax[vaa§]a
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on obtient

(-1)
2

[Xf, 057" = (—flam + (D1 (f") Dy + Dz(f’)D2)> oA

(-1)/

o <_’“f o+ kD)2 by + Dy Dy - M g ak> |

Le développement de ces formules montre bien qu’on obtient

=

k(k+1)

M) llak..
10

X505 = (k4 1) £ 0+ (40 S (D1 (79941 + Da()25Ds) -
Donc la formule annoncée est aussi vraie pour k + 1.

Les formules de [X ¢, D;] et [Xf, Ds] sont obtenues facilement par calcul.
La derniére formule quant a elle peut étre aussi démontrée par induction. Pour k£ = 1,
la formule est évidente. On suppose que la formule est vraie pour un certain k. Si la
formule est vraie pour k,

05, 1= 100, f] = 0u[05, f] + [0, f10;

= 0, (k; ot HEZD 2 2, f”a’;—2> + [0k,

Donc on a [951, f] = (k + 1) f/9% + HE #7951 La formule annoncée montre qu’elle
est aussi vraie pour k + 1. O

Les résultats donnés dans la proposition suivante sont connus dans la thése de N.
Mellouli [I1, Chapitre 2| et dans [30]. Ils sont importants dans le calcul de 'opérateur
~. Nous allons les reproduire ainsi que leurs preuves.

Proposition 3.4.4. St un symbole de degré k est représenté par une paire de densités
(F1, Fy), alors Uaction de K(2) sur S¥(S'?) notée par Lx,(Fy, Fy) correspond

1. a la paire
<L§{ko1, ngkoQ) pour tout k € N;

2. a la paire

1- = 1- = 1
(ngfkﬂ — 5 DiDa(f) P, L5 Fy + EDlDQ(f)E) pour tout k€ 5 +N.
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Démonstration. On sait que 'action d'un champ de vecteurs de contact sur un symbole
S d’ordre k qui s’¢crit [D] avec D € D (S*?) est donnée par la formule

(LY (D)) = [Lk, o D — (=1)P(D o L},)].

Sike€NetsiS=][D]=[F0"+ F;,0"'D,D,], nous avons

L%, (S) = [, o(FRO+Fo0y Dy Do) — (= 1) (RO + 0y DiDy)oLy ], on F=F

(3.6)
Nous ne devons considérer que les termes de degré k de 'expression a l'intérieur du
crochet. Cette égalité peut s’écrire également comme :

[Xf, Flﬁﬁ] + [Xf, Fg@fflﬁlﬁg] + 5f/(F18§ + Fgagilﬁlbg), 0= m— A (37)

Ici la notation [—, —] représente le supercommutateur. On peut voir que la somme des
termes de plus haut degré (c’est-a-dire égal k) du premier terme s’écrit :

f0.F10k — (~1) DL (H)DL(F)% — (=1 ST f)Da(F)2% — (~1)7FkF 0k,

tandis que la somme des termes de plus haut degré du deuxiéme terme s’écrit :

— 1_
f0. 20" DyDy — (1) §D 1(f)D1(F3)05 ' D1 D,y
1 — - i -
—(—=1)f 2D2(f)D2(F2)8’;_1D1D2 — (—=1)/FkEy f'0" D, D,.
En résumé, la somme de tous les termes de plus haut degré dans (3.6]) est égale a

(fam (W EDND+ Dl NDF + (6 k‘)f’F1> o

(Dv(f)Ds + Dol /) Do) Fs + (5 — k)f'FQ) 91D, D,

l\DI»—t

v (fom - (-1
Donc au symbole
LY, o (RO} + 08Dy Dy) — (—1)/T (R0} + 7,08~ D1Dy) 0 Ly,
correspond le couple de (§ — k)-densités suivant

(X4 (0= k) [V, (X4 (0 = k) f')F).

= F.
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Sikei+NetsiS=[D]avec D e D}, (5") on ale méme type de calculs. Nous
avons donc

L%, (9)] = [Ly, (F10: > Dy+ Fody > Do)~ (1) 1y > Dy +Fyds *Dy)LY,], (3.8)

ou F = [}, = F,. En négligeant les termes d’ordre strictement inférieur a &k dans (3.8)),
nous avons donc

L% (8) = [Xy, 0,

— 1 I _1
Di|+ X, o0y *Do) +0f (Fi0s *Da+ Fa0r *Dy), 6 =p— A

(3.9)
La somme des termes de plus haut ordre (c’est-a-dire égale k) du premier terme de

'égalité (3.9) s’écrit :

NI

D.(f)Dy(F1)or D,

=1 — — N i ) k—i— =1 1
—(—1)f§D2(f)D2(F1)af Dy — (-1 FkF f'05 2D, + (—1) F§F1D1D2(f)8f 2D,

FO,F0E D, — (—1)f

N | —

tandis que la somme des termes de plus haut ordre du deuxiéme terme de (3.9)) s’écrit :

_1__ A1 — _ 1

£0, 0L 202—(—1)f§D1(f)Dl(F2)a§ 2D,
-1 — — 1 i 1 ial  — 1
—(—1)f§D2(f)D2(F1)8f Dy — (1) kR, 10k 2D2+(—1)fF§F2D2D1(f)8f :D,.

La somme de tous les termes de plus haut ordre dans (3.9)) est égale &
;1 — — — — 11— — _
(f@wFl — (—l)fﬁ(Dl(f)Dl + Do(f)D2)Fy + (6 — k:)f’F1> ok 2D1—§D1D2(f)F28m Dy

! (f Ol (_1)%(51(f )D1 + Ds(f)Da) Fy + (3 - k)f’Fz) oL Dyt
donc

S 1— — -
{(X;+ (6~ WVF} 0 *Di — 5D Da(f)Fods * Dy

F{(X;+ (5= k) f )} 05 2Dy + —DiDo(f)F10s Do,

1
2
L’isomorphisme (3.5)) nous permet de conclure. ]

Remarque 3.4.5. 1l est clair que si k € N on a la structure de module canonique sur
Fsi X Fg tandis qu’elle ne l'est pas si k € % +N.
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3.5 OQOutils de la quantification équivariante

Nous utilisons comme pour S les mémes outils (tirés dans [28]) pour étudier la
quantification spo(2|2)-équivariante sur S*/?. Les concepts sont les mémes que sur S/,
mais les calculs sont plus délicats a cause de la présence de deux variables impaires.

3.5.1 Application de quantification affine

Nous notons par Aff(2|2) la sous-superalgébre de spo(2]2) engendrée par les champs
de vecteurs de contact constants et linéaires. La définition générale [1.10.3| de la quan-
tification affine se particularise sur S'? comme suit :

Définition 3.5.1. On appelle quantification affine et on note Qag, la bijection linéaire
entre les espaces S5(S'?) et Dy, (S'?) définie comme suit, pour (Fy, Fy) € Fs_p X Fs_j, =
Sk(S'12)

Flalg -+ F28§_1D1D2, st k S N,

Fi, Fy) = _1_ 1
Qarlsy (F1, F2) {Fla’; 2D, + Fydk 2Dy, sikes+N.

L’application Qag nous permet de transporter la structure de Vect(S'?)-module de
D, .(S*?) sur T'espace S;(S'?), en définissant une dérivée de Lie £ sur S;(S'1?) par :

Ly := QK% o L’}\(ﬂ o Qasr

pour tout X € Vect(S'?).

Comme dans le cas de S''| I'existence d’une quantification spo(2|2)-équivariante
est alors équivalente & l'existence pour tout k € %N, d’un isomorphisme () entre les
représentations (Ss, L) et (Ss, £) tel que le terme de degré k de Q(S) est égal & S pour
tout S € Sg“(S”Z). Par conséquent, I'application () ainsi définie est une quantification
spo(2|2)-équivariante si et seulement si Qag o Q) vérifie les conditions de la définition

LI0T

3.5.2 L’application vy

Dans le but de mesurer la différence entre les deux représentations (Ss, L) et (Ss, £)
de spo(2]2), on introduit un opérateur, noté ~y.

Définition 3.5.2. L’opérateur v est définie de la maniére suivante :

v 1 5po(2]2) — gl(Ss, S5) : X > y(Xy) = LY — L,
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Nous pouvons maintenant calculer explicitement ~. Si (F1, F2) est un symbole ho-

mogeéne, alors nous avons F; = F5. Dans tout ce qui suit, nous allons noter ce nombre
par F.

Proposition 3.5.3. L’application v s’annule sur la sous-superalgébre de Lie Aff (22).
Pour tout f € {x0y,20y, 2%}, Uopérateur v(X;) applique Uespace SF dans la somme

_1
directe Sf e Sé“_l. Plus précisément, si (Fy, Fy) € SF est un symbole homogéne, on a

(Qag 0 y(Xy))(F1, F2) =
0 (0 5D F+ ()7 (5 ) s ) 0Dy
+ (VDR - (1) (5 +2) D)) 04D
—k <% + /\) frRoy!

k o
—(k—1) (5 + /\) f'F0" 2D Dy, (3.10)
stk eN et

(Qag o v(Xy))(F1, F) =

gl .
+ (k - %) (( k; 2 _ )\) f”Fz) oy 2Dy, (3.11)

Démonstration. Par définition de ~, nous avons

sikE%—i—N.

(Qag o v(Xy))(F1, Fo) = AC;\(I;(QAH(FM ) — QAE(L%k(FM Fy)).

Nous pouvons écrire matriciellement Qag(Fi, F3) comme suit :

0y
Qaa(Fy, F2) = (F1, F3) (8];—13152) .
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Dans la suite, nous appelons D le vecteur colonne suivant

0y
b= ( 951D, D, ) -

L’expression £3\(‘;(QA5(F1, F5)) ’écrit alors

(Xs + uf)(Fr, F)D) — (=1)7F (1, F)D(X; + Af),

(X(Fy), Xp(F2))D + (=) F (P, B)[ X5, D] + (1 — N f(F, FQ)D“
— (-1)/FANFL B) (D, f1].

Grace aux formules établies dans le Lemme [3.4.3] on voit que [X, D] est égal a

~kf'Oy " D1Dy + 5(=1) (D2(f")0y " Dy — Di(f")0; ' Ds)

_ k(k=1) rrok—1
+< A )
——5—f"0; 1D

( —kf0f + 5(=1) (Dy(£)05 Dy + Da( )05 D) )

tandis que [D, f'] est égal a

) kjf//algfl
( (=17 (D2 )05 Dy + (=1)/ (D1 f") 0y~ Do + (k — 1) f"95 2D Dy ) '

La somme des termes (X(F1), X;(F2))D, (u— \)f'(F1, F2)D et

-~ _kf/ak
_1)/F T _
( 1) (F1>F2)< —kf’@’;_lDlDQ )
est égale & QAﬁc(Lﬁ(’fk(Fl, F3)). On obtient facilement 'expression de Qag(7(X¢)(F1, F))
en sommant les termes qui restent.
Sike % + N, on exprime également Qg (Fy, F2) sous forme matricielle comme suit :

D,
D,

o

o

[SIES ST

Quas ([, Fy) = (F1, F) (
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AEd))
D = z—l _1 .
Or 2Dy

Par définition, I'expression ﬁg\(’”;(QAH(Fl, F5)) est égale a

On note par D le vecteur colonne

(Xs + uf")(F1, F)D) — (=1)fFD (R, B)D(X; + Af),
c’est-a-dire

(X(Fy), Xp(F2))D + (1) F (B, B)[Xp, D] + (1 — N) f'(Fy, Fo)D
— (=) FINE, B)D, f1.

Grace aux formules établies dans le Lemme [3.4.3] il vient que [X, D] est égal a

k—1
( —kf'0 2Dy + L

_ ( k_%(—l)f(Dl(f' o
)f

(~1)F(Fy, F) (

est égale a QAﬁc(ngfk (F1, Fy)). En sommant enfin les termes qui restent, nous obtenons
Uexpression de Qag(v(Xy)(F1, F2)). O
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Les résultats établis dans la Proposition [3.5.3] peuvent étre écrits sous forme ma-

1
tricielle. Si k € N, la composante de 7(Xy)|s selon S; ? s’écrit :

Di(f) (5+2)
Da(f) =(5+2)

(_1)f+F (
tandis que la composante selon S(];_l s’écrit :

g ( k(le()H) (k — 1)?%” ) |

Sik € 1 +N, la composante de V(Xy)|sy dans la direction de Sgi

e ( (52 +0Du(f) (5 + NDu(f) )

N0 |

N

s’écrit :

k— k

2D,(f)  —(SE)Du(f)

tandis que celle dans la direction de S?’l s’écrit :

(s

— A f'1d.

3.5.3 L’opérateur de Casimir

Pour construire la quantification spo(2[2)-équivariante sur S*2, nous allons utiliser
la méme méthode que pour construire la quantification spo(2|1)-équivariante sur S,
Nous allons en effet comparer les opérateurs de Casimir C' et C de spo(2]2) associés aux
représentations (Ss, Lx) et (Ss, Lx).
Les définitions suivantes : Définition1.10.6] Définition[I.10.7) et Définition avec
toutes les propriétés et propositions qui en découlent, sont toutes d’application sur S*?
en considérant les représentations (Ss, Lx) et (Ss, Lx).

En pratique, pour calculer 'opérateur de Casimir de spo(2|2), nous aurons besoin du
lemme suivant qui est un cas particulier du lemme [1.10.12

Lemme 3.5.4. La base K-duale correspondante a la base

{X17 X917 XQQ’ XLI?? X9192a Xm@p XmGQa X$2}
de spo(2|2) est donnée par la base
1

—Xl}.

1
{_§X$27 _Xx917 _X:ceza X:w X91927 X917X927 _2
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Démonstration. La preuve est donnée en toute généralité dans le lemme [1.10.12 O

Nous pouvons donc maintenant calculer 'opérateur de Casimir associé & la représen-
tation (S¥, L).

Proposition 3.5.5. L’opérateur de Casimir associé a la représentation (Ss, L) de spo(2|2)
est donné par C’\S§ = aysld, avec

{ (—k+0)2, stk eN,
Qs =

(=k+6)*—1, sikei+N

Démonstration. Premiérement, nous utilisons la Definition [1.10.8| et le Lemme [3.5.4]
pour voir que 'opérateur de Casimir C!S(z; est égal &

1
—5Lx,Lx, — Lx,, Lx, — Lx

9 LXGQ + (LXZ-)Q + (LX9192)2 + LX91 Lx

xfo x6q

1
+ Ly, Loty = L3 Lo

6o

Nous avons deux cas :
Si k € N, grace a la forme des champs de vecteurs, on peut voir que cet opérateur de
Casimir est un opérateur différentiel qui peut s’écrire sous la forme suivante :

fo+ f10u + foDy + f3Do + 102 + f50, D1 + fs0.Dy + frD1 Do,

avec f; € O(S'2) pour tout i. Puisque 'opérateur de Casimir est un opérateur qui com-
mute avec le champs de vecteur X; = 0, et puisque on sait tout court que 0, commute
avec les champs de vecteurs D; et Do, il est clair que les coefficients f; de 'opérateur de
Casimir sont indépendants de la coordonnée z. Puisque 'opérateur de Casimir commute
avec les actions des champs de vecteurs Xy, = §(9p, + 619,) et Xo, = 5(a, + 620,) et
puisque ces champs de vecteurs commutent avec les champs de vecteurs 0,, Dy et Do,
alors les coeflicients f; de 'opérateur de Casimir sont invariants sous les actions de Xy,
et Xp,. Par conséquent ces coeflicients f; sont indépendants des coordonnées 6; et 6s.
En bref, 'opérateur C/| st est a coeflicients constants. Vu des expressions de la dérivée
de Lie et des champs de vecteurs de contact X,2, X,p,, X.0, et Xg,0,, on ne consideére
que les termes manifestement constants, les autres devant s’annuler. La contribution des
termes _%LXzz Ly, Lix,g Lxy, s Lix,g, Lix,, €t <LX9192)2 a Popérateur de Casimir C'|3§ est
nulle.

x0q x0o



Chapitre 3. Quantification spo(2|2)—équivariante sur S* 82

: 1 N o
On peut remarquer aussi que le terme —;Lx, Lx , a la méme contribution que

—3Lix,,x ,)- Ce terme a donc la méme contribution que le terme

1

——Ly

2 {1712} - _LX

T

Cela étant, la contribution du terme —%L x; Lx , est égale a celle de —Lx, qui est égale
—(0 — k)Id.

La contribution du terme (Lx, )? est égale a (6—k)?Id. Les termes Lx, Lx,,, et Lx, Lx,,,
donnent chacun une contribution égale & (6 — k)Id.

En conclusion, si k € N, Clsr = (0 — k)?1d.

Sike % + N, on peut voir que la premiére (resp. 2éme) composante de C’|S§(F1, F)
peut s’écrire comme suit :

(fo+ f10z + oDy + f3Dy + f102 + f50.D1 + f60. D2 + frD1Ds) Fy
+ (90 + 910 + 92D1 + g3 D) F
(vesp. (fo + f10, + foD1 + f3D3 + 102 + f50:D1 + f60. D3 + fD1D3)
+ (90 + 9105 + g2D1 + g3 Ds) FY),

avec f;, g; € C(S'?) pour tout i. De méme que dans le cas précédent, grace au fait
que C]3§ commute avec les champs de vecteurs X;, Xy, et Xp,, alors on en tire que les

coéfficients f; et g; sont constants. On peut voir que seul le terme (LX9192)2 donne une

contribution supplémentaire au cas précédent ; et sa contribution est égale a —%Id.
Donc on obtient si k € 1 + N, Clsr = ((0 - k)? — 1)Id. O

Dans le but de mesurer la différence entre les opérateurs de Casimir C et C', nous
allons utiliser la Définition Ainsi partant de I'expression de v donnée dans la
proposition nous pouvons calculer I’expression explicite de 'opérateur N. Donc
on a la proposition qui suit :

Proposition 3.5.6. La restriction de l'opérateur N o S¥ est a valeurs dans la somme
_1
directe Sf S 8(?’1.

. k-1 . .
St k € N, la composante de N]S§ selon S5 * peut s’écrire sous forme matricielle

comme suit :
~-07
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tandis que celle N|S§ suivant Sk~' s’écrit

k(55 + )0, 0
2( 0 (k:—l)(§+/\)8m>'

_1
Si ke % + N, la composante de N]S§ selon Sf 2 est égale a

1 k-1 d: 0
Démonstration. En utilisant les expressions des opérateurs de Casimir C et C, de la
définition de v et en sachant que 'on a

7(X1) - 7(X91) - ’Y(X92) - 7<X0192) = V(Xa:) =0,

nous obtenons immeédiatement que

1
N = —57(Xe2) Ly = V(Xa6, ) Lxo, = V(Xa02) Ly, + Lixo, V(Xat1)

1
_LX17(X552)'

+ LX(;Z’Y(XJ;GQ) - 2

Premiérement supposons que k£ € N. Si nous écrivons également sous forme matricielle
les expressions des dérivées de Lie contenues dans 'écriture de NV, nous voyons que la

composante de N| sk suivant S(?*% est égale a
2(—1)F 5010 (5 + M) 0 0
20, —(E+ N0, 0 0,
Op, + 0,0, 0
Op, + 0,0,

(99 + 928 0
0 Oy, +0:0,

- (1B )

|
o
|
—_
SN—
T
=1
ol O
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Ensuite, la composante de N|3§ suivant Si~! est égale a

("0 e (5 8),

Dans le cas ot k € N+ %, des calculs similaires montrent que ’expression de N| sk donnée
dans I’énoncé de la proposition est également correcte. O

3.6 Construction de la quantification spo(2|2)-équivariante

3.6.1 Valeurs critiques

Nous commencons par définir les valeurs critiques de cette quantification. Il s’agit
d’un ensemble de valeurs de § en dehors duquel cette quantification équivariante existe
et est unique.

Définition 3.6.1. Une valeur de § est dite critique s’il existe k,[ € %N avec | < k telle
que Qg5 = Q6.

On a directement la proposition suivante :
Proposition 3.6.2. L’ensemble des valeurs critiques de ¢ est donné par
k+1 k2 — 12+ 1 1
Coit =3 —:klEN, I<kyUd——2: kN, l€-+N; I<k
n {53 S RN

k217 — 4 1
Ud—— 4 ]1eNke-+N: I<kb. (3.12
{Q(k—l) eNkeg+N; 1< } (3.12)

Démonstration. L’ensemble des § vérifiant 1’équation de la forme
Qs = Qs

pour k,l € Nou k,l € %+N, est égal a I’ensemble €,y indiqué dans la proposition. [J

3.6.2 La construction
Le résultat principal de ce chapitre est donné par le théoréme qui suit.

Théoréme 3.6.3. Si 0 est une valeur non critique, alors il existe une unique quantifi-
cation spo(2|2)-équivariante de S5(S*?) dans D, ,(S?).
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Démonstration. La preuve est similaire a celle que nous avons présentée pour le Théoréme

du chapitre précédent.

Premiérement, nous remarquons que pour tout S € 8(?, il existe un unique vecteur
propre S de C de valeur propre oy s tel que

S:Sk+s,€_%+sk_1+---+so, Sp =8
S € St pourtoutlék—%.

En effet, puisque S est le vecteur propre de C de méme valeur propre ay 5, alors on a
(o O‘k,éld)Sk—% = P! (N(Sk)),
(C = arsld) Syt = = (D1 (N (Syi1)) + Pryt(N(Si-131)))

3
)99

(3.13)

pour /=1 .., k, ol pr; désigne la projection naturelle S5 — S;.

Puisque § est non critique, les expressions a5 — oy 5 sont non nulles, donc les opéra-
teurs (C'—ay 51d)| ge—1 sont inversibles et le systéme d’équations posséde une solution
. ’ )
unique.

Deuxiémement, définissons 'application () par
Q’s];(s )=15.
Il est clair que c¢’est une bijection et qu’elle satisfait la relation
Qo Lif = Lx,0Q pour tout Xy € spo(22).

En effet, pour tout S € S¥, les symboles Q(Lg(fS) et Lx,(Q(S)) sont tels que
— ils sont tous des vecteurs propres de C de valeur propre a5, parce que d’une part
C commute avec Lx, pour tout X; € spo(2[2), et d’autre part C' commute avec
L§<f pour tout Xy € spo(2[2).
- L_‘i(fS est leur terme d’ordre k.
La premiére partie de la preuve montre montre que les symboles Q(Lg(fS) et Lx,(Q(S))
doivent coincider. La quantification spo(2|2)-équivariante est donc donnée par Q.g o Q.

La quantification spo(2|2)-équivariante ) ci-dessus est unique. En effet, si S est
un vecteur propre de C' de valeur propre aygs, et si @ est la quantification spo(2|2)-
équivariante alors Q(S) doit étre un vecteur propre de C de méme valeur propre oy s car C
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et C' sont définis par les dérivées de Lie Lx, et L_‘;f. L’existence de la solution du systéme
d’équations (3.13)) implique alors 'unicité de la quantification spo(2|2)-équiavariante sur
S,

O

3.7 Formules explicites pour la quantification spo(2|2)-
équivariante sur S

Nous allons présenter pour les valeurs non critiques de ¢, les formules explicites de
la quantification spo(2|2)-équivariante dans les cas on k € Net k € 3 +N.
Les formules que nous allons donner permettent d’étendre les résultats de |11, Chapitre

2] et [30]. Rappelons que N. Mellouli a donné les formules explicites pour la quantification
spo(2|2)-équivariante sur S'? pour les symboles de degré au plus égal deux.

3.7.1 Quantification des symboles homogénes de degré k entier

Proposition 3.7.1. Soit Q lapplication de quantification spo(2|2)-équivariante sur S*1
donnée par R X
Q‘Sgc(S):S, ot S:Sk+5k,%+3k,1+---+So. (3.14)

Si 0 est une wvaleur non critique et | est un entier naturel, alors le symbole Si_;
contenu dans la formule (3.14)) est donné par :

ApBiy 0 I
Cl( 0 Ak_lBk) 02(5k)

ABy0, — BBy D, D,01
+ Dy (AkAk—lDll_)Q@i_l Ak—lBk;ai Sk, (315)

ot les coefficients Ay, By, C; and D; sont donnés par les formules suivantes :
Ap=—k, Bip=—(k+2\),

_ Hi: Ap—iBy—i D, = —I Hi: Ap—iBi—i
Hé:1 (o — O‘k—i)7 2(ap — Oék_%) Hézl (ap — o—y)

Si | est demi-entier naturel, nous avons :

Sk*l — (_1)§k+1El |:<AkD1 Bk;D_Q ) aCElJ:| Sk7 (316)

Ci

ApDy —ByDy
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ot |l] est la partie entiére de | et E; est donné par :

-1
Hizlz Akfin:fi
-1 ’
2o — oy 1) TTiet (o — i)

E =

Les coefficients de Cy, Dy et E% sont donnés par les formules suivantes :

C, = —1 ;o Dy =— ! ; E !
ap — Qg1 2(ap —ay_1)(ap — 1)

NI

L 2(a — 1)

Démonstration. Les symboles Si_; sont obtenus par induction en utilisant la formule
1} Sil= % et si | =1, les formules (3.15)) et (3.16]) sont faciles & obtenir en utilisant

la relation (3.13), la proposition [3.5.5| et la proposition [3.5.6]

Supposons maintenant que les formules donnant les symbole S,_; sont vraies pour
I" <l et prouvons que la formule donnant le symbole S,_,_ 1 est aussi vraie. En utilisant
la relation (3.13]), nous pouvons écrire que
1 _ k—i4+2
= [N S0+ N (S ey)] (3.17)

1
20— Ol

Skl

ou la composante de N|Sk—l suivant Sg“_l_’ est notée par N,f__ll_i.
[
Deux situations peuvent se présenter :

1. Si [ est un entier naturel, alors (k — ) est un entier naturel tandis que (k — 1+ 3)
est demi-entier naturel. Dans ce cas, en utilisant la proposition |3.5.0 proposition

la relation 1) et la relation 1) on voit que, S;_;_1 est égal &

(pyper (G Bt 4 2D A B+ 2 A B By (Aka@l B, Ds ) S
2(Oék — Ckkf(lJr%)) AkaiDg _BkaiDl ’

i.e. égal a

) A, B A0 Dy Bp0'D
O\ Fal k—1Dk—1 KOz L1 KOz L2
(=1) (2(0% — ak_(l+§))) <Cl 2D+ QEZ—%> (Akagpg —Bka;m) Sk

Donc Skfzfé a la forme donnée par la relation 1} et on en déduit I'expression
de EH% qui est égal a
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Ak—lBk—l
2(o — (1 1)

En utilisant les hypothéses d’induction sur les coefficients Cy, D; et El_%, on voit
que la formule donnant E, 1 est aussi correcte.

By = (Ci+2Di+2E, ).

2. Sile1+N, alors (k—1) € 1+ N tandis que (k — [ + ) est entier naturel. Des
raisonnements similaires a ceux menés au point 1 montrent que si les formules
donnant les symboles Si_; sont vraies pour I’ < [, alors Skflfé s’écrit

—F AkBIH,%&E _BkBk—lféﬁlb2 1L
2 0L+ Sk
(o — %-(z%)) Ak—l—%AleDQ Ak—l—%Bkaﬂﬁ

P Ao o (Ao 00 gy
(O‘k_ak—(ué)) =3 0 Ak’—l—%Bk v

I+ 1 —_ — -1
Ak—l—&-%Bk—l—i-% D AkBk—l—%al+2 —BkkaznglDﬁx ’

1 l+%

1 —_ — -1 Sk7
Ak—l—%AkD1D2a$ 2 Ak,_l_%Bkax

(ox — O‘k—(l—i—%))
i.e.
ais e Cio1 Ay ’ @lj%(Sk)
(ar = ap_gp1y) 2 0 A 1By

+ (—E +A, 1B, ;D7;> =z — 2 8&”5.
(ak_ak—(l—‘r%)) l S RL AR A1 ApD1 Dy Ay 1 Br0s *

Cette expression montre que le symbole S, _, 412 la méme forme que la formule

1) et on en déduit que les coefficients C +1 et Dy, 1 sont donnés par les formules

sulvantes :

_ Ak—l—}—%Bk—l-i-% C
A (o — 1) !
k k—(+3)

1

(o — 0%7(1%))

Ciy

Dy = (‘El + Ak—z+%Bk—l+%Dl—%> :

En utilisant les hypothéses d’induction sur les coefficients Cl_%, Ep et Dl_%, on
voit que les formules donnant les coefficients C) L1et D, 11 sont aussi correctes.

]
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3.7.2 Quantification des symboles homogénes de degré k£ non
entier

Proposition 3.7.2. Soit Q lapplication de quantification spo(2|2)-équivariante sur S*1

donnée par ) )
Q|S§(S>:S, ol S:Sk+Sk,%+Sk,1+~-+SO. (318)

Si § est une valeur non critique et si | est un entier naturel, alors le symbole Sy_; donné
dans la formule (3.18) est donné par :

(0L 0 , o —D Dy
{Cz (O 85) + D, (D1D28l_1 1al2 )} Sk,

ot les coefficients C] et D] sont donnés par les formules suivantes :

Sil e %—l— N, nous avons :

; B, .D, B._,D
o 1\SkHl k=171 ko2 2
Sk—1= (=1 Ey |:(Ak_lD2 —Ak—lD1> % ] o

ou 1] est la partie entiére | et les coefficients E] sont donnés par la formule suivante :
-3
[Li=o (Ak—%—in—%—i)

-1 ’
2000 — o) TTi=t (o — ves)

E =

Le coefficient E', est définie par la formule suivante :
2

1

1= .

22 (ak — ak7%>

Démonstration. La preuve est complétement similaire & celle de la Proposition[3.7.1] O
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3.7.3 Discussion sur les situations critiques

Il existe certaines valeurs critiques de ¢ dans I'ensemble donné par la formule (3.12))
pour lesquelles les formules explicites données plus haut pour la quantification spo(2]2)-
équivariante restent bien définies.

(1)

(2)

Sik € N (resp. k € £ + N) et si | € N+ 1 est compris entre 2 et k — 1 (resp.

k) et si 0 est tel que ay — ax_; = 0, alors la formule explicite de la quantification
spo(2|2)-équivariante donnée dans la proposition [3.7.1] (resp. proposition [3.7.2) est
bien définie.

2yl 1
Si k€ N (resp. k € N+ 3) et si § = % (resp. ST ), alors la formule

explicite de la quantification spo(2|2)-équivariante est définie si | € N+ £ (I est
entier naturel) est compris entre 1 (resp. 0) et k — 3 .

Dans ces deux cas, un argument de continuité sur le paramétre § permet de montrer que
les formules explicites définissent bien une quantification équivariante.

(3)

(4)

SikeNet2<I<ketsidest critique, ¢’est-a-dire si a —ag_; =0 (6 = k — %l),
alors la quantification spo(2|2)-équivariante donnée par la formule explicite ((3.15))
dans la proposition [3.7.1|n’est pas définie autant que les nombres By, -+, By_;11
sont non nuls (i.e. si A n’est pas égal a —%, e —%) Par contre, si un de ces
nombres s’annule alors il existe une infinité de solutions du systéme d’équations
[B.13 et 1a méthode des opérateurs de Casimir que nous avons utilisé ne nous permet
pas de conclure.

De méme, si k € % +Net 1 <l < Fketsidestcritique, c’est-a-dire si ap —

ag; = 000 = k — %l), alors la formule explicite de la quantification spo(2|2)-

équivariante donnée dans la proposition n’est pas définie autant que les nom-
_1 g1

bres By_1,---, By ;1 sont non nuls (i.e. si A n’est pas égal a —k22 .k l2+2)'

Par contre, si un de ces nombres s’annule alors il existe une infinité de solutions du
systéme d’équations [3.13et la méthode des opérateurs de Casimir que nous avons
utilisé ne nous permet pas de conclure.

Dans ces deux derniers cas, on peut cependant conjecturer que, pour autant que le
paramétre A prenne une valeur adéquate, il existe une infinité de quantifications équiv-
ariantes.



Chapitre 4

Quantifications fines

spo (2] + 2|n)-équivariantes sur R2!+1n

Il s’agit ici de généraliser en dimension quelconque (2! + 1|n) le probléme de quan-
tification équivariante étudié sur les supercercles S et S'12.
Quand 2] + 2 # n, lexistence de la quantification spo(2[ + 2|n)-équivariante peut-étre
prouvée en se servant de la quantification s[(2] + 2|n)-équivariante construite par P.
Mathonet et F. Radoux dans [28]. En effet, quand 2] 4+ 2 # n, cette quantification
équivariante induit une quantification spo(2l + 2|n)-équivariante entre Ss et D,,, et la
preuve de l'existence d’une quantification spo(2] + 2|n)-équivariante se réduit alors a la
recherche d’une application équivariante entre Ps et S5. On donne la formule explicite
de la quantification fine spo(2[ + 2|n)-équivariante et la preuve de l'unicité de cette
quantification spo(2[ 4 2|n)-équivariante est faite a 1’aide d’opérateurs de Casimir. Pour
mener les calculs, on s’inspire des techniques utilisées dans la situation purement paire
par C. Conley et V.Ovsienko dans [5]. En particulier, on représente les symboles par des
polynomes et les dérivées de Lie par des opérateurs différentiels.

Nous rappelons d’abord la définition de la quantification équivariante et nous donnons
également celle de la quantification fine spo (2! + 2|n)-équivariante.

Définition 4.0.3. On appelle quantification de Ss(M) une application linéaire Q) de
Ss(M) dans Dy, (M) dont la restriction Q|gy : Sy (M) — DX, (M) sur S§(M) est telle

que 'application suivante
08,0 Qlst : S5 (M) — S§(M)

est lidentité.

91
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Si g est une sous superalgébre de Lie de Vect(M) alors on dit que Q est g-équivariante
si Q entrelace les actions de g sur Ss(M) et sur Dy,(M).

Définition 4.0.4. On appelle quantification fine de Ps(M) une application linéaire Q
de Ps(M) dans Dy, (M) dont la restriction Q|pg PHM) — Dij(M) est telle que
Uapplication suivante

hol, 0 Qlps : P§(M) — P5(M)
est identité.
On dit qu’une quantification fine Q) est spo(2l + 2|n)-équivariante si elle entrelace les
actions de spo(2l + 2|n) sur Ps(M) et sur Dy,(M).

4.1 Espace de Symboles fins associés & D, ,(M)

De fagon générale, nous allons définir les espaces de symboles Ps(M) et Ss(M). Dans
un premier temps, nous allons décrire l'espace SF(M). Si on note par & le moment
associé au champ de vecteurs 0, et par &. le moment associé au champ de vecteurs
T, ou la notation &, représente ’écriture unifiée des moments «,., 5,, 7, et la notation
T, représente 'écriture unifiée des champs de vecteurs A,, B,, D, alors nous obtenons
I'isomorphisme suivant

S5 (M) = (a®&5e! e + |1 = k), (4.1)
ou I = (iy,...,lg4y) est un multi-indice de longueur [I| = iy + ... 4 iy, et & =
o g
Nous rappelons que (voir Proposition [1.9.9) tout opérateur différentiel D € D,,(M)

peut s’écrire sous forme contact comme suit :

> DdiTX, (4.2)
K:e+|K|<k
ou D.x est une superfonction et TH = Tfl . -T;lzfn".
Si nous notons par ¢ l'isomorphisme donné par la formule (4.1)), nous obtenons
o1 > DT Tyt DE N M) Y Dalge gt (4.3)
c,I c,I

| I|<k c+|I|=k

Pour la suite de notre travail nous considérons les notations symboliques suivantes (,
a;,0; et v; ou ¢ est le moment associé au champ de vecteurs 0, et «;,0; et ~; les moments
associés aux champs de vecteurs A;, B; et D; (voir formule (1.5)) suivants
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Si les multi-indices I,.J,T sont donnés respectivement par I = (iy,dg, -+ ,7), J =
(j1, 72, »g1) et T = (t1,t9,--- ,t,) alors les quantités A% - - -A;l, BI'... Bljl et DI ... Din
sont représentées respectivement par A, B’ et D”. On désignera par K le multi-indice
(I,J,T) et on notera respectivement |K|, |I|, |J| et |T'| les longueurs des multi-indices
K.I,JetT.

L’espace PZ(M) défini par est isomorphe & un sous-espace de 'espace F5 ®
Pol(T*M). Plus précisément, nous avons

1
PUM) =2 (Do ga’Cal By, e+ Q\K\ = d),

pour tous ¢, I, J, K. L’isomorphisme entre ces deux espaces est donné explicitement par

3 DcKacAIBJDTJr’H,M Z D, ga’Cal B747. (4.5)
o, K
e+ L K|<d c+l |K| d

L’espace L5*(M) est isomorphe a un sous-espace de F5(M) @ Pol(T*M). Plus pré-
cisément, nous avons

1
SPHM) 2 (Dega®Cal BI4T, ¢+ 5yK| =d, c+|K|=k).

Explicitement, ’isomorphisme entre ces deux espaces est donné par

S° Dox®ABIDT + (DY (M) + D L(M)) -
c,J

ct+1|K|<d

c+H K<k

Z DQKOJ(;CCOCIBJ’YT-

c+%\K\:d
c+|K|=k

Donc l'espace des symboles Ps(M) peut s’exprimer a I'aide d’une somme directe des
espaces X5 (M) :

= P H ) H (M) = P @ S5t (M (4.6)

deiN deiNk=[d]
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4.1.1 Structure de module sur les espaces de symboles S;(M),P;s(
et Eg(M)

Nous allons dans cette section, donner des formules explicites pour les actions des
champs de vecteurs contact projectifs sur les espaces Ss(M),Ps(M) et 3s(M). Nous
rappelons que si D € HﬁM(M) et Xy est un champ de vecteurs de contact, alors la
dérivée de Lie dans la direction de Xy, noté L¥ fD et définie par

(LY, D)() == L, (D) — (=1)"PD(Lx, ),

est un élément de ’Hd (M), puisque (propositionm l’action de X préserve Tan(M).
Par conséquent, l’actlon canonique de X préserve aussi 'espace bigradué DA “(M ).

Donc l'action d'un champ de vecteurs de contact sur H¢ N\ €t sur D i induit des
actions de la sous-superalgébre de Lie spo(2] + 2|n) de K (2l + 1|n) sur les espaces
PI(M) et £5%(M). Nous donnons dans la proposition qui suit les formules explicites de
ces actions sur les espaces des symboles Ss(M), Ps(M) et symboles fins 35(M).

Proposition 4.1.1. Si X; est un champ de vecteurs de contact et si nous notons par
L%, (resp. L, ; resp. LY., ) les actions de Xy sur Ps(M) (resp. Ss(M) ; resp. S5(M)),

alors nous avons les formules suivantes :

1.
L%, = 10 +0.(f) (6 &) — 5 (- )Wl T (T,
F SV TSI (e, (47)
2. L}, = L%,
3.
1%, = 1Y, + 5 (- )" T ()60 (1.

Dans ces expressions la notation & signifie "opérateur d’Euler (0 tandis que les nota-
tions 0, et T; représentent l'action des champs de vecteurs 0, et T; sur les coefficients
du symbole.

Démonstration. Les espaces (M) 1= Usep Zs(M), P(M) 1= Usep Ps(M) et S(M) =
User Ss(M) sont des algébres pour le produit canonique des symboles. Nous pouvons
considérer les opérateurs L%f, Lf(f et L‘}}f agissant respectivement sur les espaces (M),

M)
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P(M) et S(M) dont les restrictions sur les espaces X5(M), Ps(M) et Ss(M) sont don-
nées par L)E(f, L?f et ~L§(f pour tout 0 € R.

Les opérateurs L)x(f, Lf(f et L‘)s(f sont donc des dérivations de X(M), P(M) et S(M)
respectivement.

Il suffit donc pour vérifier les formules données dans ’énoncé de la proposition, de
calculer L%f et Lif sur les générateurs ¢, & et ga® des espaces de symboles Y5(M) et
Ss(M). Si le résultat de Papplication de L)E(f et LY & ces générateurs coincident avec
I'application des seconds membres des équations et A ces mémes générateurs,
les équations et sont vérifiées puisque les membres de droite de ces équations
sont des opérateurs de dérivation.

Gréce a l'isomorphisme ¢ défini par (£.5), le calcul des opérateurs L)E(f et Lif sur
les générateurs ¢, &; et ga’ des espaces de symboles X5(M) et S5(M) peuvent s’effectuer
en calculant respectivement les dérivées de Lie des opérateurs différentiels 0,,7; et ga®.
Ainsi L%f calculé sur le générateur 7; est égal a

I%,(T) = [Xp T+ 0/,
= [0 T] 4 67T~ L (1w (<) I T AT
= ()T, + 0T,
)T (L) + ()DL ([, 1))

En utilisant le fait que le commutateur [T}, T] est égal & —2w;0. (voir les formules |1.6])
et en utilisant de plus I'isomorphisme ¢ défini par (4.5)), on a :

1 - . ~
13,6) = (37104 S0/ TP TT(1)e%, ) (6. (19)
Si on calcule Lif(@z) et en utilisant en plus l'isomorphisme ¢ défini par (4.5)), on a
13,(0) = (6 - 1) f1d(Q), (4.10)

et enbﬁp en calculant L%f (ga®) et en utilisant en plus I'isomorphisme ¢ défini par (4.5)),
on obtient

L%, (g0 = (0. + 3710 =~ ()" Qo T ) (g0, (1.11)

On peut voir que si on restreint la premiére formule donnée par (4.7) aux générateurs

T;, 0. et ga’, on obtient respectivement les formules (4.9), (4.10) et (4.11). La preuve
de la formule (4.8)) est similaire. O
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On obtient la remarque suivante :

Remarque 4.1.2. Les formules (4.7) et (4.8)) coincident sur la sous-superalgébre de Lie
AFE(20 + 2[n).

Nous allons présenter dans la section suivante les résultats déja connus de P. Math-
onet et F. Radoux sur la quantification projectivement équivariante sur Rl

4.2 Apercu des résultats connus sur RPld

Dans cette section nous présentons le résultat principal de la quantification pgl(p +
1|q)-équivariante sur le superespace RPI?, Les auteurs P. Mathonet et F. Radoux ont dé-
montré dans [28] Pexistence et 'unicité d’une quantification projectivement équivariante
sur RPl dans le cas ou les espaces d’opérateurs différentiels sont pourvus de la filtration
canonique.

Si p+ 1 # g, alors la superalgébre de Lie projective pgl(p + 1|¢) est isomorphe a la
superalgebre de Lie sl(p + 1|q).

Dans cette section, les poids de densités seront indicés par c s’ils désignent les poids
de densités contact, dans le cas contraire les poids de densités représentent les poids de
densités tensorielles.

L’ensemble des valeurs critiques de application sl(p + 1|g)-équivariante sur RPI7 est
donné par

2k—i+p—q

C=U2 €, avec € =
o1 r=A1 p—

i=1,--,k}. (4.12)

Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 4.2.1. Si 0 est non critique, alors l'application Q) : S5 — D, définie par

QUS)(f) = Z CrrQan(div'S)(f), VS € S5

est l'unique application sl(p + 1|q)-équivariante sur RPI9 s

Ch.r H;:1<(p—q+1))\+k_j)

= T . ; Vr}l, C =1.
T —a+2%k—j— (p— g+ 1)) w0

)
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Dans ce résultat application "div" donnée dans la définition [I.7.6)a été étendue aux
symboles de degré k comme suit :

p+q
div: &f = 871 S > (=1)%i(€)d,, S,

j=1

oil € est le j-éme vecteur ligne de base de (R#*+1")* = g, Tci le symbole S est vu comme
un élément de Fs ® Pol*(T*M) qu’on a décrit dans la section

Si la superdimension m est différente de —1, 'isomorphisme

@+ F\ — Ber 2 (4.13)

m—+1

entre les espaces des densités contact F, et les espaces des densités tensorielles Ber _2»
m-+1

induit un isomorphisme entre les espaces de symboles S§ et S%;, .
m—+1

L’isomorphisme (4.13)) induit également un isomorphisme entre les espaces d’opérateurs

différentiels D%, 5, et D, .
m+1 m+1

La quantification sl(p + 1|g)-équivariante induit une quantification spo(2l + 2|n)-
équivariante. L’ensemble (4.12]) des valeurs critiques pour cette quantification spo(2 +
2|n)-équivariante devient alors

2k —1i
¢ =Ur ¢, avec € = # ci=1,---,k} (4.14)

et le théoréme se réécrit comme suit :

Théoréme 4.2.2. Si § est non critique, alors Uapplication Q*' : S5, — Dy, définie par

k
QU(S)(f) =Y CrrQan(div'S)(f), VS €S}
r=0

est une quantification spo(2l + 2|n)-équivariante sur RA+Im g

o ngl(%c +k—j)
ST (m o+ 2k — j — 26,)

vr = 1, Ck,g =1.



Chapitre 4. Quantifications fines spo(2l + 2|n)-équivariantes sur R+ 98

4.3 Application spo(2/+2|n)-équivariante de Ps(M ) dans
Ss(M)

A partir de maintenant, nous considérons uniquement les poids de densités contact.
Nous savons que pour tout [ € N et n € N tel que 21 + 2 —n # 0, la superalgébre de Lie
spo(20 + 2|n) est une sous-superalgébre de Lie de s[(2] + 2|n) et que cette derniére est
isomorphe a la superalgébre de Lie pgl(2] + 2|n). On a vu que I'isomorphisme ¢ entre
Fa(M) et Ber_2x (M) donné par la définition m entrelace les actions de K (2] +1|n)

2l42—n

sur F\(M) et sur Ber_2x (M) pour tout A.

pIEs =
Pour construire une quantification fine spo(2/+42|n)-équivariante, il suffit donc de trouver

une application spo (2] + 2|n)-équivariante entre les espaces Ps(M) et Ss(M). Nous com-
mencons par établir des résultats intermédiaires indispensables pour les calculs ultérieurs.

Lemme 4.3.1. Sir € {1,---,2l+n} alors on a le commutateur suivant
[X227er] — _XZqT.
Démonstration. On obtient le résultat en utilisant la formule de Lagrange(1.14)). O

En particularisant la formule (4.7) sur X,» et X,, on obtient respectivement les
formules suivantes

Ly, = 220, +22(6 — &) + 2¢°T, + (4°6,) (Wi’ De,) — 260, (4.15)
et . .
LY. =220, +2(0 — &) + 574" Ts — 5260 (4.16)

Les formules (4.15)) et (4.16) et le lemme sont importants dans la suite.

Nous définissons un opérateur A qui, comme nous allons le voir dans la section
suivante, va mesurer la différence entre l'opérateur de Casimir sur les symboles fins
Ps(M) et Vopérateur de Casimir sur les symboles Ss(M).

Définition 4.3.2. On définit un opérateur sur les symboles fins Zlg’d(M) comme suit
A SR = SPTE(M) 0 S e —wT,E0,S.

On peut aussi 'écrire d’une maniére explicite comme suit

l n
A= (Z (Oé,«B,- - BTAT) + Z’}QDZ> 84.
=1

r=1
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Dans la suite, pour alléger les notations, nous allons adopter la convention d’Einstein
en sous-entendant les sommes sur les indices répétés. Les commutateurs suivants ont un
role important dans les calculs ultérieurs.

Lemme 4.3.3. (i) Le commutateur de A et & vaut A, c’est-a-dire [A, E] = A
(ii) [A, 2] = ¢°¢.0,
(iii) [A,"] = —(=1)Fwh€.0;.

() L’opérateur A entrelace les actions de la superalgébre de Lie affine Aff(2142|n).
En d’autres termes, pour tout Xy € Aff(20 4 2|n), on a [A, Lx,] = 0.

(v) [A,&] =0

(vi) [A,06] = (~1)"wrT, .

Ces résultats sont obtenus par un simple calcul. On a en plus les commutateurs
suivants :

Lemme 4.3.4. (i) [A, 2% = 22¢°40; ;
(i) (A ¢ = 0;
(iid) [A, wjiq? O] = £:0¢,0c — ¢"T,0;.

Il suffit d’utiliser les résultats élémentaires fournis dans le lemme [4.3.3
On construit dans la proposition suivante I'application équivariante entre Ps(M) et
Ss(M) qui permettra de construire une quantification fine spo(2l + 2|n)-équivariante.

Proposition 4.3.5. 5i 6 n’est pas compris dans [’ensemble suivant

=155 0<j<2a-1, 0<e<a)
d=0

alors Uapplication SQ : Ps(M) — Ss(M) définie par
(%) 1 a—1 1
S — A? — | S
(; 2“@!}1(0—5—%]))

ol ¢ est le degré de S en (, est une application spo(2l+2|n)-équivariante de Ps(M) dans

Ss(M) si on pose Hj_:lo m =1.
2
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Démonstration. L’application SQ) entrelace les actions de la superalgébre de Lie affine
Aff(20 + 2|n). Grace au commutateur de X2 et X, donné dans le lemme [£.3.1] on voit
que pour montrer que SQ est spo(2l + 2|n)-équivariante de Ps(M) dans Ss(M), il suffit
de prouver que SQ entrelace I'action de X2 sur les espaces Ps(M) et Ss(M).

Une application de la forme Y > A*C, ou C, est une constante pour tout entier naturel
a, est spo(2] + 2|n)-équivariante de Ps(M) dans Ss(M) si et seulement si la condition
suivante est vérifiée

L}g(zQ o f: A*C, = f: A*Cy o L§z2
a=0 a=0

Cette égalité s’écrit également comme suit

(L3, ~L%,)0 Y A"Co+ L5, 0y AC, =3 A°C,oL,.
a=0 a=0

a=0

Puisqu’on sait par (4.8) que L% , — L%, = —¢°¢0,, alors cette égalité s’écrit encore
comme suit

¢°&0c0 Y ACo+ Y [LX,, A%C, = 0. (4.17)
a=0 a=0

I suffit de connaitre le commutateur [LY _, A%] donné dans le lemme suivant pour con-
clure.

Lemme 4.3.6. Pour tout entier naturel non nul a, on a

1
(L3 20 A% = 200" '¢°E0c(E = 0 — 5 (a — 1)),

Démonstration. On prouve cette formule par induction. On montre que cette formule
est vraie pour a = 1. En effet, grace aux formules (4.15)) et (4.16), on peut voir que

[Aa Lg)( 2] = [Av 2ZL§(Z] - [Aa N]

o N = 220, — (¢°¢s) (w;i¢’ O, ). Puisque A est équivariant sous les actions des champs de
vecteurs affines, alors il suffit de calculer les commutateurs [A, z] et [A, N] en utilisant
les résultats élémentaires donnés dans le lemme [£.3.3] et dans le lemme [£.3.4]

On montre ensuite que la formule du lemme [4.3.6| est vraie pour a quelconque. En effet,
on utilise le fait que

(L%, A% = [L%,, AA + AL, Al
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En supposant que la formule du lemme [4.3.6 est vraie pour a — 1, le deuxiéme membre
de cette égalité s’écrit également comme suit

2(a — 1) A€, (& - %(a - 2)) A+ 20 €00 (8 — ).

En utilisant le fait que [A,&] = A et que A commute avec ¢°¢;, le commutateur
(L% ,, A%] devient

20 PE O, ((a —1)(& —0) — %a(a — 1)+ (& — 6)) :

Ainsi la formule du lemme [4.3.6] est prouvée. O

Revenons a la démonstration de la proposition. Grace a la formule du lemme 4.3.6[
I'expression (4.17)) s’écrit comme suit

o] [o.¢] 1
P00 Y AT, +2) AT, (54 —6-Sa- 1)) C, =0,

a=0 a=1

ou encore

- 1
Z qsﬁsﬁgA“_l (_Ca—l + 2a <€g - — 5(@ — 1)> C’a) = 0.
a=1

Une application de la forme Y > J A*C, est spo(2l + 2|n)-équivariante si et seulement si
les constantes C, de la proposition sont données par la formule suivante

Cafl

Ca:Qa(c—(S—%(a—l))

pour tout a € Nj. O
Le résultat principal est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.7. Si 6 ¢ IsUC o0 C =,y €, et si Q% est la quantification pgl(2l +
2|n)-équivariante, alors Uapplication Q = Q" o SQ est une quantification fine spo(2l +
2|n)-équivariante sur

Ps(M) = EB P (M).

degN
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Démonstration. On peut voir qu’'une condition suffisante d’existence de Q sur Pg(M)
est simplement l'existence de SQ sur PZ(M) et l'existence de Q' sur SQ(PI(M)).
L’existence de SQ sur PZ(M) est assurée par le fait que

.
) 0<j<2d—1, 0<c<d}

5 ¢

tandis que D'existence de Q' sur SQ(PE(M)) est assurée par le fait que & ¢ Uiiw @
[’existence de @ sur Ps(M) est alors assurée par le fait que 6 ¢ I5U C. O

4.4 Opérateur de Casimir sur les espaces de symboles
Ss(M) et X5(M)

La question de I'unicité de la quantification fine spo(20+42|n)-équivariante sera traitée
en comparant 'opérateur de Casimir C” sur les symboles fins et opérateur de Casimir
CP sur les opérateurs différentiels.

Proposition 4.4.1. St m =2l + 1 — n désigne la superdimension alors

1. Uopérateur de Casimir associé a la représentation (Ps, LT) est donné par la formule
suivante :
CP|E§,«1 - Oék,dld (418)

avec a4 une constante qui dépend de deux variables k(degré normal) et d(degré
d’Heisenberg) comme suit :

apa = k> + 2(d® — kd) + (k — d)(m — 20)

+ 52— K)(m+ 1~ 40) + 56(26 —m —1). (419

2. Uopérateur de Casimir associé a la représentation (SF, L) est donné par la formule
suivante :

1
O =C* + 54 (4.20)
avec A donné par la définition [4.5.9
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Démonstration. En utilisant la définition [1.10.8| et le lemme [1.10.12] on peut écrire
I'opérateur de Casimir C* sur les symboles fins comme suit :

1 52, N o SR W
2LX L%, — ZLX9 LX(.) (LX) +ZZ(LX91719j71) +ZLX9],LX29J,
5, 1<j Jj=1
Lo o5 s 1 = > o >
o §LX1LX 2 ZL LXZ2 1 B 5 LXy] 1ZLXI -1 o LXyz 1Y5— 1LXI] 1251

7.]

1
by z Z
—E L L —— E L L E L% g
Xaj_1 7 Xyj 42 2 X, a2 X2 Xoj_qw;_q Xyz 1Y5— 1+ X% 1Y5-1 XT] 1¥%i—1
J
by Z E Z
2L 213 2%, I ZL
- Xyi71729j ;1 _20; T Xaj 19 Xy;_10; + Xyj 1 Xy =T Xai_12 Xyz 1
Z?]

En utilisant la formule de la dérivée de Lie dans I'expression de C*, on peut voir que
C* est un opérateur différentiel qui peut s’écrire en termes des opérateurs 9,, d¢, T; et
¢, Comme C* commute avec X; = 9, et comme 9, et T; commutent, les coefficients de
C* ne dépendent pas de 2. De plus, puisque C* commute avec Xy, alors les coefficients
de l'opérateur de Casimir C* ne dépendent pas de 6;. La commutation de C* avec X,
implique que les coefficients de C* ne dépendent pas de x; et la commutation de C*
avec X, montre que les coefficients de C* ne dépendent pas de la coordonnée ;.

Par conséquent, on néglige tous les termes dont les coefficients dépendent des vari-

ables ;,v;, z et 0;. A cause des expressions explicites des termes L% , et > LY les

20; )
contributions des termes —3L% L%, et 331 L L%, sont nulles. Ainsi la contribution

du terme —1L% L% , est la méme que celle donnee par

1 1 1
_éL[EXl,Xzﬂ - _§L)E({1,z2} - _L)E(z - ((5 - gc o 5 Z (aiaavz + ﬁlaﬂz + 71438’)%)) :

ik

La contribution du terme > 7" >~ . (L%M )? est égale & ; Z” > icj (@i0n; = @00, )(i0n; — j0a,)-
Donc on peut encore I’écrire comime suit

S B, = 23S (it + 20i0,00,00, — a0,

4,y 1<y 4,y 1<y

= 111 <—(n — i)aiaai - (Z - 1)Oéjaaj + 2 Z ZOéiOéjaajaai> .

h,j 1<y
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Le troisieme terme >, ;> . @ij0y;0n, du second membre peut s’écrire également
comme suit

> Satnat, = §(Satues, - Lads)
i, 1<J
_ %(Zala%a] -Ya0 )

_ e
- (&g

On obtient enfin que la contribution de » 7', >, _; (L§9_8 )? est égale & $(E2 — né&,). L

contribution du terme > L)Z(Gi Lizei est égale a 2 (5Id — & — 380 — 385 — 56’7).
somme de toutes les contributions de 'opérateur de Casimir C* est donc un polynome
en les opérateurs d’Euler correspondant aux coordonnées ( et &;. Il est alors facile de
voir que la restriction de C’P Z" 4 est égale a ay g1d.

La preuve de la formule est similaire. Pour cela, on utilise la formule (4.8)

qui définit la dérivée de Lie sur les symboles Ss(M). Les termes —> " | L5 L3, et
#0505
Z?Zl Lf(ej Liz% donnent des contributions supplémentaires égales dont la somme vaut

1\ . A U+l ors S U+ ors S

5 2 j=1 @ D;0;. De méme les termes — > .7, Lij,lzLij,l et —> i, Lij,lLij,lz don-
N ) o !

nent des contributions supplémentaires égales dont la somme vaut £ >, @;B;0;. Enfin

I+1 I+1 s ,
les termes § Al LS SU et E Al LS L3 donnent des contributions supplé-
12 Xy Tj1%

mentaires égales dont la somme vaut —% Zi:l BiA;O¢. La somme de toutes les contribu-
tions donne le résultat annoncé. O

4.5 Opérateur de Casimir sur les opérateurs différen-
tiels

Nous rappelons la définition de 'opérateur v qui mesure la différence entre les
représentations (Ss, L) et (Ss, L) :

v 5]30(2[ + 2’77,) — g[(Sg,Sg) : Xf — ’)/(Xf) = £Xf — L (4.21)

Xpe

A cause de la nullité de y(Xy) (confer proposition [1.10.5 ) sur les champs de vecteurs
de contact X, linéaires et constants, c’est-a-dire les éléments de g_o @ g_1 @ go dans la
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graduation , il reste a calculer « sur les champs de vecteurs de contact X; appar-
tenant a g, @ g2; c’est-a-dire sur les champs de vecteurs de contact X.z2, X9, X, et
Xy,-. La connaissance de 'opérateur v permettra de calculer 'opérateur N qui mesure
la différence entre les opérateurs de Casimir C? et C*.

Avant cela nous établissons les faits suivants établis par P. Mathonet et F. Radoux
dans [28] et qui ont un role pratique dans nos calculs.

Définition 4.5.1. Le produit intérieur dun élément h € (R¥TU)* et d'un tenseur
symétrique ha \V ...\ hy, avec hy ...k, € R*HU™ est défini par

i j—1 4~ ~
i(h)h VoV by =) (=)= bV VLV hy,

j=1

ot (h,z) désigne la multiplication standard de la matrice ligne h par la matrice colonne
x.

Nous pouvons expliciter la définition comme suit : on étend le produit intérieur en-
tre (RZ+1m)* ot (R?+1") comme une dérivation sur la partie tensorielle d’un tenseur
symétrique. Dans notre cas on étend le produit intérieur i(h) sur S5 en disant qu'il s’an-
nule sur les densités de poids § (n’agit pas sur le coefficient du polynome) et que donc
¢’est un opérateur differentiel d’ordre zero et de parité h.

Nous rappelons que (cf [28]) que si h € (RF1™)* alors X" est le champ de vecteurs
projectif quadratique donné par la formule :

2l+1+4n _
L . :
X"= 3" mt'(-1)€.
j=1
On peut maintenant donner I'opérateur v comme suit :

Lemme 4.5.2. Si h est un champ de vecteurs projectif de contact quadratique et si
B e (R¥H) est tel que X" = h alors on a sur SF

v(h) = — X+ k —1)i(h'), (4.22)
ow i(h') désigne le produit intérieur donné par la définition |4.5.1]

La preuve de ce lemme est donnée en détail dans |28]. Elle consiste a considérer
que les deux membres de I'égalité (4.22)) sont des opérateurs différentiels d’ordre zero et
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qu’ils donnent le méme résultat quand on les calcule sur un tenseur hy V...V hy, avec
hi, ..., hy € R*H1" Pour cela on développe I'expression

Qar(y(h)(h1 V...V hy)),

en utilisant la définition de v donnée par (4.21)).

Proposition 4.5.3. Soit " le vecteur dual du k1M yecteur colonne de la base canon-
ique de R¥FY" . On wva désigner par ¢ (resp. ny., resp. uy, resp. Q) la coordonnée moment
canonique associée & la variable z (resp. xy, resp. yx, resp. Oy).

1. Quand on écrit un symbole en termes de coordonnées moments contact (, o, Bivi,
Vopérateur i(e') se lit comme Uopérateur Oy + x10p, + YrOa, — 010, -

2. Quand on écrit un symbole en termes de coordonnées moments contact, l'opérateur
i(ek) ou 2 <k <1 (resp. 1 +1< k<2l resp. 21+ 1 < k <2l +n ) se lit comme
Vopérateur 10,, (resp. —30s,, resp. —10,, ).

Démonstration. Le symbole (¢af 8~} s’écrit en termes des coordonnées moments canon-
iques comme

i+ yiQ) (= pi + i) (i = 0:0)". (4.23)
Il suffit pour démontrer le point 1, de montrer qu’appliquer J, au symbole (°(n; +
yiC) (=i + :¢)” (9 — 0;0)" revient a appliquer Popérateur O + 2,04, + ;05 — 0;0,, au
symbole (¢afB/~I et a réécrire le symbole obtenu en termes de coordonnées moments
canoniques. La démonstration du point 2 est similaire. O

Nous avons maintenant les éléments nécessaires pour calculer 'opérateur de casimir
sur les opérateurs différentiels D’;M(M ). Nous commengons par définir les invariants
affines suivants.

Définition 4.5.4. (1) On appelle divergence de contact et on note Dive, Uopérateur
sutvant
Dive : Elg’d — ngl’dfl : S 0.0:S;

27 n appeie arvergence rangeriieie €1 on nole v, operateur suivan
i) O lle divergence tangentielle et te Divy, l'opérat want

Divy : $5¢ 5 2572 0 9y (4,0, + B,0s, + D,0,,)S.

Les opérateurs Dive et Divy entrelacent 'action de la superalgébre de Lie affine
Aff (20 + 2|n).
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Proposition 4.5.5. Si m désigne la superdimension, alors l'opérateur de Casimir CP
sur les opérateurs différentiels D’/{H(M) s’écrit comme suit

CP? = C® + Nsp,

ot ['opérateur Nsp est égal a

2\ +k—1)

5 (2Dive + Divy) .

Démonstration. En utilisant la définition de 'application v(X;) donnée par la formule
(4.21), le fait que y(Xy) s’annule sur g_o & g_1 @ go et en utilisant la définition de
Iopérateur de Casimir donnée dans (|1.10.8)), on obtient la formule suivante

1 1
C 05—57 X2 LX1 Z/y 20; LXO +ZLXG 2LX1 (XZ2)
l l
T Z Liyz Z LSI Xyiz Z ’Y(Xyiz)Liri T Z V(XxiZ)Liyi '
i=1 i=1 i=1

Définissons 'opérateur Ngp de la maniére suivante :

1 & = 1
Nsp = —§V(Xz2)L§<1 - ZV(Xzei)Liei +y L%, 1(Xa0,) — §L§<17(Xz2)

i=1 =1
l
=1 ; »_

En utilisant le lemme [£.5.2] et 1a proposition [£.5.3] on obtient les différentes contributions
des termes de Nsp. I est facile de voir que les contributions des termes —2~(X,2)L3,
et —1L% 7(X.z2) se doublent et valent

X+ k — 1)(9.0; — 0;0,, + yiOa, + 7:03,)

tandis que les termes — Y1 | (X.0,) L3, et >0, LY, 7(X.,) donnent la méme contri-

bution égale a

A+ Ek—1) &
% > (8o, + 0;0-)0,,.

Jj=1
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Les termes — 2221 LY v(Xy..) et — Zizl v(Xy:-) LY, ont méme contribution égale &

M+ k—1) <
—% > 0y, + 2:0.)05,

=1

et enfin les termes Zﬁ:l L?(inXxiz) et Zi:l 'y(Xxiz)Liyi ont aussi une méme contribu-
tion égale a

!
22+ k—1
SRS o+ )
i=1
La somme de toutes ces contributions donnent 1’expression de 'opérateur Ngp. O

Remarque 4.5.6. On voit donc que lopérateur Npp qui sépare l'opérateur de Casimir
sur les symboles fins Ps(M) et Uopérateur de Casimir sur les opérateurs différentiels
DS, (M) est un opérateur qui s’écrit

1. (CA+k—1)

N’pD = §A + 9 (2D1VC + DiVT) .

4.6 Unicité de la quantification fine spo(2/+2|n)-équivariante

Nous donnons d’abord la définition de I'ensemble des valeurs critiques de §.

Définition 4.6.1. Une valeur de § est dite critique s’il existe des valeurs k,d, k' et d’
satisfaisant les conditions suivantes

d<K<2d, d<d et d<k<2d

telles que
g — g g = 0.

Nous calculons dans la proposition suivante les valeurs explicites de ces valeurs cri-
tiques.

Proposition 4.6.2. Si P(k,k',d,d') représente la fonction
(k—K)2(k+K)+m—1)—4(kd — K'd')+2(d — d')(2d + 2d' + 1),
lensemble Cs i des valeurs critiques de 0 est donné par

Pk, K., d,d)

1
{ L(d—d) ,k,k’eN,d,d’eéN,d’gk’g2d’,d’<d,d<k<2d}_
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Démonstration. 1l suffit d’utiliser la définition et la proposition pour conclure.
O

Théoréme 4.6.3. 5i§ ¢ Csi et si0 ¢ I[;UC, alors la quantification fine spo(2142|n)-
équivariante donnée dans le théoréme est unique.

Démonstration. S1 S € Z'g’d(M), alors il existe un unique S = S + > wa Swa dont
d'<k'<2d’
. . d'<d
le symbole d’Heisenberg est donné par S et qui est vecteur propre de valeur propre oy 4

de l'opérateur CP. En effet, ces conditions s’écrivent sous la forme suivante :

(CZ + Npp) S + Z Sk’,d’ = Ofd S + Z Sk’,d’

k/ d/ k/ d/
d'<k'<2d’ d'<k'<2d’
d'<d d'<d

(4.24)

. 4 . k .
Puisque 'opérateur Npp envoie Eé’d(M) sur la somme directe

k,d—1 k—1,d-1% 1d—
S5 (M) ess TR M) e (M),
on obtient alors, d’'une maniére générale, des équations en les symboles Sy o qui sont de

la forme
(Of}c’d - ak’,d’)Sk’,d’ = f(Sk”,d”)y avec ]{3// + d” > k, + d/ (425)

et f une fonction qui dépend de 'opérateur Npp.

Puisque ¢ est non critique, les expressions (oy g — ax ) dans sont non nulles
et les équations possédent chacune une solution unique, i.e. les inconnues Sy g
sont univoquement déterminées. On détermine ainsi de proche en proche les inconnues
Sk/7d/.
Donc, pour résumer, si S € 2’§’d, alors il existe un unique S tel que haf\l#(g) =S et tel
que CP(S) = ay4(S). On définit alors Q(S) comme étant S.

Si maintenant S € PZ(M) et si S = Eid:(d] Sy, avec S, € X5, alors on pose Q(S) =

iim Q(Sk). Puisque nous avons

ho$ . (L3,Q(SK)) = L% hofl ,Q(Sy) = LR (), Yk et hof (Q(LE,(SK)) = L%, (St), VK
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alors nous obtenons

LY.Q(S) = QLY (Sk)  Vk

puisque les deux membres sont des vecteurs propres de CP de méme valeur propre. En
effet, on a :

CP(LYQ(Sk)) = LYLCPQ(Sk) = g aLYQ(Sk))
tandis que  CPQ(LY, (Sk)) = araQ(LY, (Sk)) Vk.

En effet, L?(f(Sk) est vecteur propre de C* de valeur propre ay, 4 puisque l’'on a
C*(L%,(Sk)) = LK, (a,aSk) = ar L’ (Sk).
Par linéarité, on a LY Q(S) = QL (S).

Si @ est une quantification fine sur P§(M), alors ses restrictions aux sous-espaces
S¥4M) ot [d] < k < 2d, sont uniques car si S € L5*(M) alors Q(S) doit étre tel
que hof ,(Q(S)) = S et tel que E%’;Q(S) = Q(L@fS), donc CP(Q(S)) doit étre égal a
a;aQ(S). D’ot Q(S) est unique par la premiére partie de la preuve. Comme la restriction
de ) aux espaces Z’g’d(M) est unique alors @Q est unique sur P§(M).

Si 0 ¢ Cserit, existence et l'unicité de la quantification sont assurées sur l’espace
PI(M) pour tout d € %N. Par conséquent, la quantification équivariante existe et est
unique sur Ps(M). O

4.7  Du cas général au cas particulier

Ici nous montrons briévement comment on peut visualiser sur S*' les espaces d’opéra-
teurs différentiels bifiltrés et ainsi que les espaces des symboles fins associés. Nous mon-
trons que les formules explicites obtenues dans le deuxiéme chapitre s’obtiennent égale-
ment en composant Q' et SQ. En plus, nous montrerons que 'opérateur Npp qui sépare
les opérateurs de Casimir C? sur les opérateurs différentiels et I'opérateur de Casimir C™
sur les symboles fins dans le formalisme du chapitre deux (N. Mellouli et al. dans [10])
est le méme que celui obtenu dans le nouveau formalisme( V. Ovsienko et C. Conley
dans [3]).



Chapitre 4. Quantifications fines spo(2l + 2|n)-équivariantes sur R+ 111

4.7.1 Remarque 1

On rappelle que sur S*I* I'espace Tan(S'1) est constitué par < D > et le champ de
Reeb s’écrit 0,. En plus, on sait que

Vect(S') = K (1) @ Tan(S™)

oit K(1) est I’espace des champs de vecteurs X € Vect(S*!) qui préservent Tan(St!).
Un symbole S d’ordre d’Heisenberg k avec k un entier naturel s’écrit S = [F0%] tandis

1
que si k € 5 + N, le symbole S s’écrit S = [Fkﬁi 2D] ot Fy, est une d-densité.

Si ¢ est la coordonnée moment correspondant a la coordonnée x et si y est le moment
correspondant a D, alors l'isomorphisme (4.5) nous permet de voir qu'un symbole fin
S € PE(S) d’ordre d’Heisenberg entier k s’écrit S = Fi.¢* pour une certaine -densité
F tandis qu'un symbole fin S € P} (S') d’ordre d’'Heisenberg k' € 1 + N s'écrit
S = Fk/Ck’_%y pour une certaine d-densité F.

Si k est un entier naturel, alors application SQ est définie sur P¥(S'1!) de la forme
suivante :

SQlps - PE(S™) — PESI) @ Py 2 (S1) 1 S+ S + CLAS,

ot A =~vDg; et C; = ﬁ d’aprés la Définition W et la Proposition w
[’application *' définissant la quantification projectivement équivariante

Q" 855" = D (51
s’écrit
k
QSI = Z CkJQAﬁ(DiVl), ou Div= 8xag + D@W (426)
1=0
ou les coefficients C}; sont donnés par
I A+ k=)
DTy (2k — 20 — )

On établit d’abord le lemme suivant

Viz1l, Cio=

)

Chy

Lemme 4.7.1. Les formules suivantes sont vérifiées :
(i) Div (FCY) = 9L(F)CHCL ),
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(ii) ACi(Fi(*) = (~1) kD (Fy¢h, N
(i) Div'(Fi(¥~27) = Cxlcu%(l!)ai(Fk/)CkLl*%’Y+(—1)F’“’+ll(l—1>!C;lfll%ai_lb(Fk')Ck/*”%-

(iv) ACy(Fi¢h27) = 0.
On a directement le résultat suivant

Proposition 4.7.2. Si § n’appartient pas a €r (voir Proposition ), alors les for-
mules énoncées dans les propositions et [2.7.9 donnant les uniques quantifications
fines spo(2|1)-équivariantes sur PE(S) coincident avec les formules explicites qui don-

nent Q% 0 SQ.
Démonstration. Si k est un entier naturel et si 6 ¢ &r alors SQ est bien défini sur

PE(SM) et SQ(FiC*) est donné par

Fy¢* + (1) (KCD(F)n¢t ™ on Clzﬁ

En effet, vu la description de 'ensemble €r, la valeur de § est différente de k. L’applica-
tion Q' est bien définie sur 'image de P¥(S'") par SQ et en utilisant le lemme [4.7.1]
on obtient

Q"0 SQFC) = @ (At + (1) (kCi DA ). (4:27)
Comme Q*' est donné par on a besoin de la formule suivante :
Div! = (0.0 + DO.)' = (0,0.)" + 1(0,0,) " D,.
L’opérateur différentiel donné par la formule est alors égal a

k k
Qar (Z CraCh)(1 = Ci)L(F)C + (1) D CraCi(k — z)O;i(l!)aiE(ch’“‘l-l) .

=0 1=0

Il suffit pour conclure de remarquer que les coefficients C) intervenant dans la formule
(2.13) sont égaux a Cy;CL(I)(1 — Cyl) et que les coefficients F; intervenant dans la

formule ([2.14)) sont égaux a
-3 I\ -1 1 1
(—1)'> (Ck,l—%> Cy (k — 1+ 5) C, *(l— 5)!,Vl € 5 +N.

Il suffit pour faire cette constatation de noter que, grace a la proposition les
différences (o — ak_H%) sont égales a
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1
(21~ 1)(k ~ 6~ 50~ 1)) (4.28)
pour tout entier [ compris entre 1 et k.
Si k € 1 + N, alors 'application SQ restreinte & P¥(S'') est simplement égale &

I'identité. Il reste donc & calculer Q* sur un symbole de la forme Fka’%’y. Nous avons
donc

Q"o SQFLC"#y) = Q(Fu¢¥ )
K+3
= Qan ZCk'+%,zDiVl(Fk'Ck/77>
=0

Grace au lemme [4.7.1], nous pouvons voir que ce dernier opérateur différentiel est égal a

k+3 i
Qarr | 3 Crppa(Chs AR+ (—1)P1(1 = 1)1C1L 0 DR )
=0 :

Il suffit pour conclure de remarquer que les coefficients C) intervenant dans la formule

(2.16) sont égaux a
Ck+%,lcli_%(l!)

et que les coefficients Ej intervenant dans la formule (2.17)) sont égaux a

1+1 1 1 -1
(1) +20k+%,l+%<l + 5)(1 - 5)!0;{,2%-
Pour conclure, il suffit d’utiliser, comme dans la situation ou k est entier, la formule
(4.28) qui donne les différences (ax — ay_41).
O

4.7.2 Remarque 2

Nous pouvons traduire les expressions de 'opérateur N donné dans la proposition
en fonction de la divergence de contact et de la divergence tangentielle. D’une part,
si k est entier, nous avons

Nilps : B¢t s —(=1)"

o |

D(F)C Yy + k(2N + k — 1)(0,F,) ¢
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En d’autres termes,
Ni(Fit) = 31O D)FC) + (A + b — 1)(0,0) (Fech).

Donc pour tout entier naturel k, 'opérateur N1|p§ s’écrit

1 —
Nl’PL? = 5’}/6€D + (2)\ + k — 1)(83084) (429)

D’autre part, si k € % + N, alors

1 1 1 ) 1 1 _ 1
Nolpy : Fiet 2y v (k= 2) (k42X = )0 (F)¢F 27 + (=) S (2A + k — ) D(F)¢H 2.

En d’autres termes,
1 1 1 1 1 )
No(Fi¢2) = (k42X = 2)(0:00) (Fi¢*27) + 5 (2A + k — ) D0, (Fi¢* 7).

Donc pour tout k € 1 + N, Popérateur N2]P§ s’écrit

1 1 1. —
(]{7 + 2\ — 5)(89684) + 5(2)\ + k- §)D8’Y (430)

Nous rappelons que dans le cas général, 'opérateur qui sépare 'opérateur de Casimir
CP sur les opérateurs différentiels et 1'opérateur de Casimir C* sur les symboles fins
s’écrit pour tout entier naturel k (ici k désigne le degré canonique du symbole S) comme

1 2\ +k—1)

Npp|7;§ = 5’75(94 + (283384 + an) . (431)

On peut alors comparer 'opérateur (4.31)) et les opérateurs (4.29) et (4.30). En effet,

pour tout entier naturel k, les opérateurs Nllpg et N’pD‘fP(I; sont les mémes : il suffit de
voir qu’ils sont égaux quand on les applique & un symbole S = F.¢*.
De méme, pour tout demi-entier naturel k, les opérateurs NQ’pgc et Npp|p§ sont égaux

quand on les applique & un symbole S = Fka_%V- Le degré d’Heisenberg d’un tel
symbole est égal a k tandis que son degré canonique est égal & k + %
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