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COMMUNICATIONS ET LECTURES.

Principe de la théorie des faisceaux; par M. F. Folie,
membre de 'Académie.

Dés le commencement de Ia découverte du rapport
anharmonique du #¢ ordre, nous nous sommes préoccupé
de I'appliquer 4 ia généralion de leux du méme ordre; et
les énoncés suivanls, que nous donnions dans notre pre-
miére Note sur ce rapport anharmonique (), témoignent
que déji nous étions sur la voie :

« Les intersections de trois faisceaux du (roisieme
» ordre sont sur une courbe du méme ordre, qui passe
> par les-centres de ces faisceaumx,

=

théoréme dans lequel le terme de faisceanx du troisiéme
ordre a une signification préeise, que nous développerons
prochainement.

"2 ilen est de méme encore des lntersections de lrois
faisceaux homographiques da troisieme ordre, ete, »
Ce n'est pas toutelois, sans une certaine appréhension ,

que nous étendions ainsi, aux faisceaus du troisieme

ordre, le mode de génération des coniques an moyen de
ceux du second.

H se présentait en effet tout d’abord, dans cette généra-
lisation, une trés-grande difficultd :

Dans la théorie des faisceaux du second ordre, on n'a

oo

=3

{") 'Ma communication sur le rapport anharmonique du ne ordre a pary
dans le Bulletin de novembre 1877, 2¢ série, t. XLIV, p. 469.
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a chercher que le lieu des intersections de'deax rayons
homologues. .

Dans celle des faisceaux du troisicme et du quatriéme
ordre, on a A chercher Ie lien des intersections de trois,
quatre, ete., rayons homologues.

Il s’agissait done de savoir §'il était nécessaire d’éerire
les conditions de concours de ees trois, quafre, ele., rayons,
ou bien si ces dernidres résultaient 3 Pévidence des con-
ditions mémes du probléme. Nous avons beaucoup hésité
sur ce point capital, et nous I'avons longuement discuté
avec M. Le Paige, que les lecteurs du Bulletin connais-
sent bien pour s'étre oceupé avee un grand suceés des nou-
velles théories géométriques.

Cest méme lui qui, le premier d’entre nous , a nettement
soutena le principe qui fait I'objet de cefte Note, et que
nous allons exposer avec les raisons, au moyen desquelles
il Ta défendu, & I'origine méme de nos discussions 4 ce
sujet. (Décembre 1877.) _

Jusqu'aujourd’hui, la recherche d'un fieu plan pouvait
se réduire 4 ce probléme général : '

Etant donnés deus lisux variables en vertu du para-
mélre e,

P{% Y 0) =0, y¢(xy =0,

irowver un liew qui passe par les inlersections des leus

homologues ¢ ef ¢ (homologue signifiant que la valeur de

2 est la méme dans les équations des deux lieux);

et la solution de ce probléme consiste tout simplement:

a éliminer « entre les deux équations données.
Que » et ¢ soient deux faisceanx de rayons, et le prin
cipe précédent donne la génération d’un lien plan par les
intersections de leurs rayons homologues. '
Pour engendrer un lieu par les intersections des rayo
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homologues de trois faisceaux, i s'agissait de sayoir com-
ment on pourrait résoudre le prohléme -

Etant donnes trois liewx variables en vertu des parg-
mélres « et B, '

?(37=y1°‘=’ﬁ)=0: %(‘T?f/r“:p)zoa i“(‘m:l’/-%ﬁ)"—-‘*os

trouver wn ley qui passe par les Points de concoups des
lieuz homologues $y %, ¢

L’élimination de « et 3 entre les trojg équations. p —
x.=05 b=(), suffisait-elle, 3 elle seule, pour étallir que’
pm.sqt':’elle Suppose les mémes valeyps 4 x et y daps lesj
Erpls_ eqa‘mtions, il en résuite que le lien fourni par cette
élimination pasge par les points de concours des trois lienx
homologues @ %, ¢, tel est Te-principe que hous avons été

e I. Soient, en général

9(.’.1’:,'9,).)‘:-0(’!), %(x,y,y)=0(9), 4’(“’!.97”):0{5)!

les équations de trojs familleg de courbes, et supposons
L] B T ’
en outre, qu'entre Jeg parametres 4,1, » il exigie la relation

F(,p =0 . ST )

On peut considérer (@ ¥, 2, o, ) comme Iélément d'un

éspace 4 «o 3 $léments,

Mais ees éléments sont 1igs par quatre relatipps.
Par suite, le systéme des éqnations (1), (2, (3), (4) repré-

Senle une varidté 3 op 1 éléments.

. Le résultat de Pélimination de 5, 0, étant de la forme

f(x, yi=0, cette variélé est gne courbe comprise dans le
plan des », .
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Pour définir Vordre du lieu, il suffira ¢’éliminer Yy Ay 2,9,
entre les quatre équations proposées et 2% + yy + 1 =0.
II. Dans le cas des faisceaux, la question se traite d’ail-
leurs simplement d'une maniére directe; nous nouas bor-
nerons, par plus de simplicité, au troisiéme ordre. '
Soient

% 3f=0, fpy=0 9 +wm=0,

les équations des trois rayons homologues; ces rayons
rencontrent ane droite quelconque

x5 -y + 1 =0,

chacan en un point, dont nous désignons I'abscisse par
%1, %q, T, sUIVant qu'il appartient & 'un ou a Pautre des
trois rayons.

On a évidemment

|t b, 3Ty + by a5E5 = by
— —_ o 23 T3

_— = ey =

&I+ &y Ly + €3 Xy -+ G5

Si nous substituons ces valeurs de 2, p, », dans la rela-
tion d’homographie

Fps)e=ipr + Ic,glp. +oe B e - =0,

nous voyons sans peine qu'elle donne la relation

Zylyls + Ay + - 4+ Ay + o0 - A =0,

¢’est-d-dire que les rayons des trois laisceaux déterminent
sur une-lransversale trois séries de points homographiques;
sur chaque transversale existent donc trois points triples.

Le lieu de ces points sera upe courbe du troisiéme
ordre, puisqu’elle ne peut éire rencontrée par une droile
en plus de trois points. »
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La premiére de ces démonstrations, fondée sur des con-
sidérations métagéométriques, ne sera peut-étre pas égale-
ment gottée de tous les géométres.

On pourrait cependant en faire disparaitre ce défaut, en
considérant 'un des paramétres 2, p, », comme étant une
troisieme variable z. Les trois premiéres équations, consi-
dérées comme simullanées, représenteraient alors les
points communs aux trois surfaces 5, o, ¢; et 'élimination
de A, u, », enlre ces équations et la 4°, donnerait celle d’un
lieu passani par ces points communs.

Ainsi modifiée, celte démonstration n’en présenterait
pas moins certaines difficultés; et ¢'est pourquoi nous n'y
insistons pas.

La seconde sera admise aisément, aujourd’hui que le
principe de correspondance de M. Chasles est universelle-
ment connu; elle n’en différe pas, en effet, dans le fond;
et elle pourrait sappliquer i des faisceaux de courbes algé-
briques, de méme qu’a des faisceaux de rayons.

Mais nous avons cru utile de chercher une démonstra-
tion du méme principe, fondée senlement sur les théories

‘géoméliriques les mieux connues.

Nons allons I'exposer d'abord pour Je cas le plus simple;
nous ferons voir ensuile comment on passera de ce cas
apx suivants.

TakorEME. Soit le systéme déquations
(A g (@ g0, B)=01) x(zy,%8=02} 4 (=yep=0
il s’agit de démontrer que

si Uon élimine « et & entre ces trois équalions, on obtient

§

Céquation d’un liew passant par les points communs &
la fois aux trois courbes représeniées par ces équations.
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DemonstraTion. Dans le systéme (A), les équations

1), 2), 3) représentent chacune un systéme doublement
indéfini de courhes’, si les quantités o« et f son!t toutes
deux arbitraires; simplement indéfini, si « senl est arbi-
traire; une courbe définie, si aueune de ces quantiiés n'est
arbitraire,
§ [Eliminer § entre ¢ et ¢, c’est trogver un lieu ¢, , passant
par les intersections des deuy lieux v et ¢, déterminds par
une valeur particaliére de o, de sorte que chague point de
ce lieu est un point d’intersection d’une courbe ¢ et d’une
courbe ¢, déterminées par une valear particnliére dea, et
par une valeur particuliére de 8. .

De méme, éliminer B entre x et ¢, cest tronver un
lieu x,, passant par les inlersections des deux lienx % et ¢,
déterminés par une valeur particulitre de «, de sorte gue
chaque point de ce lieu est un point d'intersection d’une
courbe 5 et d’une courbe ¢, détermindes par une valeur
particuliére de «, et par ane valeur particuliére de p.

Si les deux "équations ¢, —0 et x:==0 sont considérées
comme simultanées, de sorte que x, y, « ont les mémes
valeurs dans ces équations, elles représentent les points
communs aux lieux g, et %1, points qui sont en nombre
détini poyr une valeur particuliére de «. Et corarme, par
chacun de ces points, suivant quon les considére sur le
liew ¢;, ou sur le lien X1, passent une courbe ¢ et une
courbe ¢, ou une courbe « et une courbe ¢, ehaeun d'enx

sera donc un point commun d’inlersection des trois -

courbes o, o, 4.
Si « varie, le lieu de ces poinis communs sera uné

courbe, dont on ohtiendra Iéquation en &liminant = enire -
les deux équations p,==0 et %1=0, ou bien en éliminant -

« et enlre =0, x==0, y==0, ce qu’i! fallait démontre
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1" Remarque. 1l est évident que le systéme des éqna-

lions

(B) ?{-I',ys o, ﬁ:7)=0 l): x=0 2)’ 9:'20) 5)3 @ (“:@'VJ':'O 4‘}

Se rameéne au systéme (A), et qu’on peat, par suite, y appli-
quer la démonstration précédente.

2° Remarque. Une conséquence, qui doit nécessajre-
ment résulter dg principe précédent, ¢est que élimination
de o et de B entre jos trois équations » —(), x==0, y=0),
suppose implicitemens que la condition de concours des
trois lieux s, «, ¢ se vérifie identiquement.
Démontrons ce point.
Cette condition s'obtient en éliminant x et y entre leg
trois équations 7=0, x==0, =0,
Soit £ (z, 8)=0 4)
le résultat de cetie élimination, ou la condition de concours
des lieux o, % ¢
Il suit de la théorie de Pélimination que e systéme
d'équations 1), 2), 8), ot o, %, ¢, est équivalent au systéme
d’équations 1),2),4), ou o, %, f; ce qui est déja, au fond, la
démonstration cherchée (*).
Mais poursuivons-la plus explicitement.
-Or, si I'on élimine = et B entre ces trois derniéres équa-
tions, on obtient un liey passant par les points d'intersec-
tion des lieux 5 et o points dont le nombre est simplemeny
indéfini, puisqu'il existe entre les paramétres arbitraires
aet 3 la relation f==0;et, comme cette relation est la eon-
dition méme de concours des licux o, o, 4, il Sensuit que
le lieu obtenn est le Jjey de ces points de conconrs.

—_—

{(*) On voit quslle suppose que les fonctiong #3 %, v sont de simples
forctions algébriques.
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Il en est de méme de I'élimination de y entre x et », on
enire y et =; elles donneront des liegx s OU ¢y, dont cha-
que point est un point d'intersection d’une courhe o on ¢

et d'une courbe », détermindes par des valeurs particu-
liéres de o, B et o

Or, nous venons de vojr que, si Pon élimine « et B entre

les trois équations g, =0, «, =0, y3==0, on oblient un liey

passant par les points communs auxtroislieusx 4, x,, .

Et comme, par chacun de ces points, suivant qu'on le

considére sur I'un ou I'antre des lieux, passent une courbe
# el une courbe «, ou bien 4 et @, ou bien ¢ et w, chacun
@’eux sera donc un point commun dintersection des quatre
courbes ¢, o, 4, «,

Or, éliminer d’abord 7 entre les quatre équations du
-systéme A), puis « et B entre les trois équations résul-
- tantes o ==0, o, —0, #2=="0, c’est éliminer o, B et v entre
les quatre premiéres équations, cq/d.

Il va de sot que les deux remarques précédentes peu-
venl slappliquer 4 ce noaveau cas,

Les géométres saisiront immédiatement la portée de ce
principe; les analystes ¥ trouveront certainement matidre
& des recherches intéressantes.

Mais, pour des lectenrs moins familiers avec la hante
analyse, ou avec la hante géoméirie, ce principe pourra
parailre, ou bien simple pour ne pas dire bien naif, ou
bien pen important.

Nous pe sommes pas nous-méme assez analysle pour
pouvoir donner, dn principe général, une démonstration
purement analytique, et nous serions heureux que cetle
démonstration pit dtre faite, indépendamment de la ng-
ture des équations Proposées. Nous avouons méme que,
dans le cas le plus général, la démonstration basée sur la
- conception de Riemann nous parait seule acceptable.
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Celui-ci peut done s'obtenir indifféremment au moyen ,
ou du systéme o, 5, ¢, ou du systéme ¢, », f; en d'antres
termes, le premier systéme renferme tmplicitement la con-
dition f=0, cqfd.

Il est aisé d’étendre la démonstration qui précéde anx
cas de guatre, cing, ete., courbes; nous nous bornerons a
la donner pour le premier de ceuz-ci.

Turortme. Sovit le systéme d’équations

(A) . . ?(m:?f:“:@s?f)ﬁo i): x("”,%“sﬁ,'.’")—_—O, 2)
Y@y B)=0, 5) (7, y,4 Bv) =0, 4)

il s"agit de démontrer que

st Pon élimine «, f ot 7 enire ces guatre équations, on
obtient Véquation dun liey passanl par les points com-
muns & la fois aux quatre courbes représentées pa-_r ces
équalions,

DimonsTRATION. Dans le systéme A), les équations 1, 2,
3, 4, représentent, chacune, un systéme triplement indéfini
de courbes, si les quantités , ( ety sont toutes Jes trois
arbitraires; doublement indéfini, si deux d'entre elles sen-
lement le sont; simplement indéfini, si I'une d’entre elles
seulement I'est; une courbe définje enfin, si aucune de ces
quantités n’est arbitraire. -

Eliminer y entre ¢ €l @, c’est Lrouver un liea g, passant.
par les intersections des deux lienx 7 el @, déterminéds cha-
cun par des valeurs particuliéres de « et de B; de sorte
que chaque point de ce lien est un point d'intersection
d’une courbe ¢ et d’une courbe « déterminées, et par ees
valeurs particuliéres de « et de B, et par ane valenr parti-
caliére de v.
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Quant & Vimportance du principe dans les applications,
nous la ferons comprendre immédiatement au moyen de
la plus simple de celles-ci, en résolvant le probléme :

Chercher le lieu des points triples des rayons homologues
de trois faisceaux homographiques.

Prenons les eentres de ces trois faisceanx pour sommels
dnn triangle «.f.y = 0. .

Les équations des rayons de chacan des faisceaus se-
ront

a+3f=0 1) Bapr=0 2) ysw=0 5)
et la condition d’homographie pourra s'exprimer par (7)
Cigdf - floz iy ~+ Oy v 4 G h 4+ Byt 4 gy 4 4 == 0, 4)

L’équation du Heu cherché se trouvera simplement, en
vertu du principe posé plus haut, par I'élimination de 4,
¢ el v entre les équations 1), 2, 5) et 4), et sera, par
suite : :

9 2 _
sl + Gy B A= gy 0% — 6’y — ayBe — agy B+ apy =0

Cette équation représente évidemment une courbe gé-
nérale du troisiéme ordre, qui passe par les centres des
trois faisceauy. :

Nous ne nous arréterons pas davantage aux applica-
tions du principe, sur lesquelles nous nous proposons de
revenir ailleurs.

Ce seul exemple suffira pour montrer, 3 tout lecteur

quelque peu géométre, combien le principe proposé est
fécond. Car les faisceanx de rayons de I'exemple qui précéde -
peuvent se remplacer par des faisceaux de drojtes assujeties ;

) Voir Bultetin, 2 série, 1. XLV, p. 162,
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A de certaines conditions, on par des faisceanx de courbes;
homographie par toute aulre équation de condition en(re
les paramétres des courbes homologues, et le cas de trois

faisceaux enfin, par celui d'un nombre de faisceaux quel-
congue,

Communica tion préliminaire sur los mouvements ef I'in-
nervation de Uorgane central de Iy circulation chez les

animeux ariiculés ; par M. Félix Plaieau, membre de
IAcadémie,

De nombreux naturalistes se sont oceupés de la struc-

- tore et des mouvements du vaisseau dorsal ou ceeqr des
- articalés (1), La disposition et les fonciions de la partie

cardiaqne du systéme nervenx de ces animaux ont fajt
aussi objet de quelques travanx trés-intéressants parmi

lesquels je citerai ceux de M. Lemoine (2), Dogiel (3) et
- Berger {4), 1! restait cependant beauconp de questions i

résoudre. ¥ai recours, pour leur solution, 3 deux 1mnoyens

mémoire étendun, :

" (2) Leueans, Becherches pour servir g I'histoire des Systémes nerveus,
musculaire el glandulaire de PEerevisse. Thése. Paris 1888, (Reproduit
4ussi dans les Anrales des sciences nalurelles, 5¢ série, 1, IX, 1868.)

(3) DociEL, De I structure el des fonetions du ceur des erustaces
(Archives de Physiologie, ete,, de Brown Sequard, 9e année, 1877, p, 400,
et Comples rendus, 1876, 1. 82, p, 1117).

(4 B Brrarr, Uber das Vorkommen von Ganglisnzellen im Herzen

-von Flusskirebs (Sitzb. der K. Akad. der Wissensch. Wien, 1876;,



