XIl. — Note sur Dextension des théorémes de Pascal
et de Brianchon aux courbes planes el aux
surfaces du 3¢ ordre ou de lo 3° classe,

PAR

®F. FOLIE,

Correspondant de PAcadémie royale de Belgique,

En adressant cette note 4 I'Académie, nous avons pour
but de faire connaitre dés maintenant quelques théortmes
auxquels nous sommes arrivé en poursuivant des recherches
qui ne sont pas encore achevées, et qui devrvont &tre I'objet
de développements assez considérables (1).

Ges Lhéordmes atlireront attention des géométres, surtout
en ce quils sont I'estension du fameux théoréme de Pascal
aux surfaces, et par suite aux courbes planes du 3° ordre,
et celle du théoreme de Brianchon aux surfaces et aux

(1) Cette note avait ¢té, en effet, présentée & la classe des sciences de 1'Aca-
démie dans sa séance du 3 décembre 1870, (Voir Bulletin de U Académie ,
90 série, t. 30, ne 12). Comme nous avons depuis lors (le 2 fevrier 1871), adressé
a T'Académie le travail analytique complet anquel nous faisons ici allusion, nous
avons prié¢ M. le secrétaire perpétuel de vouloir bien nous renvoyer notre note,
qui ferait double emploi avec ce travail dans les Mémoires de I'Académie, et il
a eu Vobligeance de délérer & noire désir.

il surgissait une question de priorité relativementd la découverte des théo-
rémes qui font Y'objet de cette note, nous ferions ohserver que nous avons
découvert ceux qui concernent les surfaces dés le mois de juin dernier, et que
nous en avons informé vers cette époque plusieurs savants distingnés ; quant &
ceus qui concernent les courbes, nous les avions trouvés un an auparavant
(juin 1869), comme on le verra plus bas,




664 F. FoLie, — Théorémes de Pascal et de Brianchon.,

courbes planes de la 3° classe; et, en outre, en ce qu'ils
semblent prouver définitivement que lextension de ces (héo-
rémes aux surfaces du 2° degré, quia lant préoccupé les
géomeires, n’est pas auntre chose que ces propriclés de
I'hexagone gauche décrit sur un byperholoide que Daudelin
a données dés 1826 (1),

Dans cetle nole, nous supposerons connus les principaux
théorémes sur les surfaces du 3e ordre, cqui sonl dus i
Steiner (2), et qui ont fait Fobjel de développements nou-
veaux de la part de MM. Clebsch (3), Cremona (4), Schrod-
ter (5), Geiser, ele. (6), et nous en déduirons 'extension
du théoréme de Pascal par une voie purement géométrique.
Quant & I'extension du théoreme (o Brianchon, nons 1Ia
tirerons simplement du principe de dualité,

Dans un prochain travail, nous indiquevons la vérilable
voie qui nous a conduit & élendre aux courbes planes et
aux surfaces du 3° ordre et & celles de la 3¢ clasze, non-
seulement les théorémes qui fout Iobjet de cette nole, mais
encore la plupart des antres théoréemes fondamentaux de
la géométrie supérieure.

Sur toute surface du 8° ordre il existe 97 droites remar-
quables dont la découverte est due a Steiner; elles jouissent
de celle propriélé essentielle que chacune denlre elles
coupe 5 couples d'entre les autres, ef forme avec elles
5 triangles tritangents, de sorte que les 27 droites, par

leurs combinaisons entre elles, peuvent former 45 de ces
triangles. Dans deux de ces triangles, qui n'ont aucune
droite commune, les cotés se coupent nécessairement deux

(1) Nouveaus Mémotres de v Acaaemie de Bruwelles, t. 3, 1826,
(2) Journal de Crette, t. 53,

(8) Ia., t. 59 et 65,

(4) Ia., t. 68,

(5) Jowrnal de Crelle, t. 56.

(6) Ia., t. 69,
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3 deux; eb il en résulte que deux de ces triangles suffisent
pour construire deux triedres que nous appellerons conju-
gués, et qui sont tels que chaque face de F'un est déterminée
par un triangle dont les cotés appartiennent respectivement
aux lrois fzces de l'autre : si les trois faces de I'un de ces
tritdres sont déterminées par les Lriangles
a, b, ey a, b, ey al b, e,
les faces du triedre conjugué le seront, par exemple, par
les triangles
a, &, @ty b, b, 0 e, 0
Telles sont les propriétés sur lesquelles nous fonderons
notre théoréme, et dont on pourra trouver les développe-
ments dans les travaux cités.
Ce théoreme est relatif & un autre genre de figures conju-
guées dont nous aurons d’abord & donner la définition el &
démontrer I'existence.

Nous voulons parler d'un systéme de deux tétraédres

conjugués inscrits & une surfuce dw 3° ordre.

Nous nommons ainsi un systeme de deux télratdres tels
que chaque face de I'un est délerminée par un iriangle
tritangent dont les coOtés appartiennent respeclivement a
trois des faces de l'aatre; les faces opposées de ces deux
tétraddres seront celles qui ne renferment pas un méme
¢Oté : si les faces du premier tétraédre sont délerminées par
les triangles

a, b, ¢; a, b, d;a oty att, b, et
celles du second le seront, par exemple, par les triangles
[l/’, H s C”’; a ’DIH,CH; a”!’ [)’ C’; aN, [)I’ c;
et les faces opposées occupent le méme rang dans les deux
séries.

Ces tétragdres jouissent de la propriété snivante :

Théoreme. — Dans un systéme de deux tétraédres conju-
gués inserits ¢ une surfuce du 3° ordre, les faces opposées
se coupent suivant quatre droites situées dans un méme plan.
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Commengons par prouver I'existence de ces deux téirasdes:
la démonstration du théoréme en découlera pour ainsi dire
d’elle-méme.

Soient d’abord deux triangles tritangents n’ayant aucun
cOté commun : @, b, ¢; @, b, ¢'» Comme leurs cotés doivent
se couper deux & deux, supposons que & coupe ¢': leur plan
déterminera sur la surface une troisime droite d; que b
coupe ¢' : leur plan déterminera 4" ; que b' coupe ¢ ; leur plan
déterminera a”.

Aux deux premierstriangles nous pourrons joindre ceux-ci.

a, al, d; a”l, (), C’; (L”, [)V’ c;
et comme ¢ coupe b et ¢, que & coupe ' et ¢, il fant que d
coupe 4™ et 4", ce qui nous donne un nouveau triangle o' ¢" d.

Les six triangles précédents forment deux triddres conju-
gués dont les faces respectives, que nous nommerons respec-
tivement A, B, Xet ¢, D1, Y, seront :

A B X ¢ D! Y
et
abe a'b'c! alalld a"be! a'b'e an'd;

mais nous pouvons former de méme deux nouveaux (riddres
conjugués en partant des triangles &, b, ¢" el «, 1", ¢" dont
les cOlés a et a', b" et c', V" et ¢" qui se coupent, déter-
minent des triangles tritangents dont les troisidmes colds
sont d, a", et ', comme on s’en assure en remarquant que
les cotés des triangles a, b", ¢" et d, «", a" ou a, b et
d, d', a" doivent se couper deux & deux.

On pourrait, au reste, partir de I'un de ces derniers
couples de triangles, et on arriverait au méme systeme de
triédres conjugués :

{ A B X j c D Y

et
apre abe g altpre!tghtpign gal d,

On voit, par le tableau des faces respectives A, B, elc.,
de ces couples de triédres conjugués, que si I'on considére
A,B,C,DetA,B, ¢, D comme les faces de deux tétraddres,
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ceux-ci seront conjugués snivant la définition précédente, et
que les faces A et A', ete., sont opposées 'une & Pautre; cette
définition est donc justifice.

Il s’agit enfin de démontrer que les faces opposées se
¢ oupent deux & deux suivant quatre droites situées dans un
méme plan, _

Or, remarquons que chacune des 12 droites des deux
tétraddres en coupe 5 d’entre elles; ainsi, par exemple,
que @ coupe a', b, ¢, b, ¢"; que b coupe a, ¢, a", ¢, a", ete. ,
et désignous les points d’intersection de deux de ces droites
par les deux lelires qui représentent chacune d’entre elles.

Nous verrons alors que l'intersection des faces A A’ passe
par aa', bb", cc'r;

Que l'intersection BB' passe par ac', b'b'", ¢'o";

It par suile, que ces deux droites ayant le point aa' com-
mun, les 8 points précédents sont dans un méme plan.

Démontrons que les intersections CC' et DD’ sont aussi
dans ce plan.,

Or, elles passent toutes deux par deux de ces points :

CC' par bo" et c'c¢", DD par bo" | e,

Le théoréme est done démontré.

Il est clair qu’en coupant la figure par un plan quelconque,
on obtiendra I'extension du théoréme de Pascal aux courbes
planes du 3¢ ordre; nous nous hornerons 3 I'énoncé, quise
comprendra aisément par ce qui précede :

Théoréme. — Dans un systéme de deux quadrilatéres con-
Jugués inscrits & une courbe plane du 3° ordre, les couples
de cilés opposés se rencontrent em quatre points situés en
ligne droite.

On pourrait rechercher dans les figures auxquelles se
rapportent ces deux théormes quels sont les poinis et les
lignes qui correspondent aux points de Steiner, par la décou-
verte desquels ce géometre illustre a complété le théoréme
de Pascal.
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On pourrait rechercher également des extensions plus
considérables de ce dernier théoréme,

Mais, dans cetle note, nous voulons nous horner au théo-
réme fondamental,

Nous allons en établir le corrélatif pour les surfaces de
la 3¢ classe.

Ici, comme nous I'avons dit, nous déduirons simplement
ce théoréme du principe de dualité. Ce n'est pas & dire
toutefois que ce principe y conduise immédiatement , ou du
moins que l'application en soit simple, tant s'en faul; nous
n'en voulons pour preuve que le silence gardé, 4 notre con-
naissance du moins, par les géométres fameux que nous
avons cilés, sur les surlaces de la 3° classe.

A la vérité, les théoremes une l‘oisge’lablis, on voit avee
quelle apparente simplicité on aurait pu les déduire du prin-
cipe de dualité ; mais si celle déduction était réellement
simple, nul doute que nous n’en eussions an moins trouvé
quelques résullats essentiels dans les travaux de Steiner ou
de ses successeurs,

Quoi qu'il en soit, ce n'est que le principe de dualité dont
nous ferons ici usage, réservant pour un prochain travail
exposé de la méthode qui nous a conduit & ces propriétés.

En vertu de ce principe, aux 9 droites de la surface du
3° ordre qui forment 3 & 3 les faces de deux triedres conju-
guds, correspondent, sur la surface de la 3¢ classe, 9 droiles
passanl 3 & 3 par un méme point, et qui sont les arétes de
deux systémes de 3 triedres, tels que chaque sommet d’'un
triddre du premier sysiéme est le point de concours de
3 aréles appartenant respectivement aux 3 triddres du second
systeme.

Afin de bien faire ressortir la dualité qui existe entre les
surfaces du 3° ordre et celles de la §° classe, nous nous
permettrons de faire usage d'une dénomination nouvelle,
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pour désigner un systéme de sommels fels - que ceux que
nous venons de considérer, et nous 'appellerons un systéme
de trigones conjuguds, :

Daus les surfaces du 3e ordre, nous avons eu un systéme
de triedres conjugués, tels que chaque face de I'un passe
par trois droites appartenant respeclivement aux trois faces
de Iautre.

Dans les surfaces de la 3° classe, nous avons de méme un
systéme de trigones conjugués, tels que chaque sommet de
un est le point de concours de trois droites passant respec-
tivement par les trois somwets de lautre.

Sinous énongons les propriétés corrélatives de celles que
nous avons mentionnées, d'aprés Steiner, pour les surfaces
de 3° ordre, nous pourrons dire, relalivement aux surfaces
de la 3° classe:

Chacune des 27 droites passe par le point de concours
de 5 couples des autres, et forme avec celles-ci 5 sommets
de trigones : les 27 droites , par leurs combinaisons enlre
elles, peuvent former 45 de ces sommels.

Si deux de ces sommets n'ont aucune droite commune,
les 3 droites qui passent par chacun d’enx se couperont deux
& deux en 3 poinls; et ces deux sommels suffiront pour
déterminer un systéme de trigones conjugués,

Enfin, nommons systéme de tétragones conjugués un double
systeme de 4 sommels Llels que chaque sommel du premier
systeme soit Je point de concours de 3 droiles passant res-
pectivement par 3 sommets du second; et sommets 0pposés
de ces deux tétragones cenx quine sont pas situés sur une
méme droite.

La justification de celte définition résulte de Pexistence
des systemes corrélatifs de tétraddres conjugués dans les
surfaces du 3° ordre, et le principe de dualité nous per-
metira de déduire immédiatement du Lhéoréme analogue &
celui de Pascal, pour ces surfaces, le théoréme analogue a
- celui de Brianchon, pour celles de la 3¢ classe.
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Théoréme. — Dans un systéme de deuz tétrag gones conjuy-
gués circonscrits & une surfuce de la 3° classe , les droites
qui unissent deux a dewwx les sommets opposés concourent
en un méme point.

Ce théoréme renferme évidemment,, comme cas particulier,
le suivant, sur I'énoncé duquel nous croyons superflu d’in-
sister aprés ce qui précéde

Théoréme. — Dans un systéme de dewa téiraq gones conju-
gués circonscrits & une cowrbe plane de la 3¢ classe , les droites
qui unissent deux a deuz les sommets opposés concourent en
un méme point,

Telle est I'extension, aux courbes planes et aux surfaces
du 3° ordre et 4 celles de la 3¢ classe, de ces théorémes si
fameux dans Ihistoire de la géométrie.

Jusquaujourd’hui la seule extension que les géomélres
semblent s’étre proposée se bornait aux surfaces du 2¢ degré
nous avons ¢té au-deld, et nous pensons que personne ne
contestera I'analogie évidente qui existe entre nos théoremes
et ceux de Pascal et de Brianchon; nous" apporterons, du
reste, un jour, d'autres preuves, peut-8tre encore plus
frappantes, & I'appui de celte analogie.

Mais s'il en est ainsi, on voil également que Dandelin
avait découvert ces théorémes pour les surfaces du 9 degré;
et, quelque beaux que soient ceux qui ont ét¢ donnds par
plusieurs géometres modernes, par MM. Chasles et D. Serret
enfre autres, comme correspondant , pour les surfaces du
2° degré, aux théorémes de Pascal et de Brianchon, nous
croyons, en nous plagant & un point de vue absolu, devoir
contester cette analogie, et devoir revendiquer pour Dandelin
I'honneur de I'avoir trouvée.

Ces théoremes, qui se sont étendus successivement des co-
niques aux surfaces du 2° degré, puis aux courbes planes (1)

(1) Nous croyons utile de dire ici que nous avons découvert cette extension
en juin 1869, comme le constate un pli cacheté déposs a I'Acadeémie le 10 juillet
de la méme année; tandis que c'est depuis quelques mois seulement que nous
avons réussi & appliquer cette extension aux surfaces,,
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eb aux surfaces du 3° ordre et & celles de la 3° classe, sont-
ils susceptibles d’une extension plus considérable encore?

Nous en sommes convaincu, et nous pourrions dés 4
présent indiquer en partie cette extension.

Des géomelres d'un grand mérite ont, du reste, dirigé
leurs recherches dans celte voie, et sont déja arrivés & de
beaux résultais; puissent ceux que nous venons d’exposer
brievement coutribuer quelque peu & établir les principes
généraux, non de cetle géométrie qui se borne & la théorie
des coniques et des surfaces du 2° degré et qui a pris de
nos jours des développements trop considérables peut-étre,
mais d’'une science plus vaste, qui n’hésite pas & aborder
les courbes et les surfaces en général, et qui constitue en

définitive la vraie géométrie.




