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Note sur lu Théorie de lu roue Poncelet, par M. F. Folie,
docteur en sciences physiques et mathématiques, pro-
fesseur & Pécole industrielle de Liége.

§ 1. Lorsque Pillusire inventeur de cetle roue écrivit,
Jes mémoires qui élaient destinés 3 la faire connaitre,
préoccupé surtout d’en montrer les avanlages d’une ma-
niére claire et simple, it négligea certaines cireonstances
qui devaient conduire 4 des caleuls trop compliqués peul-
étre pour le but qu’il voulait atteindre.

Cenx qui ont repris aprés lui Ja théorie de celte roue
ont généralement adopté celle qu’il avait donnée; et si
quelques savants ont étudié d'une manidre plus compléte
la théorie générale des rvoues hydrauliques, ils n’ont ce-
pendant pas en égard, dans celle de la roue Poncelet, aux
circonstances que ee savanl a négligées , et dont Jes plus
essentielles sont leg deux suivantes :

Il 0’ pas été tenu compte, dans le caleul de la hauteur
a laguelle I'eau monte sur les aubes, du mouvement de
rotation de celles-ci; ee qui. fait que ceite hauleur est en

général évalude beaucoup trop faible, et que les dimen-
sions mémes que eonseills M. Morin , (uoique bien supé-
rieures, devraien! dans certains cas étre encore augmen-
lées, comme nous le verrons. :

En outre, on a omis de dire que pour que la roue
Poncelet rende le maximum Qeffet utile, il faut que Pean
ait quitté les aubes au moment ou Vextrémité de celles:ci
atteint la verticale qui passe par Faxe; sans quoi Peau, en
s'élevant avec la roue, conlrarierait le mouvement de
celle-ci. :
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Nous avens trouvé ces deux circonstances mentiounées
pour la premiére fois dans les manuscrils de Brasseur, et
nous nous plaisons & revendiquer pour fui honneur de
les avoir signalées. Comme les notes qu’il a laissées ne
renferment aucun calcn! relatif a ces deux points, nous
avons résolu de les traiter,

Snivant lexemple des mailres qui se sont oceupés de
la théorie des roues hydrauliques, nons éviterons {oule
complication de caleul; et pour cela , nous admettrons
que le mouvement de la roue est nniforme et la résis-
tance constante; nous négligerons tous les {rottements
ainsi que la résistance de Iair; nous supposerons que les
aubes sonl langentes 4 la roue, et que 'ean y arrive sans
choc; enfin nous n’étudierons que I'action d’une scule
molécule d’ean. '

On verra, par les équations auxquelles nous arriverons,
qu’elles n'offriraient plus d’intérél pratique si on les com-
pliquait davantage, ce qui arriverait néeessairement sil'on
voulait traiter la théorie d'une maniére plus générale.

Au reste, les expériences enlreprises sur la roue Pon-
celet ont donné des résultats si concordants avec ceux de
la (théorie ordinaire, qu’il est permis de supposer que la
théorie plus compléte que nous allons exposer serait éga-
lement sanclionnée par des expériences que 'on ferait
dans le but d’en vérifier les résultats, eomme eclle Fest
déja dans la pratigue, ainsi qu’on fe verra, pour les cas
habituels; et peut-étre ces nouvelles expériences contri-
bueraient-elles & augmenter encore le rendement déja si
considérable de cette roue.

©§ 2. Désignons par V la vitesse d'arrivée de I'ean; par v
celle de la rone; par H 1a hautenr & laguelle est due la vi-
tesse V; par o angle que fait avec Ia verticale le rayon
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~mené au point ou la moléeule d’eau renconire la roue;

par H, la hauteur de chute complée jusquau pomt le
plus bas de la roue; de sorte que M == H, — R sin v «;
par R le rayon extérieur, par r le rayon intérieur qu'il
faut donner anx couronnes pour gue I'eau arrive au fond
de celles-ci avec une vitesse relative nulle.

Nous pourrons admetire que I'eau monte sur les aubes
a une hauteur R cos = — r, et qu'elle y descend d'une
hauteur R — r, si elle les quitte au peint le plus bas de
la roue.

Désignons enfin par T, et T, respectivement les travaux
effectués par la pression normale que I'ean exerce sur les
aubes, pendant son ascension et pendant sa descenle.

Les forces vives initiales et finales de la masse m d’eau
sont :

pour I'ascension : im v etiwi (v f«)
2 2\ R}’

-3

1 ¥ 1 .
»  ladescente: 3™ (L ﬁ) et:jm(\‘ -— 2",

Le principe des forces vives nous donnera donc :
i 1 " i 7y ]
{1). Em‘ ——Em (LE) :ultg([{cos;wr').—;- T
e d'ow :

1
@ gm{vg) = gm0 — 2y = gy,

1

- N 1 1 M
(3). 1 =Tl+T?=L—)m\”—-§m{\——‘.’?))M-mgl{(’l——cow). _

Or, comme V2 == 2gH , et que Hy =H + R (1 — cos &),
nous pourrons éerire

,I _ B
T = mgl, HEm(V - 20y
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el en prenant v ==- V, nous voyous que le travail utile sera
égal au travail a])solu

Mais ce résultat suppose, comme on le voit, que I'eau
quitie les aubes au point le plus bas; sans quoi le terme
— my (R — r) de la seconde équation deviendrait
— mgh, k < R— r, et le travail utile diminuerait {").

Ce point important n’a pas été observé dans la con-
struclion de ces rones, comme on peut le voir par les
dessins & P'échelle exéeutés par M. Poncelet ponr son mé-
moire , ou par celui que M. Rankine a donné, dans son
traité des moteurs, d’une roue construite par M. Fairbairn.

Mais il est nne antre conséquence que Pon tire de colte
quation et qui n'a pas encore 6té signalée : c'est quiune
roue @ aubes courbes peut produire son maximum d’effet
méme quand on ne prend pas Ueau ¢ son pointleplus bas (7).

Le seul inconvénient qui puisse résulter de cetie dispo-
sition est une pression un pen plus considérable sur les
coussinels; mais il serait bien compensé, CrOYONS-¥ous,
par les avantages quoflvirait cette disposition nouvelle,
au point de voe da rendement.

§ 5. Nous allons faire’ voir maintenant que nos équa-
tions permetient de déterminer la largeur des couronnes,
et que le résullat concorde fort hien avec eefui que ia
‘pratigue a fait adopter; mais que de plus, en combinant
I'équation résultante avec la condition que la roue puisse

- admeltre un volume d'ean m fois plus grand que la dé-
pense normale, nous obtiendrons le rayon de la roue en

(") Voir la pote ajoutée a Ia fin du Lravail.

() Az vérité, M. Poncelet a'déjh imaginé d’employer sa roue comme
rone de ¢0Lé dans le cas de forles crues, mals sans allacher d'imporlance
théorigue i celle disposilion.
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fonction de m, de la hauteur de chute, at dela levée ¢ de
la vanne.

Ces denx déterminations n'ont pas encove é1é faites &
priori.

Dans le but de comparer les résuitats gue nous ob-
tiendrons aux nombres qui ont été adoptés d'aprés les
travaux de MM. Poncelet et Morin, nous supposerons
que L'on prenne 'eéan au point le plus has, de sorte que
Fangle « sera trés- -pelit, et que nous pourrons négliger
I — ¢cos «; ce qui offrira en ouire I avantage de simplifier
un peu les calenls. -

Les équations (1), (Q)GL("’) vont nous permeitre d’abord

de terminer le rapport des rayons pour le cas de la

vitesse v -~—‘s qui correspond an maximum de Veffel
utile.

Comme la bauteur 2 laquelle 'eau monte sur les aubes
est un peu plus faible quecelle dont elle descend , mais
que, d’un autre coté, son mouvement est retardé dans le
premier cas, et aceéléré dans le second, par la compo-
sanle centrifuge de la vitesse cireulaire de la roue, 2
laguelle elle participe, nous pourrons admettre que la
durée de I'ascension est égale 2 celle de la descente; or,
le mouvement de la roue étant supposé uniforme, et la
résislance constante, les travaux produits pendant ces

‘deux intervalles de temps seront égaux ; nous aurons par

suite, en vertu de I'équation (3), en v faisant V=2 v :
1001 R
TI:ET_—_-ZM‘V +§ng(l——cos::):mw—;—;ngﬂ {1 —cos a.)'

Et en substitnant eette valeur dans {1} :
o Pl
M’ + —mgR(i ——cow):ﬂmu“n—-sm vR) ~=mg(Rensa —r)
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Réduisant, et posant 2 = x :
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Or Péquation (7) peut s'éerire

2R R
& .7c=f2—ﬁ'qg {(f + cos =)
’L‘.

R
(4). xr® — {f —x* — ni‘w('! —.r}-l— {==p,
] u® I

Cette équation permet de déterminer x on r en fonetion ou bien
de v et de R.

En y faisant, comme nous I"avons dit plus hant, eos o =1,
nous pourrons 'éerive ;

('lwx)%'l+x—&%%+'l =0.

St nous multiplions cetle derniére pari + x, et que nous

. 2¢R combinionsle résultatavec!’équation (8), nous obtiendrons:
{3). £+ —(l —x)=2 .

v

I3 R
Eil-auoc—iﬁ;ﬂﬂfl-{—m:o, d'ol
Iutroduisons maintenant la condition que la roue puisse :

admettre par seconde un volume d'ean égal & m fois la- 1o R
dépense; en appelant ¢ le coéfficient de celle-ci, elle sera H{R )

cle, L désignant la Jargeur de Torifice, e sa bauteur. Si
nous supposons la méme largeur 4 ia roue, de sorte qu'en
pratique celle-ci offrira_une eapaeité plus grande, ec qui
ne nuira pas, nous aurons pour le volume déerit en une
seconde par la section des couronnes : 1 RL (1 — =%);
égalant ce volume & m fois la dépense, et rédaisant:

L par suite , en ' vertu de (8) :

H(R+s).
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-

Enfin ajoutant ces deux derniéres équations :
(). R (1 — ") == dmce. R H(R )

9). 9
) HR + e 4R

Avant d'éliminer x entre (5} et-(6), donnons i ces équa-
tions une forme plas simple. -

Faisons dans (3} : v2 = _—;—gﬂ, et dans (6): dince ==:; eiles
deviendronl :

§ 4. Celte équation détermine R en fonction de H et
de =; mais comme elle est du 5° degré, sa réso]u'lilon
offrirait pen d'intérét pratique, 4 cause surtout des quan-
tités m et e qui enlrent dans =, et auxqguelles on peut
denner différentes valeurs.

Il nous semble préférable de la discuter pour en dé-

R
(7 x“+ri-ﬁ(l—-ﬂc}ﬁ9.

(8). R{l —a*) ==




{ 460 )
duire les limites entre lesquelles il convient de renfermer
R dans les cas ordinaires.

Et d'abord, puisque les denx termes du second membre
sont positifs, ehacun d’enx doit étre plas petit que 2.
Bone, en premier lieu :

H(R + &) < 8R* ou SR* — HR — He >0,
relation qui sera satisfaite pour

= U -
i > § 4 .
Nous verrons qne celle condition est en général réalisée,
et au deld.
Ensuile .
4R < 2B (R + o).

St H 5 2:, cette relation se vérifie delle-méme.
Geeupons-nous dotic senlement du cas o H< 2:; on
-en déduira alors :
He i
(io}. P R<m,0ﬂ]{<a—‘—ﬁ

£

Recherchons guelle est la valewr minimum qu'il con-
vient de donner 4 R. _

1l est aisé de vérifier qne si lon fait, dans Péquation {9),
R:g, on en déduit R=c¢, et en vertu de (8): x=o0. Les
conronnes devraient done s'étendre jusqu’aa centre, dis'-
positign irréalisable en pratique; done il faut que 'on ait
R>:.

Admettons maintenant iue 'on prenne B = JI, comme
on le fait assez généralement dans ia pratique.
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L'équation (9) se réduira alors 3 -
he
5 de 1 £ 7 H 1 ¢
== = .
Hee & ai’ ™ ctam ™
+-—
H
£ &
T=10_— 4 __ do!
m -+ ek d’on
¢ —_ ' 2
i 5+ V52=0,66;0116m‘-; H=4 mece; d'on

b

. H
mice =H, el m =— .
Gee

Pour que m soit > 2, condition qu'on cherche i réali-
ser habituellement, il fandra que H = 12 ce, Cest-a-dire
que I soit au moins égal 4 10 ¢, en prenant ¢ = 0,80.
Si nous donnons 4 e la valeur 0,25 conseiilée par M. Morin,
nous verrons que, pour pouvoir prendre le rayon égal 4 la
hautear de chute, 1! faut que celle-ci soit d’au moins 2" 40.

Si nous résolvons I'équation {7) dans cette méme hy-
pothése de R = H, nous trouverons =2 — /8 — (.6
et par suite » = 0,4 R, valeur qni approche de trés-prés,
comme l'on voit, de celle quadopte M. Morin dans les
mémes circonstances. :

Mais la relation (10) peut nous obliger & donner 2 R une
valeur plus petite; voyons dais quels cas cela aura lien..

1} est clair que cette relation, supposant H < 2¢, ne
nous imposera aneane limite si H > 2¢ {nous avons vu que
H = 2: doit étre rejeté comme donnant & — o) c’est-i-dire
si H > 8mce > 12,8e, en prenant m = 2, ¢ =0,8; don
- H

| s
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o1
o



{ 462 )

St donc e était égal ou supérieur 4 ceite valeur, on de-
vrait limiter R au moyen de la relation (10}, qui donne,
pour une -levée de vanne de ™23, et pour m=2: ct
¢=10,8, d'olt : = 2, le tablean suivant :

-5;

= 5, 2,5
fh: 65 3,5;

H
R < 14

el 4
-

On voit par 14 qu'en général on peul prendre R =H,
dans le cas ordinaire des levées de vanne de 0,25, exceplé
pour des hauteurs de chute inférieures & 2™50; et en
effet nous avons vu plus haut que pour prendre R=H,
avec e = 0,25 et m < 2, il fallait que H < 27,40.

Pour les hauteurs de chute plus faibles, il conviendra
de rester dans les limites fixées par le tableau précédent,
pour gue la roue puisse admetire une quantité double de
la dépense normale, & moins que Von ne prenne une ]evé_e

' de vanne inférieure 3 0223,

Ainsi, par exemple, si avec une hauteur de chute de 1™,
on voulait donner & la roue 1™ de rayon, puisque nous
avons lrouvé plus haut que pour R = Hetm >2, on
doit avoir H > 10 e, 1l faudrait limiter la levée de vanne
a om0, _

Veut-on toutefois, pour une chute de cette hauteur,
mainienir la levée de vanne & 025, il fandra-réduire le

*rayon 4 O"67 au maximom. Si done dans 'équation (7}
nous posons R = £ H, nous trouverons:

3

8 8 hJ
2 Y7 =9 P ema—— dlOU
x4+ 5(1 x) » OO 8 — =
& —110 . =
& == '—Fi_mi),’ls, etparsnite R—r=0,72R.

b

( 463 )

On voit qu'alors la largeur des couronnes doit augmen-
ler bien au deld méme de la limite extréme posée par
M. Morin. )

C'est pourquoi il serait peut-étre préférable de limiter
12 levée de vanne pour les petites chates 2 0°10 ou O™15.

§ 3. Les valeurs que nous venons d'établir théorigue-
ment se rapprochent beaucoup de celles qui ont ét& con-
stamment adoptées dans la pratique par les bons construc-
teurs. Cela tienl & ce que nous nous sommes placé dans
Uhypothése, qu'ils cherchent & réaliser autant que possi-
ble, que I'eau est prise au point le plus has. '

Nous allons voir, ee qui est du reste évident & priori,
que cette hypothése est inconciliable avee la condition
fondamentale du maximuom deffet que nous avons posée
aun commencement, d’aprés Brasseur, 4 savoir que Jeau
doil avoir quitté les aubes au moment ou Pextrémité de
celles-ci atteint le point le plus bas; et nous chercherons
quel estI'angle au eentre « correspondant 3 I'arc an-dessus
duquel l'eau doit atieindre la roue pour que cette condi-
tion soit satisfaite.

Désignons par I Ia longueur de cet arc, de sorte que,
étant exprimé en degrés, on aura ! = »R =

¢ étant la durée totale de I'ascension et de la chute de
Peau le long des aubes, la condition précédente sera ex-
primée par :

1 1, —
l==pt = —Vt==—V'9gH . t.
"=y P
Si, & cause de la composante centrifuge de la vitesse de

la roue, la durée de T'ascension est un pen augmentée,
celle de la chule sera un peu diminuée, de maniére que la
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durée totale ne sera guére altérée si nous faisons abstrac-
tion de l'influence de cette composante.
Dans ceite hypothése, la durée de I'ascension sera (§ 2) :

. \/Q(Reogsa—r)’

et celle de la chute :

. \/Q(ﬂ—-r) .
T g

Faisant la somme, et la substituant a la place de ¢ dans
'équation précédente :

a T, 2({Reosu—r 2R —r
rB-—~—=£V?gH§\/M+V & ?)!‘,Ol[
180 2 g

g

(11). rRT;_O:V‘H(R cosa—1) + VIR —1) -

Enfin, pour que = soit déterminé en fonctions de tontes
quantités connues, il fandra encore substitner 3 H sa va-
leur

H==H, —R(l —cosa),

ce qui donnera :

12). sz—l/H - R {1 LOSa)%VRCOSa—? +VR—rl

A la vérité les valeurs de R et » qu'il faudrait substituer
dans cette équation devraient étre tirdes, non des relations
simplifiées que nous avons obtenues en supposant cos a=1,
mais des relations complétes dans lesquelles entre cos a.
On obtiendrait ainsi un systéme de trois équations, celle-ci
(12) qui est transcendante, et celles qui correspondraient
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a (7) et (8), systéme qu'on ne pourrait résoudre que par
voie d’approximations successives.

Aussi pensons-nous gue la solution Ia plus simple con-
ststera & supposer d’abord cos e =1, ee qui nous donnera
pour R et » les valenrs trouvées p]us hant, puis & déter-
miner « par 'équation (11) dans laquelle H sera la chute
totale.

Cette premiére valeur trouvée, on s'en servira pour
déterminer R et r au moyen des relations complétes cor-
respondantes 4 (7) et 4 (8), et 'on substituera ces valeurs
dans Yéquation (12); on obtiendra ainsi une seconde ap-
proximation 4 laquelle on pourra sarréter en général.

§ 6. Montrons par un exemple I'application de celte
méthode.

Supposons que les formules précédentes nous aient con-
doit & prendre le rayon égal a la hauteur de chute dans
I'hypothése que I'eau est prise au point le plus bas.

L’équation {11) nons donnera en y faisant R = H el par
snite r = 0,6 H (§ 4) :

o —_———n —
i Veos o — Q,G = V0,4 = 0,65,
équation d’out I'on déduit pour une premiére approxima-
tion

= 50°;

mais comme nous supposons le rayon égal A la hauteur
totale de chute, nous aurons 4 faire: B = H, et comme
H=H, — R sin v, , en remplacant H, par R nous trou-
verons

R 1
H=Recosa, dot—= .
H cose
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Endonnantae«la valem oy == B0°, nous aurons~ = 1,56,

el en substituant cette valeur dans I'équation (7) nous ob-~
tiendrons

2 — 6,24 x = — 4,24, d'ovt x = 0,77.

Appelons x, cette premiére valeur approchée.
Or la formule (12) devient, sil'on y fait R=H, :

(15). =Veosz (Veosa—zx + V| — w)

18
et I'on voit par 12 qu'on doit avoir ¢os « > x; comme nous
avons trouvé %, = 0,77, il s'ensuit que = doit étre plus
pelit que 39°40" dont le cosinus est égal a 0,77,

Si done nous prenons «; = 397, nous trouverons
R 1

== == 1,287;
H cos8e, 22875

et I'équation (7) nous donnera :
@, — 545 &= 35,15; dotx, =071

En substituant ces valeurs dans I'équation (13), le pre-
mier membre deviendra égal 4 0,68, et le second & 0,705;
comme celui-la augmente avec « tandis que celui-ci di-
minue, nous aurons a prendre a; > 39°,

Soit e = 39°10'; x5 restera égal 4 0,71 aux milliémes
prés; et la substltutmn dans I'équation (13) donnera pour
le premier membre 0,684 et pour le second 0,699.

Cetle approximation est plus que suffisanie pour la

pratique.
Enfin, la substitution de x;=0,71 dans I"équation (8)
montre que si Pon prend le rayon égal 4 la hautear totale
" de chute, celle-ci doit élre égale ou supérieure 4 12 e,
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Si cette condition est remplie, on voit qu'en prenant le
rayon égal 4 la hauteur de chute, Fon pourra se contenter
de donner aux couronnes une largeur égale aux 0,3 du
rayon environ; et que 'ean devra rencontrer la roue & 59°
environ du point le plus bas, pour qu'elle puisse s'éire
déversée avant que I'aube ait atteint ce point, et produire
son maximum d’effet.

Sans doute, en n’étudiant que 'action d’une seule mof
lécule d’eau, nous avons négligé celle que les moléeules
suivantes exercent sur elle; el par conséquent en prati-
que, il sera prudent d’augmenter la largeur des couron-
nes; mais pour celte méme raison, l'eau, montant plus
haut,, restera plus longtemps sur les aubes, et I'angle «
pourra devoir étre plus grand ea pratique que la valeur
méme que nous a donnée le caleul.

Nous ne serions nullement surpris si une roue, établie

. dans les conditions que nous venons de déterminer, don-

nait un rendement notablement supérieur anx meillears
rendements qu’on ait obtenus jusqu'aujourd’hul.

NOTE.

"L’un des Donosables commissaires chargés d'examiner ce travail a
exprimé, dans son rappert, le désir fort juste de mous voir entrer dans
quelques délails relativement & deux fails, qui ne sont pas suffisamment
éelaircis dans les pages précédentes. Clest avec le plus grand plaisir que
nous satisfaisons & ce voeu, et nous remercions le savant rapporteur
d"avoir bien voulu nous fournir occasion de nous expliquer sur ces deux
points.

Nous reprendrons nos deux équations fondamentales sous uue forme
plus générale, et nous en déduairons les principes énoncés au § 2. Ensuite
nous calculerons, d’'nne maniére rigoureuse, la vilesse relative qui entre
dans ces formules.

.
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En conservant les notalions du § 2, désignons, en outre, par R'—rla
hauteur dont I'eau descend sur les aubes, el par V' sa vilesse relative au
point ol elle les quitte; de sorte que sa vilesse absolue sera V' — v,

Les équations (1), {2) et (3) deviennent alors :

BEH

1
(1) Gmvi—-m (@Rf) =mg(Geosz—r)+T,

1 r\? 1 . '
@) 3™ ‘Uﬁ —sm(V—v)=w—mg{R —r)+T,.

i 1 '
(3). T=T,+Tzw§mvﬂ-— gy — o) +mg(R — Rcos o).
=mgH+R(1—cosa)— (R—R'}) —;m (V' — )2
1
=mgH,—mg(R— R} — (V' —u)p

Les denx quantités R — R’ et (V' — ») étanl essentiellement positives,
on ¥oit que le maximom d'effet utile aura liew si Fon prend 3 [a fois :

1o R=R, 12 Vacyp,

el que ce maximum sera égal au travail absolu, comme il & 46 dit an § 2.

Pour déterminer V’, supposons tous les points de 'aube animés d’une
vilesse v, égale & celle de la eirconférence de la roue, et de sens con-
traire, ce qui n'altére en rien les mouvemenls relatifs; nous pourrons
appliquer & ceux-ci le principe des forces vives. La vitesse relalive de
I'ean @ Pentrée est V — v, & Ia sortie V'; et la pesanteur ayant effectué
un travail négatif — myg (R cos & — ), et un travail positif mg (R—r),
nous aurons :

VE2—(V—w)=gR {1~ cosc).

La valenr de V' dilférera peu de ¥ — v si Pangle 2 esl assez pelil; el
c’esl pour eviler toute complication de caleul, comme nous IMavons dil
au § 2, et arriver & des formules d'une application facile, que nous avons
remplace immeédiatemenl V' par ¥V — v, 4 'exemple de Poncelet,



