THEORIE

DU

NOUVENENT DE ROTATION DE LSCORCE SOLIDE DU GLOBE

CHAPITRE PREMIER.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT DE L’ECORCE
ET DE CELUI DU NOYAU.

§ 1. — Expressions des moments perturbateurs.

1. Nous considérons le globe terrestre comme formé de deux parties
solides, de forme invariable, ellipsoidales, dont les centres de gravité coin-
cident, el qui sonl séparées par une couche plus ou moins fluide, assez
mince.

On sait que les équations du mouvement de rotation de chacune des
deux parties solides peuvent se melire sous la forme

df C—B P
'd—t==—- A nm+-E,
dm C—aA
1 N A ni —=.
{1 ' m n +B
dn B—aA
Pt im +

{, m, n représentent les vilesses angulaires du corps autour de ses trois axes
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principaux X, Y, Z; A, B, C, ses moments dinertie, P, Q, R, les moments
des forces extérieures, autour des mémes axes.

Au nombre de ces forces, outre les actions da Soleil et de la Lune, on
doit compter les actions mutuelles de I'écorce et du noyau.

A la rigueur, on devrail tenir comple également des actions de la couche
fluide. Il en sera fait généralement absiraction ici, & cause de Iinutilité
pratique de cette recherche fort laborieuse.

2 - Les expressions des moments perturbateurs exercés par le Soleil et la-
Lune sont connues. 7

Nous avons & rechercher celles des moments des actions mutuelles du
noyau sur Pécorce, momenis qui seronl évidemment égaux et de signes
contraires pour ces deux corps,

Considérons no sphéroide homogéne, de densité 1, limité par fa surface

= a(1-+ ay), « étant un coefficient wés petit, dont le carré est négligeable,
¥ une fonction des angles directeurs de R o' el w', qui dépend de la nalure
du sphéroide. o

Un point z', y', 2/ (de la surface) sera déterminé, en fonction de ¢ et

de = , par
' =R, y'=Rcose, 2z =Ry sind,

' et désignant le sinus et le cosinus de ¢/,
- Supposons y développé suivant les fonctions sphériques

Y=Y+ Y+ Yo+ Y; +

Pour un point intérieur au sphéroide, la fonction potentielle sera

9 2
@. . ... V;=2ﬂae—-%ﬂ?"’+4awa‘(YU»I-—Y,+%—2Y, «-)

le coefficient d’attraction étant supposé égal a 1.
Pour un point extérieur

a @i « a
o b o — Yy — ¥ 4 — Yoot on
r o

@ V= R

RS
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Appliquons ces formules & un ellipsoide d’axes

k(1 —e), k(l—g), k(1 —¢),
el posons
A SO S
3

= F,

De Iéguation de sa surface, on déduira

R=Fk ['I — (et + e €08° o' - ap"? si0® m')],

dou p |
— agf e g u'® - ey cos’ &’ 4 g? sin®
4
= f’® 3 V(e 4 g55) + 3 »2 (e, — &) €os 2w’
3u®—1 1

== 4 # (g, — &) 4 — 3% (gg — &5) cas 2z’

el
3u? — A1 1
—aYy=¢; —a¥, =—-——§—(E1 — ) + :jv’“ {F — &) 008 2w,

Les autres fonctions sphériques disparaissent.
On aura done, pour un point intérieur :

2 4
() . . V;m@wke('f——ﬂa)—gwr“—gw[(s;——s)fr’-h(E,—s)yc"+(55—-s)z’J,

et, pour les composantes de Patiraction :

6 -
X‘=‘—§'7J’m ['] +E(GI_E) s

' 4 6
M. .. e ‘.Y,-=-——gpry[’|+g(e'2—-sﬂ,

o]

Z = : 1 g
,—-m—"—gﬂ'z +g(ES—E)

~

pour un point exiérieur :

4 K K .
e . . . Veigﬂ';(l"55)—%;?']3[(&—5)552""{5:‘f)!/q*(Fs—E)zeJ;
Towme LIII.
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d’ott, en appelant M la masse : n&* (1 — 3¢) de Pellipsoide:

x T 3k ]
X, == — M= l+gF(s‘ (3r%— Ba%) + & (1" — By®) + & (1 — B2Y) |,
,
7 Y niy [, 5 kq ] Rt b~ 1 2 q 2
(7 . . = M ‘4 +g;3(8‘(’ — B 4 & (3" — By} 4 5 (r ——Sz))_,
) 3k ]
Z,#—\Ii—a L’l + 5 F(E' (r* — ba®} + & (1" — By®) + & {5r7 — B2%) |.

3. Nous pouvons maintenant procéder au caleul des moments exercés
par I'écorce sur le poyan, '

Supposons-la formée de couches ellipsoidales, dont les axes et la densité,
constante dans toute la couche, varient d'une maniére continue. Soit ¢ la
densité de la couche comprise entre les ellipsoides dont les axes sont

E(t—eq), L{l—g) e k(] —s)
el

i
k(1 —a)+dk (‘! —F — iﬂfé)’ ete.

Les composantes de P'aliraction de cetle couche sur un poini intérieur
seront

dx,
[5— dk, ete,

désignant le coefficient d’attraction; c'est-a-dire,

8 fe, — ds
_zfé‘mu‘dk”dk, ete,

B
Pour une couche comprise entre k&, el £,, on aura

8 R —de
oflo; = — — 3
s Iﬁn;‘/ ° dk dk,

8 e, — de
8 . . .. 93-'=_g”'fy./ A‘Tdk,

ko

3 f1 d'fg'—dE
Gi:"“gﬂ’fz‘f d Tk dk.

ko
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Si 'on pose
P
oy = —wx, B=—by, C=—ez

8 bode — d
(9) oo e L7 ;Tﬂ'f/ C?E_?“‘ék—“dk: cle.,

b
ko

@y, by, € pourront étre considérés comme des quantités lrés petites, de
Pordre des différences entre les ¢ relalifs aux deux ellipsoides qui limitent
fa couche.

4. Soil dm (, y, ) un élément du noyau. Les composantes de lattrac-
tion de I'écorce, sur ce point, sont

dodm = — a,xdm, ete,,

el ses moments

— ey — b)) zydm, —{a,— ¢))xzdm, — (b, — a,) yxdm.

Ceux de lattraction de I'écorce sur le noyau seront donc

oy, . . . .. J’l(,=—(c,—-b,)fzydm,etc.

Comme on a, de plus,

foJln,-dm == — uJ'wdm, elc.,

on voit que le noyaun est en équilibre & lintérieur de fa couche ellip-
soidale si leurs cenlres de gravité el leurs axes principaux coincident,

5. Mais ce cas ne se présente pas, & cause, d’abord, de Pl'inégalité de
répartition des masses continenlales, mais, surlout, de Pépaisseur plus con-
sidérable de T'écorce sous les mers que sous les continenls. Nous devons
donc donner, aux axes X', Y/, Z/ du noyau, une direction un peu différente
de celle des axes X, Y, Z de I'écorce.

Soient @;, ¥4, 2, les coordonnées d’'un point du neyau, dans Ihypothése
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de la coincidence des axes; x, y, z ses coordonnées dans la position réelle
de ceux-ci, supposée atieinte au moyen d'une rotation, dont les composantes
sont A'{, Alm, A'n. On aura

=2+ A'm —yd'n; y=y A0 — ANl 2=z, 4+ yANl—xA'n;
et
M o= — (e — b)) faydm = — (e, — b)) { AL S (4} — 2y dm — A'mA'n faidm},

ou, en négligeant A'm A'n vis-a-vis de A’/ ;
I, =—{e. — b,) {C'— B AL, et, de méme:

A1) . o o = (e — ) (A — €) A'm,
I, = — (b — ) (B — AV A,

A/, B', G désignant les moments d'inertie principaux du noyau,
Or, si A'g, A9, A'g représentent les variations des angles ¢, ¢, 0, produites
par la rotation (A4, A'm, A'n), on a,
Al = sin psin 6A"p — cos gA8,
(12) « . . . . . . ¢ A'm=rcospsin 8A"Y + sin pA's,
A'n = A'p — cos 8A'y.
Et, par suilte :
JI, == — (6, — b)) (C' — B') [sin ¢ sin A"y — cos 3A'0],
(A3) . . . L { M, =—(a,— ) (A" — C') [cos p sin gA'y + sin pA'e],
S == (b —a) (B — A" [A'p — cos 8A"y].

§ 2. — Equations différenticlles du mouwvement de rolation de ['écorce
et de celui du noyau. — Théorémes qui résultent de leur combinaison.

6. En posant C—B=10, C—A =a, B—A —=c¢, les équations
différentielles (i) du mouvement de rolation de I'écorce s'écrironl :

dl b P I,

= — R A — ——

di A A A

dm &€ Q m‘Ly
(14). = ity TR

dn ¢ RO,
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P, Q, R, représenlant les moments des actions des astres atlirants,
— R, — I, — I, ceux des actions du noyau sur I'écorce. Rempla-
cant ces derniers par leurs expressions (11), il viendra

il b P (e, —b)(C—B)
Tsmx?ﬂﬂ-h—i—*‘——w—*———x——_““_'a't,
[¢ 2
. ) 1y — o) (A" — O

as . . . . .. @= © nl +£”—+ s — e )A’m,
ol B B B
dn ¢ R (b —a)(B —A) ,
e mn e - 4 e Al
et C G G

. Pouar écrire les équations différentielles du mouvement du noyau, il
sulfira d’accentluer tous les symboles des équalions précédentes, a Pexcep-
tion, loutefois, de leurs derniers lermes, qwon prendra simplement en signes
conlraires :

itr bl pr . 1 Cr — Ba
L e m F;»—(L! 0 )A’i,
dt A A A
dm’ ! ! @) (AT — C
(A6 . . . . ot e= gt +%_(_1,M‘“L1§__ﬁ_)ym’
an’ ¢, , W (b= a) (B —A)
'—d'r——alm '-i-a— C An()‘

8. Or on sait que, pour la Terre, cnvisagée comme solide, B — A esl
trés pelit, puisque les mesures des méridiens concordent & assigner au globe,
A trés peu prés, la forme d’un ellipsoide de révolution, forme quil a da
affecter dans son élat fluide primitif. On peut affirmer qu’il en est de méme,
a plus forte raison, pour le noyan, qui n'a pas été soumis au refroidissement,
comme Pécorce, et qui subit des pressions considérables, de nalure &
empécher les soulévements qui se sont produits dans celle-ci.

De plus, on verra :

1° Que les vitesses angulaires I, I', m, m' sont trés faibles : les produils
(B — A) fm, (B — Ay Pm’ sont donc absolument négligeables;

(*) Cette premiére parlie de nolre (ravail cst cxiraite d’un Mémoire déposé aux archives
de I'Académie royale des sciences, des letlres et des beaux-arts de Belgique. Yoir les
rapports sar ce Mémoire dans le numéro de décembre 1893 du Bulletin de U Académie.
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2° Que les moments perturbateurs, autour des axes des Z, ne peuvent
produire, dans la vitesse angulaire autour de ces axes, que des variations
semi-dinrnes qui ne surpassent pas [a millioniéme pariie de sa valeur, pour
Pécorce terrestre, el seraient encore plus faibles pour le noyau.

On peat donc poser n — n' = ¢', ef faire provisoirement abstraction de
la derniére équation de chacun des deux systémes précédents.

9. Si mamlenant on admel, comme il sera établi par la suile, que les
quantités - et , que nous appeilerons les éléments perturbateurs de 'écorce,
différent peu de ceux 3 el —: du noyau, on pourra écrire, en ne négligeant
que les termes du second ordre :

b b (b) l,’ a'l (u) !
— — i =] we e |
1 m -t T ) n m?n,,n -+ W g

les quantités affectées de Pindice m désignant les moyennes entre les
quantités de méme espéce relatives 4 I'écorce et an noyau.

Et, puisque n' — n, la demi-somme des deux premiéres équations de
chacun des systémes précédents donnera

dl, b 1P P

T3 s 1)

dm,, a 1/Q @

W (ﬁ) o+ 55+ )
Mais on a

en désignanl par p et ¢ les expressions

D8 D3
hfx_z (—) et h-&‘yj(—) ,
o R* AR R* \R

qui sonl les mémes pour I'écorce que pour le noyau, puisque nous avons
admis que leurs centres coincident.

(*} Voir Théoric des mouvements diurne et de Paxe du monde, premiére partie, p. 5
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On pourra done écrire

2w =)
-E,.; K-FI = — X "qmi ef.C.,

m

et les équations précédentes deviendront

di, b
7. dm,, a
e (ﬁ) n{l + ¢

3

10. Ces équations sont précisément celles du mouvement de rotation
d'un ellipsoide solide, sous Pinfluence des attractions du Soleil et de la
Lune. On peut donc énoncer le théoréme :

Treorime 1. — Si les éléments perturbateurs du noyeu et de Uécorce
tervestres différent pew entre eux, on peul tmaginer un ellipsoide solide,
dont les éléments perturbateurs et les vitesses angulaires soni les moyennes
entre les éléments perturbateurs el les vilesses angulaires du noyau ef de
Uécorce.

Or, pour un ellipsoide solide, on connait les intégrales des équations (17);
on connait done les vitesses angulaires moyennes enire celles et I/, m et
m! de P'écorce et du noyau. Et le probléme serait entiérement résolu, si 'on
élait en droit d’affirmer que les différences { — ', m — m' sont insigni-
fiantes. Nous aurons & les calculer,

11. Mais d’abord, examinons, abstraction faite de ces différences, qui
sont assez faibles, les conséquences principales du Tutoriéme 1.

On sait qu'outre la nutation eulérienne, il existe, pour notre ellipsoide
fictif, deux nutations bien distinctes, {a nutation bradléenne et la nutation
diurne, qui ont respectivement pour facteurs ;;(»E:l:%), en laissant de co6ié
l'indice m.

Le premier se réduit & C—:i dans I'hypothése B == A; c'est dans cetle
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hypothése que les astronomes en ont déterminé la valeur pour une Terre
solide, au moyen des constantes de la précession et de la nulation.
Mais on voil, par nolre théoréme, que celie valeur n'est relalive ni a

I'écorce, ni au noyau, mais bien A notre ellipsoide fictif; elle est égale &

'I(u b a' b’)
sBTAY R YY)

(ue nous écrirons

1
E (“ -+ ﬁ) ==
en faisant
1 (a u') i (b b')
PAUI VA U
De méme, nous écrirons
1
gla—pf)=r

Comme B différe certainement trés pen de A’ (art. 8), » se réduira A

10— A" 1/C—A C—B) J1/C—A C—A {B—A
— e = e e T o — - (C+B—A)
2 A" 4\ B A 2\ A A 2 AB
el v &
l(C——A C——B) B—AB+A—C
2\ 1 Al 2 AB
Done

Tugorinr 11, — Sile noyau est un ellipsoide de révolution, le cocffficient v
de la nutation divrne dépend exclusivement des moments d’inertie de écorce.

Celui p de la precession et de la nutation bradléenne dépend d la fois des
moments de 'écorce et du noyan, |

12. La premiére partie de ce (héoréme montre que, si la nutation
diurne est absolument insensible pour une Terre solide, elle peut fort hien
exister pour T'écorce lerresire. En effel, les irrégularités, produites par le
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refroidissement et par le soulévement des continents, font que, si méme, A
Porigine de sa formation, B élait & peu prés égal A A, il doit en avoir différé
de plus en plus, et en différera sans doute encore davantage dans la suile
des temps. §

Afin de nous faire ane idée de la valenr que doit avoir

p=—

2

1 (C—A C —B)

B A
pour I'écorce lerrestre, parlons de celle que nous avons déduite & la fois des
observations de Struve en ascension droite, et de Gyldén en déelinaison,
pour le coefficient de la nutation diurne, et qui est 0”.0666'(*). Ce
coefficient est

3 m, 2
yx_(f?_’) ouyX 0"58; dioti v= 0,114

"

On voil que la nulation diurne, telle qu’clle est élablie par Pobservation,
entraine une différence assez considérable entre les momenls d’inertie de
I'écorce autour de ses axes équaloriaux principaux.

13. Ce qui précéde confirme les vues de W. Thomson et de Deléunay
sur l'indépendance des mouvements & courte période de I'écorce (**), vues
qui ont été corrohorées par I'élude de M. le professeur Ronkar sur les
mouvements périodiques d'un systéme de poinis matériels (***), el qui m’ont,
& jusie litre, décidé a poursuivre avec confiance la recherche des constantes
de la putation diurne, malgré l'insignifiance bien démontrée de son coeffi-
cient pour une Terre solide (). ,

Ev ainsi se trouve élablie, a priori, la possibilité de Dexistence de la
nutation diurne, pour un globe composé d’an noyau et d’'une écorce solides,

{") RBevision des constantes de Uastronomie stellaire, p. 56.
(**) TissEraND, Mécanique céleste, t. 11, p. 480,

(***} Mémaoires de I Académie royale de Belgique, t. L1

() Tissemanp, Mécanique eéleste, t. I, p. 499.

Tome LI 3

%
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séparés enlre eux par une couche liquide assez mince. Car, lorsque le globe
élail tout entier & I'état fluide, les couches qui, plus tard, ont formé Pécorce,
et celles qui ont formé le noyau, devajent affecter & trés peu prés ia forme
ellipsoidale de révolution, el les éléments perturbaleurs de ces couches
devaient différer fort peu les uns des aatres. Lorsque Ia croite s’esl solidifiée,
el que les mers ont élé séparées des conlinents, il est survenu, entre les
deux éléments perturbateurs de I'écorce, des différences provenant de la
sarélévation de cerlaines parties continentales, el, plus encore, de ce que
Pécorce doit ¢ire, comme I'a le premier signalé M. H. Faye, plus épaisse sous
les mers que sous les continents (*).

1l résulte de cetle remarque que notre premicr meridien (qui passe par
Paxe du plus petit moment d'inertie A de 'écorce) doit traverser le Pacifique
en son milien; el celte prévision concorde fort bien avec notre détermina-
tion, qui le place vers Poulkovo, c'est-a-dire enlre les iles Marquises el les
iles de la Société (**).

L'idée lumineuse de M. Faye permet donc de fixer approximativement la
position du premier méridien; la concordance entre celle qui est ainsi fixéde,
et celle que nous avons déduite d’un rés grand nombre d’observalions, et
par des procédés trés différents (***), est une preuve concluante de Pexistence
d'une couche fluide en dessous de I"écorce solide du globe.

(" Contributions astronomico-géodésiques & I'étude de la formation de U'écorce terrestre.
{(Extrait des Compres nenous du 12 janvier 1891.)
{**) Revision des constantes de Uastronomic stellaire, p. 86,
{***) Nos dernidres déterminations des eonstantes de la nutalion diurne econeordent
tellement bien entre ciles, que nouns avons pu renoncer 3 en faire de nouvelles,
Les observations de F.-W. Struve, en asecension droite, & Dorpat, ont donné :

y=07.0695 A= 0.0019; 2L = 388015" d- 1054",

Celles de Gyldén, en déclinaison, a Poulkovo : .
v=0"06202=0.0024; 2L = 575°56' == 2¢13’,

De Ja combinaison de ces valenrs, on déduit
»=10"0666 = 0.0015; 2L = 5640 1= 1e19".

On trouve, dans les Notices extraites de I’ Annuaire de I'Observatoive royal de Belgique,

a partir de 1888, et particuliérement dans celles de 1897, un grand nombre de déter-
minalions, parmi lesquellos je signalerai spécialement celles que M. Niesten, astronome
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§ 3 — Intégration des équations relatives aux différences de vitesse
entre U'écorce et le noyau,

14. Nous avons & rechercher si les vitesses angulaires de I'écorce, { et
m, ne différent pas, d’'une maniére appréciable, des vitesses /,, et m,, de notre
ellipsoide fictif, c’est-d-dire si ly = {' — [ et my = m' — m sont trés faibles
vis-4-vis de { et de m.

En faisant la différence des équations (18) et (16), et en admeltant, A

cause de la petitesse des {, I', m, m/, que

s i L - .
on trouve, aprés avoir remplacé 7, ; par leurs expressions — ngyq, neyp (7) ¢

dl, y [
ot Byt = — 2at, (8 b Sin § — 0, €08 p) — 7B, (e.z L. o ‘dQ)
{18). . d l‘f’
dm )

4 ’Observatoire royal, a déduites des différences observées, & quelques heures d’intervalle
seulement, par M, Fabritius, dans la pesition de la Polarissime, et par moi-méme, dans
celle d'étoiles trés voisines da pole.

Ce mode d’observation est I'un des plas propms 4 manifester immédiatement l'existence
de la nufation diurne.

Elle se révéle également dans la comparaison des catalogues @ ainsi, la comparaison de
ceux de Bruxelles et de Washington, fondés sur un méme systdme de réduction, a donné
v=10".07, L=12"5 E. de Bruxelles. Les différences systématiques signaldes par M. Dow-
ning entre les catalogues de Greenwich, et ceux de Melbourne et du Cap, ont été réduites
trés notablement par Pintroduction de la nutation diurne.

Enfin, fait plus frappant, les écarts systématiques en déclinaison, constatés par Gould
dans son Catalogue, par M. Ivanof dans celui de Poulkovo, et par M, Tucker dans les
latitudes de Lick Observatory, s’expliquent également fort bien par la négligence de la
nutation diurne dans la réduction des observations.

(Voir les Notices précitées, ainsi que le Bulletin de !'Académie royele de Belgique,
Je série, t. LI, XVI, XV1I, XXVI, XXVIII, XXXIII; les Monthly Notices, 1889; Scicnce
{New-York), 1895; les Astronomische Nachrichien, 1889; les Compfes rendus de 1886,
1887; le Bulletin gstronomique de 1889).

(*) Théorie des mouvemenis diurne ef de Uaxe du monda p- B; Revision des conslantes de
Pastronomie stelloire, p. 64,
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les quantités affectées des indices 2, telles ly, d, représentent les différences
U — 1, ¢/ — ¢; & Pexceplion de o ot de By gui représentent

C—p B —A
{e; — by) 1 el (b —a) .
Or ona (%)
p=2usin(vgdy), g=-3 cos (vl £ o);
d’ou
rfp dg
T 24 sin (vt == ¢), T = == Zx cos (yt o= p),

:——imZ(z':Ec’)ncos(u,t:I:?), j—-—j=q:2(i:l:c’)xsin{uit:t:?);
car x est une fonction de 9 seul, et les angles vz, qui sont des longitudes
moyennes, varient lous de la méme quaniité Ay, en verlu de ce méme
déplacement imprimé a la ligne de référence.
La lettre ¢ représente les facteurs 1,2, 3 ..., selon qu’il s'agit de longi-
tudes simples, doubles ou triples.
Quant & I'angle ¢, onvoit, par la honsneme des équations (12), puisque n

est constant, que
d

P oos s o
[I‘; =05 0 —=¢
156. Les équations (18) deviendront done, si I'on supprime les indices 2

des lettres £, m, 6, ¢,

di
~ + Byt = - uﬂﬁg(s ¢ sin g — g cos ¢)
10 — nB, [GZ £ u' cos (v p) e 92 (§ = ') wsin (vet = y.)'],
(19). dm , A ’
i ol == — 2P, (s"¢ cos 3 -+- 8 sin )

+ na, LBE’M' Sint (vif = ) - pZ (£ ') u eos {y,f &= q:)].

Nous traiterons ces éguations dans hypothése d’un ellipsoide de révolu-

(*) Yoir la note précédente.
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tion (B, = a(), ce qui fera disparailre simplement les lermes complémen-
laires de la nutation diurne. Comme les termes principaux de celle-ci sont
déja trés faibles, on peut, sans errveur sensible, en négliger les compléments,
provenant des légéres différences entre les vitesses de I'écorce et celles de
nolre ellipsoide fictif,

Nous ferons donc 5, = «, el, en méme lemps, B; = a.

16. Au moyen des équations connues

@b { ‘ -+ s
—— = oes | G0S sin
iy .

§— == lsing + ucosy,
dt

d’ou 'on lire, en regardant s’ = sin 6 comme conslant,

d di dm , v
— = —q0 — sin ¢ -+ n8’ —-»
et at Tt dt
,d¥y di dm do
§wem gl b ——— COS g — B —
e T S T ST
les précédentes deviennent
d*y ¢ . y s oy
8 —— - A ) o = — Dugs’y — 0y [03% sin o b + §"pE{ = ) cos uil],
fi? et
20y .
d* 2 - " .
i nlt + a)s = Q0,6 = hay [822" c0s vyt — 89 E(0 &= ¢l sin ]
L 1

17. 1l est rés difficile de trouver Pintégrale compléte de ces équations.
Nous devrons nous borner & en donner les lermes du premier ordre, en
considérant 9 et ¢ comme des conslantes, 6, et ¢y, dans les termes du second
membre qui sont multipliés par «, égal & .0033 environ pour la Terre
solide.
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8i 'on pose alors
8 ==ty + ¢ 50 !l + 0 cos o,

Sy =289y + bsin vl a cos ut,

la substitution conduit, en égalant & zéro les facteurs de sin ¢ et de cos ul,

aux équalions
0= — b(uf + ng — 2ag) + naz'o,

0= afv} + 7,0 — 05} -+ ney(i == o' Jes'y),
0= — a(v] + nw, — 20} + ne (i & s’y
0= — (1] - mvy — g = M8,

-

Ces quatre équations ne sont compatibles, dans le cas des sigues supé-
rieurs, que pour aulant que

Og == =0 d'on a=b=0,

et, en réintroduisant 'indice 2
] bl

En ce cas, qui répond & celui de

P=Znsin (vt +9),

el qui esl, en particulier, celui de la précession, il n’existe aucune difference
entre la nutation de P’écorce et celle de notre ellipsoide fictif.

Dans le cas des signes inférieurs, les deux secondes équations sont iden-
tiques aux premiéres, et I'on en déduit, en posant

="~, (1— 6 sy = — k"
et
v+ oy — 2o, = N :
ar i’

= —- Nay, b= ne,;
N N

et, par suite,
K ey
0, ==~ + W{ (5" sin ot + k' cos v,t),
(21) ‘
s k" Hoa,

5y = — I—c - ?('If" sin it — &' cos u,2).
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18. On voit que des termes, qui seraient insensibles pour la Terre
enliére, & cause de la petilesse dc leur coefficient, inclus dans le facteur x
du développement de la fonclion perturbatrice p, pourront devenir sensibles
pour D'écorce, si le dénominateur N est trés petit; et que les termes usuels
de nutation seront modifiés, dans le cas ou ce dénominateur serail asse
petit. Mais celui-ci renferme le terme 2a;, qui dépend essentiellement de la
constitution de I'écorce et de celle du noyau, et ne peut donc nullement étre
délerminé par la théorie, si méme on pouvait se contenler d’une trés grossiére
approximation. C'est de I'observation qu'on devra chercher 4 en déduire la
valeur,

Nous avons laissé de coté les termes dépendants des constantes arbitraires;
nous aurons a y revenir.

19. Deux théorémes (rés importants se dégagent des articles précédents;
le premier, que nous avons déji signalé en passant, esl celui-ci :

Tutortme 1. — Les actions mutuelles des denx purties du globe ne
modifient absolument en rien la précession.
Le second, presque aussi important, est le suivant :

Tugorime 1V, — Le terme du neeud sera trés peu modifié par les actions
mutuelles des deux parties du globe.

1l est impossible, en cffet, que pour ce terme, le dénominateur N puisse
devenir assez petit. On peut I'écrire uﬂ?l(’l -+ uz) -— 2a,, €n falsant— = wy
Or v, est négatil pour le neeud; ny = n(1 +- ) esl & peu prés egal ala
vitesse angulaire n de la Terre. N est donc, pour les lermes du neeud,
négalif, et assez grand.

On doit exclure le cas ou les coefficients &' el &'/, qui ne peuvent étre
déterminés que par l'observation, seraient assez grands : alors, en effet, lous
les termes de nutation serajent altérés par les actions mutuelles du noyau et
de Pécorce, et la concordance que I'on a trouvée entre les formules relatives
i la Terre solide, et les ohservations, ne pourrail pas exister.

20. Quant aux lermes solaires, observation seule, aidée de la présente
théorie, pourra révéler dans (uelle proportion ils seront altérés,
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On ne se préoccupera pas des termes lunaires, qui sont trés peu impor-
lants, et par eux-mémes, et par la briéveté de lear période. _

Il serait possible, enfin, que I'observation révélal Pexistence d'un terme
de nutation qui, ahsolument insensible. pour la Terre solide, pourrait étre
sensible pour I'écorce : il suffirait pour cela que wni(1 + v;) approchat
de 2e, ou, plus simplement, que » approchat de %”—“

Si Pobservation parvient 3 découvrir la période de ce ierme inconnu,
période égale A i—’r, on connailra la valeur de «,. En méme temps, Pobserva-
tion aura donné la valear du coefficient de ce lerme; si elle concorde avee
celle qui se déduit de la théorie précédente, on sera assuré que ce lerme
nouveau esl bien un terme provenant des aclions luni-solaires, mais négli-
geable pour la Terre solide, et non d'une action cosmique, comme celle de
la matiére zodiacale, & laquelle certains auteurs ont voulu atiribuer quelque
influence.

Quand on connaitra ainsi, approximativement, la valeur de o, on pourra
juger de I'altération que les actions mutnelles du noyau et de P’écorce intro-
duisent dans les termes solaires de nutation. :

On pent, d'une maniére générale, énoncer ce théoréme (21):

Tukorine V. — Les actions mutuelles du noyaw et de U'écorce altéreront,
non seulement la grandeur, mais ln forme méme de quelques-uns des termes
de lu nutation.

21. En recherchant les consiantes de la notation diurne au moyen des
observations de latitude de Gyldén, nous avons (rouvé, pour la correction
du coefficient 0/7.505 des fermes en 2¢ de Peters, relatifs & la déclinaison
de la Polaire, 0/.0064 (*). Mais celte correction peut provenir aussi bien
de la négligence des tormes correspondants de la nutation dinrne, que des
actions mutuelles du noyau et de l'écorce; elle est, au surplus, trés faible. Il
ne semble donc pas que les termes de nutation en 20 doivent éire notalle-
ment altérés par ces actions.

(*} Revision des constantes de Pastronomie stellaire, p. 55,
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Mais on ne pourrait pas affirmer qu'il en est de méme des termes
en © 3= T':les termes correspondants de la nutation diurne étant insensibles,
s"il existe une erreur dans les coefficients des premiers, elle ne peut provenir
que de la négligence des actions mutuelles. .

Ne serait-ce pas & l'exislence, trés possible, de cette errenr [indépendam-
ment des négligences commises dans le calcul des termes de réduction du
second ordre pour les circompolaires (*)] qu'il faudrail attribuer les discor-
dances considérables que I'on constate entre les récentes délerminations de
la constante de I'aberration P

22. Les conclusions précédemment soulignées concordent généralement
avec celles qui ont 6té énoncées, sans démonstration, par Delaunay (**), puis
par W. Thomson (Lord Elkin), dans un discours prononcé en 1876 devant
I’Association Britannique réunie & Glascow, el que nous reproduisons en ces
termes, empruntés a la Mécanique céleste de Tisserand (™) :

« En la supposant rigide, I'écorce entrainerait complélement le noyau
» dans les osecillations a longue période, telles que la précession ; mais les
» oscillations & courte période, notamment celles de six mois et de qualorze

jours, seraient fortement altérées, sinon dénaturées. » :

Elles sont bien d’accord également avec le théoréme, démoniré par
M. le professeur Ronkar, pour le cas de deux sphéres concentriques, entre
lesquelles s’exercerait un frottement proportionnel a la différence des vitesses
des surfaces frotlanles :

« Dans les mouvements & longue période, le noyau et I'écorce se meuvent
» comme s'ils formaient une masse solidaire.

» Dans les mouvements & courle période, an contraire, I'écorce se meut
» indépendamment du noyau (). »

Ce théoréme a été démontré d’'une maniére générale, par le méme auleur,

(*1 Revision des constantes de Uastronomie stellaire, p. 113.

(**) Comptes rendus, 13 juillet 1888,

(***) Ibid., t. 11, p. 480.

() Notices extraites de ' Annuaire de I'Observaloire royal de Bruxelles pour 1888.

Tome LIII. 4
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dans le cas d’un systéme de poinls maiériels animés de mouvements pério-
diques (*).

Elies sont les mémes, enfin, que celles auxquelles est arrivé, par une
intégration plus laborieuse, auteur du mémoire inédit d’ot ont été extraites
les équations différentielles du mouvement du noyau et de Pécorce terrestres.

§ 4. — De laction du frotiement de la couche fluide.

23. Dans Pintégration des équations différentielles, il a é1é fait abstrac-
tion des lermes qui provienuent du frottemeni de I'écorce sur la couche
fluide; mais on a vu, par les théorémes démontrés par M. Ronkar, que, si
méme l'influence du frottement élail sensible, les conclusions précédentes
n'en subsisteraient pas moins.

I’existence d'une couche fluide un peu considérable est, du reste, rejetée
par les meilleurs auteurs, W. Thomson, G. H. Darwin ; et, dans le cas d’'une
~ couche mince, 'influence du froltement est cerlainement peu sensible vis-a-
vis de celles des actions mutuelles que le noyau et I'écorce exercent I'un
sur Pautre,

Nous pourrons nous borper & rechercher les termes provenant du frotte-
ment dans le cas ou il n'existe pas de forces perturbairices, el déterminerons
en méme lemps ceux gui renferment les constantes arbitraires, el qui sont
absolument les mémes, dans ce cas simple, que dans le cas général.

Remarquons d'abord que, pour notre ellipsoide ficlif, auquel s'appliquent
les équations (17), identiquement les mémes que celles qui conviennent a
une Terre solide, les lermes renfermant les conslantes arbitraires sont ceux
mémes de Laplace, et que le frottement n'intervient que dans les équations
relatives aux différences des vilesses angulaires de l'écorce el du noyau.
Nous y supposerons «, = (3, ay = 33, comme précédemment, et nous ne
tiendrons plus comple des actions extérieures, donl l'influence a éié déter-

minée ci-dessus.

(*) Mémoires dé I Académie royale des sciences, élc., de Belgique, t. LI,
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24. Si 'on introduit dans ces équalions les termes qui proviennent du
froltement, el qui sont proporlionnels a un facteur f, dépendant de celui-ci,
et aux différences des vilesses angulaires de I'écorce el du noyau, on aura,
en supprimant les indices 2 dans [, m, 0, s ",

i
th—q— bt == — Bl - Quy (5 sitp — 008 ),
(22) (
dm
T aghh == — 2fm — 2u, (s'y cos g + @sin )
¢

Le procédé-dont il a été fait usage, en (raitant les équations (19), trans-
formera les précédentes en

da Lty do
_ g w—ﬂls (—t-&=—’~af(—££—' 2&.)9,
(25)
, @y o ofs ¥ 9
- Ny — == —— 25
s i & fb « 7o

Si I'on pose
o= 2pe ", s = 2pe™

on obtiendra, pour chacun des lermes de ces sommes, les équations

Pyt — 2fy, -+ = 2w mpy == 0,
Pl ¥ — 9{?’1 + Dg} w— NPy = 0,

ou, en prenant py ==&
ot (i — 2y + 205 =10,

#
¥i+ (_—?—“Qf)?’i A+ 2y =0,

équations qui sont identiques, si = V—1.
On en déduit '

. . M .
y,=[—§znli [——--Z—‘:Zo:z—m,f;

en sorle que & sera de la forme

= G‘"ﬂ}:plp| N

P désignant une fonction périodique de 1.
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Il 0’y a lieu de s'occuper de ces cxpressions que si le frollement n’est
pas négligeable. Dans ce cas, on voit que lous les termes décroissent rapi-
dement avec le lemps et sont, par conséquent, insensibles & I'époque actuelle,

Il est donc permis de faire abstraction du frottement, et il ne restera plus
qua considérer quels sont les lermes, renfermant les constantes arbitraires,
qui provicnnent des actions muluelles seules, dans les équations précé-
dentes (23).

256. Celles-ci se réduiront a

da e 920
T S e = 20,
(24) dt ¢
Jly . do 95’
— 4y = — .
Sar ™MW wEY

En y posant
8 = ¢ 8in (b, + Bif) + s sin (by + p + Byf),

§ ¢ =g 08 (by + Byl) -+ 5008 (by + ¢ + Bul},
on. irouve que S, et 3, doivent salisfaire aux équations suivantes :

fi — By — 20, =0,

(n + B — my(n + By) — 20y =03

1y nj
p‘=n+ﬁz-—=—9-:l: I-&-Qa,,

qu’on peul écrire trés approximativement, puisque 2a, est (rés faible relati-
s M . s oo
vement & =, el que, de plus, n; = n(1 4- ) différe fort pew de n :

n 74 " (nl Qag)
y == -+ == — —_ ——f
p‘ pﬂ 2 ‘2 + Hy- ’

@ 2
b,+9+—35, by + p -+ —2F,
Iy - n
by 4 Byl = by + o + Bot =
Dx, P
blh—'—'t; bg—"_—c.
ny ity



DE L’ECORCE SOLIDE. DU GLOBE. 23

Les valeurs de ¢ et de sy, dans lesquelles nous réintroduirons Ies indices 2,
se réduiront donc a

Qu . Qe
b = ¢, 8in (bl——gt) + £ SIiIt (52 + oy + v—r"t) )
. 1y iy
(25) .
. 2oy ey
8% =1ry008 by — -— ] + ea008 [y + 5+ 1]
iy 1y

26. Voici donc deux lermes, entiérement nouveaux, provenant des
actions mutuelles : le premier est rétrograde et a une période égale & %‘f ; le
second, de forme eulérienne, est direct et a la méme période, abstraction
faile du caractére diurne de ce terme.

Il est & présumer que celui-ci est le terme de Chandler, d'une période
de 431 jours, dont Pexistence semble bien établie par les nombreuses
recherches de Pastronome américain, mais n’avait nullement été expliquée
en théorie.

S'il en est ainsi, on a, en prenant pour unité le jour sulerai — =432; el,
comme n différe fort pen de 2r, «, sera & peu prés égal o —. i O 0436.

On en deduzrait approximativement (art, 7), pour (¢, —-—-bl) ©» Supposé
égal & (¢,— ad) , la valeur 13.3.

2%7. L’iniroduction des conslantes arbitraires daas les équations relalives
aux différences de vilesse entre ic noyau et I'écorce, nous a conduit & ce
résullat inattenda :

Tutoréme VI. — Indépendamment de Ualtération que les actions mutuelles
du noyaw et de I'écorce pewvent introduirve dans certains termes de nulation,
provenant du développement de la fonetion perturbatrice, elles introduisent,
eu o[)lzquue el en longitude, dewx lermes nowveaux, Lun i longue période

(!934 jours ), Lautre de forme eulérienne et de méme piriode, abstrac-
tzon faile de son caractére divrne.

CGhacun de ces termes renferme deux constantes arbitraires, qui ne peavent
étre détermindes que par I'observation. Il en est de méme de la période, a
cause de notre ignorance absolue quant & la valeur du coefficient ,
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1l y a done deux nutalions eulériennes, qui proviennent des conditions
initiales du mouvement : la premiére est celle de notre ellipsoide fictif ; elle
est commune & I'écorce el au noyau; sa période est de 304 jours. La
seconde provient des différences entre les positions des axes el entre les
 vitesses angulaires de I'écorce et du noyaun; elle affecte, comme la nuiation
eulérienne proprement dite, le caractére diurne affirmé par Laplace quaat
i celle-ci; sa période dépend des actions mutuelles, el ne peut étre déter-
minée que par Pobservation.

De plus, il existe une seconde nutation, provenant des actions muluelles,
qui a la méme période que la précédente (abstraction faite du caractére
diurne de celle-ci), et dont le sens esl rétrograde.

§ 5. — Deéveloppement de la onction periurbatrice.
PP P

28. Des termes nouveaus, insensibles pour la Terre entiére, pourraient,
on Pa vu (art. 20), devenir sensibles pour lécorce, si le dénominateur N
élait Lrés pelit pour ces termes.

Afin de pouvoir les découvrir, nous développerons, plus complétement
qu'on ne T'a fait, la fraction perturbalrice, ep laissant de ¢6té les termes
lunaires, dont les expressions connues soul irés suffisamment correcles.

il S'agit de trouver le développement de

P 4wz(D)”
PR AR

dxz .
= 5" sin p 4+ 5"(2X),

Pour le Soleil, on a

el

4

D\ 9 21 i 3 i
(ﬁ) =1 + 50‘2 “+ ?c’ + 39(1 +-£c‘2) €0sv + 5 H1 + 3¢*) eos 2v +- ze"’ cos v (f).

Si T'on remplace, dans ces expressions, la Jongitude et 'anomalie vraies,

() Voir Revision des constantes de Pastronomie stellaire, pp. 67 el suivantes.




DE L'ECORCE SOLIDE DU GLOBE. 25

A el v, du Soleil, en fonction de sa longitude et de son anomalie moyennes,
© et u, d’aprés les tables de Le Verrier, abstraction faite du terme en ¢ — 0 :

A= @) 4 €SI W A 280 2u 4+ g5 Sin Su 4 ¢, Sin &y — e, 5in {3 — €, 5in 20 = O + ¢,
on trouvera, en conservant nos notalions antérieures (*),

Dy? 2 5 12
(9.1)1 (E) = ﬂu(" —2E; + th) _al(e! -+ 3 ha——ﬁ‘ Fa) i@@)a

p]

2 ay 9 i -,
au(e.—EzM—gFﬁ + o 1 +32——§E2+-5]s, Bo—1)

-

— | a By — hale,ﬁ) ("" QO+ 1)
; 2 " i 1 ¢ -
+ la, B,,—e,,---?;F3 —3 eg-EE., + ;| (O + 3T

+ @130 -+ 1)
+ ageg(0)

, 2 ot a, 1 1% 27 1 )
ao(Ei—eg-p 3 l*,i--gG;) -——‘2—1(614—585—}--@]3; —3 Fy4- FFﬁ) 4 g, —5%8'; (ar),

j2r + Q) —(2r — Q.

Les indices des divers coefficients indiquent I'ordre de ceux-ci par rapporl
aux puissances de I'excentricité; les coeflicients du quatriéme ordre les plus
forls surpassent a peine 0'/.1.

“\ Yoir Revision des constantes de Uastronomie stellaire, pp. 67 et suivantes.
PP
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29. Nous écrirons simplement le second membre, multiplié par ', et
’ > D)3 . H .
angmenté de sin @(ﬁ) , afin d’obienir I'expression compléle de

P tit.lrz(D)3

h R, \R
relative an Soleil, en supprimant les termes dont la pratique astronomique
n’a pas a tenir compte :

— &g 5in ¢ 4 §'6o{0), — 5°ce{2T); — 8" ¢,[©@ —T]

@6) .| -+ 5{a(@0h+ GO —Th—aO +Th—d [(20 + Q) — (20 — €]
4+ B[O +T + Q] — &2 + Q) — (2F — Q)]

— G (— O+ IT) + & (— O+ TY + (0 — I‘)J.

=

Si nous comparons cetle expression  celle de notre Revision des constanles
“de Pastronomie stellaire, page 76, nous voyons qu'il n'y a licu d’ajouter &
cette derniére que les termes en © +T = ¢ ¢t en (— o -+ 3I), de coeffi-
cients respeclifs 0.2 el — 0//.02, qui sont absolument insensibles pour
une Terre solide, et le seront certainement aussi pour I'écorce, ainsi que les
termes du quatriéme ordre en 2I' £ Q.

Quant aux termes en (@ —1I) et (—o +T), lrouvés antérieurcment
(thid., p. 13), ils ont pour coefficients respectifs 0'7.13 et 0/7.003, qui son!
plus faibles que celui des termesen © + I' + €. |

Or ces derniers seront bien plus considérablement augmentés que les
premiers par liniégration.

Nous ferons done abstraction de ceux-ci.

30. Pour tous les termes précédents, qui son! de la forme » sin (vt + ),
nous avons vu que les différences entre les A9 el les A¢ de I'écorce el du
noyau sexpriment, dans le cas du signe infériear (— y) seulement (21),
par

Teaty _—
Ad— AY = — ~ (K" sin vt + K cosul),

L} r Tta’ rr F oot
sAy— Ay = ——N—(-«- K’ eos vt + K'sin vyt),

N =0} + mu — 2 el n=n(1 + a).
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Si (A9); et (A¢), représentent les valeurs calculées pour notre ellipsoide
fictif (Terre solide), et qui sont respeclivement

A4 AF . Ay + Ay’
—_—— e —— )
2 2

celles qui se rapportent & Pécorce seront

1
( Af == {An), — -2-31—;—‘ (£ sin vyl - &' cos vy,
(27) .
.1 9
? Ay == 5"(AP) — é%ﬁ (— K" eos vt + &' sin o)

De plus, nous avons vu (25) que les actions mutaelles introduisent deux
termes, dépendants de conslantes arbitraires, d’arguments

D D
—_1 el (u 4= c) )
y 7y

le premier de période "”, le second, diurne.

Iy alieu de présmﬁer gue ce dernier est celui de Chandler, comme
nous I'avons dit ci-dessus (art. 26); par suite, a, serail égal & 2= environ,
le jour sidéral étant pris pour unilé. ‘

Pour que nos termes complémentaires, qui ont -%—Ha:i pour flacteur,
puissent devenir sensibles, il faut que N soit trés pelit et, par suile, que v
approche de %, c’esl-a-dire que la période de ces termes approche de
432 jours sidéraux. Les seuls pour lesquels cetle circonstance puisse se
présenter, sont ceux qui dépendent de la simple longitude du Soleil, aug-
mentée darguments a longue période, el particuliérement les lermes en
o 4 I’ + mQ.

Mais on a va qu'il y a déja, dans ceux du développement précédent, des
termes tellement faibles que nous avons pu les omeltre. A plus forle raison
ne tiendrons-nous nul compte de ceux en © -+ 1"+ 20, © +- I - 462, quoique
ces derniers, d'une période de 465 jours, soient accrus dans une proportion
trés considérable par Tintégration. Ce ne serait, toutefois, que dans le cas

Tome LIH. 5
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2
ou oy approcherait trés fort de 7650 que ces derniers lermes pourraient
devenir sensibles.

31. Le coefficienl de Ag el de s'Ay, — ;‘ZN", doit eucore élre multiplié

par /, puisque fa fonction perturhatrice est (ari, 28)

p o p 22 (E)

R, \R
Or
3
e h=2 "ﬁ
T
le coefficient est done
Smi =a n?
— g = |y
8 2 N N [ 9(2]

Mais

4
N—=npnt [u,(‘l + Uy) — 4‘52] )

el le coefficient précédent se réduit a

[0.962] o
(1 =4 vg) ~— i 432

en écrivamt nu; = n%Z au lieu de ny, — w4 4 o )vy. On.a pris a — 0.00328,
comme pour la Terre solide. g

Si vy(1 + v;) — ¢ nest pas excessivement pelil, on voit que les eo
cients x des lermes de p doivent étre (Jons:derables, pour que le
complémentaires puissent éire sensibles, 4 moins que les constantes.
ne soient lrés grandes, ce qui ne semble guére probable (*).
0r pour ies lermes en © T 4 ¢, qm sonlaccrus dans la plus

("} Les observations de Gyldén nous ont conduit, en effet, & une correcn )
du coefficient des termes en 20 (art. 21).

i
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complémentaires en © -+ I' 4 ¢ seront absolument négligeables. 1l en est
de méme, & plus forte raison, de ceux en (— 3@ + T).

32. Pour les termes dépendants de la simple longitude du Soleil,

s"e [ —T] el s'e(@ + Ty,
on a
vl + ue)—-imi‘ -—L,
366 432
dont Pinverse est [3.387], qui, multiplié par [9.962], donne [5.349]. Mais,
en secondes, ¢, = [3.716}, ¢; = [3.238].

Les coefficients des termes complémentaires sont donc [1.065] — 07,116,
el [2.587] = 07.039, si notre hypothése sur lidentité du nouveau terme
eulérien, provenant des actions multuelles, avec celui de Chandler, est exacte.

Il y a lien de rechercher aussi, & cause du fort coeflicient ¢, des lermes
en 20, si ceux-ci ne seront pas aliérés. Pour eux,

2 1
ol + ) — i = o — s
dont T'inverse est [2.504], qui, multiplié par [9.962], donne [6.466],
el par ¢, = [5.314]: [1.780] = 0'".60. L'aliération serait done plus con-
sidérable que celle des termes précédents,

Pour les uns el les autres, du reste, il y a licu de déterminer par I'obser-
valion les constantes 4’ el £/,

Nous y ferons rentrer le coefficient «;, pris ci-dessus égal 4 0.00328, el
ferons (27) ek = ky, k"' = k,. Au lieu du coefficient précédent

. 3 fmy\?
[9.962]=—(T5) o,
8\n
on aura

afm\*
g(;') = [6.446],

. e i .
qui, maltiplié pai ey —y et ensuite par ¢, ¢, ¢35, donne :

dy={7.136], d,=[6.421], d;— [5.943].



30 THEORIE DU MOUVEMENT DE ROTATION

© 83. En désignant par A el A les termes solaires complémentaires en
obliquilé et en longitude, et en se rappelant que, abstraction-faite des termes
en 4 ¢, qui ne donnent lieu & aucnne correction, on peut se borner & écrire

(M)y={1 + c'}sin (M — )y

[M] = sio (M — ¢},
on trouvera :
1
A .—_—és’(l -+ ') by [ks sin 20 +- &, cos 20] — dy[ka5in (O + T} =+ &, cos (O + T}
i .
— Es”d‘[ka sin (@ —T) + F, cos (@ —T)].
1
s'AY 553'(1 + o) {d,[— Ky c03 20 + k, sin 20] — di[— Ky cos(© + T) + kysin(G + 1]}
— % §"d{— kycos (O — T) + kysin (© — T)],
ou, en effectuant les calculs numériques :

Ap= [6.707] {kasin 20 - &y cos 20| —[B.449] {kysin {© + T) + & cos (O -+ T){
— [6.044] { ko sin (@ — 1) + ky cos (O — T)}.

§'Acp == [6.707) {—ky c0s 20 + k) sin 20| —[B.419] } — Ky cos{© + 1) + Ky sin(© + 1)]
— [6.041] | —kg cos (@ —T) + kysin (O —TH.

(28)

Les coefficients qui. enirent dans ces expressions onl éié calculés dans
Phypothése que le terme eulérien, provenant des actions muluelles, a une
période de 431 jours.

S’il n’en est pas ainsi, cette période dewa élre recherchée empiriquement;
elle servira & délerminer la valeur de «, d'ot I'on déduira, comme nous
venons de le faire, les coefficients namériques de la formule (28).

Elle servira également 4 la détermination, au moyen de bonnes séries
d’observalions d’une méme étoile, des constantes arbitraires de la formule (25),
de méme que des facteurs &, el &, de la formule (28).

On connaitra alors tous les termes complémentaires de nutalion, (25)
et (28), dus aux aclions mutuelles,
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34. On sait que, avant la réduction des longitudes moyennes en longi-
tudes vraies, les expressions de la nutation renferment un terme dépendant
de la double longitude du périgée solaire. Ce terme disparail au moyen de
celte réduction, de méme que le terme en 36 — T' (le méme procédé,
appliqué aux termes lunaires, fait disparaitre ceux en 3¢ — ') (*).

Le terme en 21" reparaitrait si les facteurs £ ou k, étaient un peu sen-
sibles, puisqu’on devrait remplacer cos 20,, ou sin 20,, par

e

D . 5 .
cos ‘Zo—zeﬂ €08 2T ou  sin 20 — ;e” sin 2.
/7

Mais ce cas est fort improbable, et nous laisserons de c¢oté les termes en 2r°
dans P'expression compléte que nous donnerons de la nutation en obliquité
et en longitude.

§ 6. — Expression de la nulation de ['écorce terrestre en obliquité
et en longitude.

35. Celle expression se décomposera en deux parlies :

I. Nutation gé‘nérale;

II. Nutation spéciale.

La premiére est indépendante, la seconde dépend de la longitude ocei-
dentale de I'observaloire par rapport au premier méridien (qui passe par
Paxe du plus petit moment d'inertie A de I'écorce), en sorte que ¢, temps
sidéral de ce méridien, est égal & L -+ =, + étant celui de I'observatoire.

La nutation générale 1 renfermera, outre les lermes usuels, des termes
nouveaux qui ne peuvent pas étre négligés dans une réduction précise (™).

On n’a encore tenu nul compte de la natation spéciale 11, si 'on excepte
les tentatives de Chandler quant & la recherche du terme eulérien.

(*) Revision des conslantes de Uastronomie stellaire, p. 85.

(**) En ce qui concerne les développements de (AB); et de s'{Ad),, relatifs & notre ellip-
soide fictif (27), nous nous bornerons A reproduire cenx qui sont dennés dans notre Revi-
sion des constanles de Uastronomie stelluire, page 87. Le lecteur en trouvera la démonstration
dans ce dernier travail. '
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Sous le n° I, enfin, figurerent les termes qui proviendraient d’un dépla-
cement possible du pole d’inertie dii aux précipilations atmosphériques (*).
Quelques astronomes, d’'une certaine compélence en mécanique, ont émis
Popinion que les dépressions ou les surpressions atmosphériques pouvaient
jouer le méme role que les précipitations. Gest une profonde errear : les
pressions des différents secteurs de I'aimosphére peuvent éire considérées
comme des forces extérieures; si la somme de leurs moments n'est pas nulle,
elles pourront déplacer, d’une quantité trés faible, axe d'inertie dans
Pespace, mais elles ne le déplaceront dans le corps que de la 300¢ partie de
ceite quanlilé, ce qui sera lout a fait insignifiant.

36. lLes formules des variations périodiques de l'axe d'inertie de
'écorce, en obliquilé et en longitude, sont:

Ao =K. 9".215 cos (2 — 0".090 cos 20 + 0'".553 cos 20
Braot. — 0,008 cos (& + ) + 0”.096 cos 2 + 0”.018 cos (2C — £2)
+ 2d, eos (20 + 9) — 2d; e05 (O + T — &) + »' sin{By — p'1).

(@) - Eut. HE. — » sin{p +ft + Bo) + ¢/ sin(p + Bt + B
Diurre + v[Z; e0s 25 + I, sin 2],
HEE. — isin(p + T)cos {(® — A).
§'Ay = E. 0.00023A0.¢ -~ 6'".861 sin () =+ 07.090 sin 23 — 0'".554 sin 20
BrADL,  + 0".0098i0(® +T)4 0,054 sin (@ — T') — 0”007 sin 2C —0".01 % sin (2C — )
(30) ~+ 07,027 stu(C —1) +2d, sin (20 —8) — 2dq sin (@ -+ — 0) 4" cos {fg — £'1).

EuL. HE. — o cos(p -+ Bt + fo) + >  cos (y + BT + fo}
DIuRNE [~ Z, sin 2¢ -+ 2, cos 2p).
BHE. —?cos(p + I)cos (@ — A)

3, el %, représentent respectivement :

20 = 1,182 — 0,154 cos ( 4+ 0.36 cos 200 3 0.84 cos 2(,
2y — 0,48 sin {2 + 0.39 sin 20 + 0.88 sin ag,

en omettant quelques termes lunaires pen importanis.

{*) Yoir Essai sur les variations de lotitude, 1894.
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Nous avons itrouvé » = 0'.0666, et L = 2"{5™ E. de Greenwich; d'ou
L = 2M38" 4 [, pour un lieu situé a { heures a Pouest de Greenwich ;
gest égal A L + +, - étant I'heure sidérale de I'observation.

Les argumenls employés dans ces formules sont les longitudes vrazes.

Le terme en y est le terme eulérien proprement dit; sa période est de
304 jours moyens, absiraction faite de son caractére diurne.

Le terme en y' est probablement le terme chandlérien, dont la période
est de £31 jours, de méme que celle du terme en »''. |

1l 'y a donc deux nutations eulériennes, de caractére diurne, qui pro-
viennent des conditions initiales du mouvement.

La premiére est celle de nolre ellipsoide fictif : elle est commune 2
I'écorce et au noyau.

La seconde provient des différences entre les positions des axes et entre
les vitesses angulaires de I’écorce et du noyau.

Mais, en outre, il existe une troisiéme nutalion, sans caraciére diurne,
de méme période que celle de cette derniére.

Cette période dépend de o el ne peut étre actuellement délerminée que
par Pobservation. 1l est & présnmer que c'est la période de Chandler.

'y aura lieu de rechercher également il nexiste pas de termes dépen-
dants du périgée lunaire. Si celte éventnalité, que nous considérons comme
fort probable, se réalise, il y aura également un terme dépendant du périgée
solaire. A raison de la longueur de sa période, ce dernier lerme devra
rentrer dans celui de la précession, et il en résullera une modification plus
ou moins sensible dans la constante de la précession luni-solaire (.

(") Yoir, sur ce sujet, notre Traité des réductions stellaires, pages 37 et suivante, o
nous avons démoniré que l'on ne peut pas délerminer les coefficients de ees termes au
moyen d’observations sur le pendule, -comme Bessel, Peters et Nyrén ont tenté de le
faire.
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~a

§ 7. — Des variations en ascension droite et en déclinaison.

3'7. On sait que les variations en ascension droite et en déclinaison se
déduisent des précédenies au moyen des formules

A = ¢0s # Ay + tg P(sin « $'Ap — cos adrd),

Ad = ¢0s & §'Ay 4 sin« Ad,

auxquelles on devra ajouter, pour les eircompolaires, les lermes du second
ordre dont il sera fait mention plus bas,

Occupons-nous, en particulier, des nutations eulérienne et chandlérienne,
dans le cas d’observalions de passages supérieurs et inférieurs consécutifs,
Alors ¢=5= L + « pour les premiers, L -4~ « -+ 12" pour les seconds.

On aura, en laissant de co1é le terme cos 6A¢ de ces nutations, qui rentre
dans la correction de la pendule :

col dAw,=  » sin (B, -+ Bl) — o' sin (B + §'Y),

3 col & A = — y sin (B + BO) + o sin () + (1),
- AS, == — » cos (B, + Bl + o cos () + F1),
H Ady = poos{f; -+ Pl) — o cos (B + 1),

ol 3, el 8, représentent 3, - L et g, + L.

On voit que ces deux nulations s’éliminent dans la moyenne des ohser-
valions faites & deux passages conséeulifs (supérieur et inférieur).

Il en serait de méme quant aux dévialions périodiques de Ia verticale et
quant aox déplacements de 'axe d’inertie, & raison de lear caractére égale-
ment diurne.

L’élimination de ces qualre variations, dont 'avant-derniére joue un trés
grand réle dans les observations de lalilude, est de nature & élabliv, comme
nous nous proposons de le faire prochainement, Pinvariabilité du pole
d’inertie, affirmée par nous depuis plus de sepl ans ().

(") B. A., 1880. Bull. de I’ Académie royale de Belgique, 1892, n° 12,
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38. Si, au lien de prendre la moyenne des observations de deux pas-
sages (s et ¢) conséculifs, on en fait la différence, on éliminera la nutation
bradléenne ainsi que la nutation diurne, et I'on doublera les nutations eulé-
rienne et chandiérienne, de méme que la variation annuelle provenant d’un
déplacement du pole d’inertie ; mais on doublera également les termes pro-
venant des déviations périodiques de la verticale, dont expression est encore
A trouver. '

Ei cest 13, pour nous, la source de la plus grave difficulté qui se ren-
contre dans la solution de Ja question de la variation des latitndes.

39. Enfin, 4 raison de I'indépendance des mouvements A courte période
de Pécorce, celle-ci n'a pas une vitesse angulaire rigoureusement uniforme
autour de P'axe géographii;ue, et il en résulte, pour langle ¢, que la trace
de Péquatenr sur Pécliptique fait avec la ligne des équinoxes des variations
‘périodiques déterminées par la formule )

-

52 . . Ap= —%y[o.s sin 20 -+ 245 sin (2 — 2g) + 0.92sin (20 — 2¢)],

et que nous avons désignées sous le nom de libration terrestre (**).
L’expression compléte de Pangle ¢ est donc

?=ﬂ13+A5L+A¢p;

»(32) est le coefficient de la nutation diurne E%E; Ap. la nutation équatoriale
de Péquinoxe.
La définition de I'heure correcle, Cest-a-dire rigourcusement uniforme,
ne peul dtre que
ho== nyl.
On a done ¢ ==k -~ Ap 4 Ag; et 'on en conclut que Vascension droite
d'une étoile est égale A Pheure correcte de son passage supérieur au méri-

(*y Théorie des mouvements diurne, etc., de Uaxe du monde, et Revision des constanies de
Pastronomie stellaire, p. 92.
(™} Annuaire de U'Observatoire royal de Belgique pour 1887.

Toue LY. 6
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, .

dien, augmentée de la nutation équatoriale de [équinoxe et de la libration

lerrestre en cet inslant.

(Voir, sur ce sujet, Théorie des mouvements diurne, annuel el séculuire
de laxe du monde, el Revision des constantes de lastronomie stellaire,
pp. 93 et suiv.)

§ 8. — Formules complémentaires de ly réduction av liew apparent.

40. Les formules précédentes permettent de passer du lieu moyen d'un
astre & son lieu vrai. . '

Pour obtenir l¢ lieu apparent, il faut encore introduire I'influence de
I'aberration, de la paraliaxe et de la réfraction.

Nous ne nous occuperons pas des deax derniéres.

Quant & aberration, comme aucun traité n'en renferme les expressions
compléles, en ce qui concerne les termes du second ordre, nous croyons utile
de reproduire ceux que nous avons donnés, avec démonstration, dans notre
Revision des constantes de Uastronomie stellaire, pages 98 el snivantes (*).

Les formules qui suivent renferment les expressions complétes des termes
du second ordre, lant de la nutation que de 'aberration.

La lettre d y représente la nulation (précession comprise); A, la réduc-
tion compléte (nutation el aberration); », la réfraction; & et &', les con-
slantes des aberrations annuelle et sysiématique ; A’, 'Apex du mouvement
du systéme solaire; A, I'aberration en déclinaison; s’ el ¢/, les sinus et
cosinus de P'obliguité ¢; «, ¢, les coordonnées moyennes :

2
sin 24
— k' secdfig dsin (A" — «) dlld ~— cos (A"~ o) dlu]
+ kk' see® d]sin (A" — Q) sin © — ¢ cos (A’ — 2o} cos @]
(33) - . 28"k
+

1
A% e (4 —5 cos? 6‘) AuAd -~ tg Jidd 'dy + Ag

T Osin(A' —a) + r g H(Ax — c'dy).

1 $
O’ == — ~5in 20(Aa)’ + & - cos @Az + ksindsin(A’ — &) de
4 sin ¢

~ kk' g & sin (A" — &) (€' cos e cos © ~+ sin & sin O),

{(*} Nous y avons ajouté les termes en k', provenant de la combinaison de I’aberration
systémalique et de la nutation, lermes qui penvent n'étre pas négligeables.
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41. Nous donnerons enfin les formules qui expriment la varialion du
lieu moyen d’une étoile, d'une époque & une aulre, en vertu de la vilesse el
de 'aberration systématiques.

M désignera celte variation en ascension droite; N, en I); =, le produit
s'p = 20'"; T', la tangente de Ja déclinaison de I'Apex; ', le produit de la
parallaxe de Pétoile par le rapport de [a vilesse systématique réduite (cest-
a-dire projetée sur P'équatenr) au rayon de lorbite terresire. L'anité de
temps est 'année :

M= —a secdsin{A’ — a)
-— Ii'n sec & tg &[sin (A’ ~— 2&} -+ T’ cot d5in A’ cos (A" — «)].

38, . . N = o'[sin & cos (A" — &} — cos 3T"]

1
*+3 k'n sec d[cos (A — 2a) + cos A’ cos 2d]

+ K'wT" sin ¢ cos A’ cos (A’ — «)

On voit qu'il est aisé d’éliminer la parallaxe de Pétoile entre ces deux
équations.

Si I'on ajoute, au second membre de la premiére, (m - n sin « tg 8) x, de
la seconde, n cos a.x, on obtiendra, aprés cette élimination, uné équation
de condition qui renfermera les inconnues » et &' seulement, en supposant
donnée la position de 'Apex.

Celte équation, appliguée & un grand nombre d’étoiles, dont on connait
les positions & un siécle d'inlervalle, fournira un sysléme dans lequel on
éliminera, par un procédé convenable, les mouvements propres ohjectils des
éloiles. On connaitra ainsi x, qui donnera la correction de la conslante de
la précession, et k', constante réduite de I'aberration sysiématique, qui déter-
minera la vilesse réduile du sysiéme solaire,

On peut aussi faire servir ces équations 4 la déiermination de A’ el de T/,
en considérant d’abord T', T'sinA’ et T' cosA’ comme connus, el prenant
pour inconnues x, A'sinA’ et k' cosA’. ' '

A’ éiant déterminé, le calcul de T' sera fort simple,

Le procédé qui vient d’dtre exposé est le seul au moyen duquel on puisse
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rigoureusement délerminer la constanle de ja précession el la vitesse syslé-
malique.

Quand ces quantilés seront connues, chacune des deux expressions M el
N (augmentées, dans leurs seconds membres, des termes additionnels de
précession) permetira de calculer =, et, par suite, la parallaxe absolue
de T'étoile. Les deux valeurs oblenues ne concorderont entre elles que si
P’éloile n'a pas de mouvement objectif el a élé correctement observée aux
deux époques.

Ce procédé permettra, sans doule, de déterminer un assez grand nombre
de parallaxes, d’une maniére fort simple.

§ 9. —- Conclusion.

42. Nous avons exposé, dans ces derniéres pages, les formules capilales
de T'astronomie sphérique du XX siécle, _

L’'aslronomie du XIXe siéele repose sur les formules de Bessel, qui ont
pour base la théorie laplacienne du mouvement de la Terre solide.

Agjourd’hui que la fluidilé superficielle de la Terre, en dessous de son
écorce, est élablie, aussi bien par la géologie que par Pexistence de la nuta-
tion diurne, qui serail impossible pour une Terre solide, ¢’est la théorie du
mouvement de cetle écorce qui doil servir de hase & I'astrenomie sphérique.

Nous P'avons esquissée, en ce travail, quant au mouvement de rotation de
Pécorce. '

Il s’agirait d’établir également la théorie des mouvements de translation
de Pécorce et du noyau, pour en déduire la loi des déviations périodiques
de la verticale, qui proviennent, pour la plus grande part, de la non-coinci-
dence des centres de gravité de ces deux corps.

L'élasticité de I'écorce devrait intervenir également dans la théorie de son
mouvement.

Celle-ci n'est done pas achevée.

Les résulials que nous venons d’en déduire sonl, toutefois, assez impor-
tants pour que nos formules différent, par des termes qui ne sont nuilement
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négligeables, de celles de Pelers el, surtout, de celles d'Oppolzer, dont les
astronomes font usage depuis trente ans.

Ce ne sera pas 'un des moindres services rendus & Pastronomie, que
d’avoir démontré P'incorrection radicale de ces derniéres, qui a enrayé bien
longlemps les progrés de la science (*).

I faut, sous peine de continuer & errer gravement, gue l'astronomie de
précision en revienne aux observations de Bessel, dans un méridien fixe, et
aux formules de Laplace, augmentées des lermes nouveaux trouvés, soit par
un développement plus scrupuleux, soit par la considération de I'état fluide
du globhe en dessous de son écorce. Ce sont 14 des compléments indispen-
sables que nous avons essayé de donner dans ce travail, et qui nous
semblent justifier le sous-litre que nous lui avons donné : « Fondements de
I'astronomie sphérique du XXe siécle. »

(*) Depuis 1890, nous avons constamment soutenu la supériorité de ia méthode de
Laplace sur celle d'Oppolzer. En 1896, nous avons démontré, dans Ia Vierteljahrschrift,
gue les formules de Pastronome viennois sont fausses; cette démonstration a paru, avec
plus de développements, dans les Notices extraites de P Annudire de U'Observaloire pour 1897,
Postérieurement, nous avons fait voir dans deux notes (Bull. de UAecadémie, 3¢ série,
t. XXXIII) que, si l'on veut rapporter correctement les formules 4 Paxe instantané, la
nulation eulérienme, qu’Oppolzer a cru éliminer par ce procédé, ne disparait qu’en obli-
quité, mais subsiste en longitude, et, chose plus grave, infervient méme dans Pexpression
de I'heure! Il est étonnant que des géométres illustres ne se soient pas apergus de I'erreur
dans laquelle a versé, 4 son insu, 'astronome viennois. (Voir, sar ce sujet, Bull. de ' Aeca-
démie, 3» série, t. 1L, 11, XX & XXX ; Comptles rendus, 1890, 18M ; Bull. astron., 1889,
1890 ; Monthly Not., 1890 ; Acta mathem., 1832.)



