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PREFACE.

Les pages quon va lire sont Ie résumé de donze années
d'étades sur la Géoméirie supérieure.

Nous en avons consigné la plupart des résullats dans les
publications de 'Académie de Belgique "\

Avant dindiquer quels sont les progrés que nous avons
fait faire & cette science, esquissons A grands traits ceux
quelle avait réalisés depuis les Grees, en nous hornant &
ses principes essentiels.

L’école d’Alexandric connaissait, dans les figures recti-
lignes, le rapport que M. Chasles a nommé anharmonique ;
la relation méme de Tinvelution lui était connue dans un
cas particulier.

Depuis clle jusqu’d Desargues et Paseal, aneun nouveau

Principe fondamental ne s'introduit dans la scicnce.

Ces deux grands géométres découvrent le rapporl anhar-
monique, I'involution el jc [ameusx hexagramme, dans Jes
coniques ; Newlon, son mode de deseription organique de
ces courbes.

Aprés eux , plus rien de saillant jusqu'a I'école de Monge.

Carnot invente la théorie des transversales.

Brianchon, suivi par Gergonne, enlrevoit le principe de
dualité, auquel Mobius ¢t Steiner donnent sa compléle ex-
pression.

Bobillier trouve ies coordonnées polygonales, généralisées
ensuite par Plicker.

Poncelet imagine la théorie des polaires réeiprogues,

{") Vuir notre ouvrage intitulé : Fondements d'une Gdomitie supériewre
cartisienne, ainsi que le Butletin de U deaidindc, 9 série, t, XXVIIL 3 XLVI,
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qui a eoniribué, pour une honne parl, a la découverte du
principe de dualiié.

Sturm étend Finvolation 4 un faisccau de coniques, et
Poncelet déeouvre Uinvolution supéricure dans un faiscean
de courbes quelconques.

M. Chasies enfin, outre toutes Ies théories dont on i est
redevable dans I'étude des coniques, des surfaces du second
degré, et des courbes gauches, dote la géoméiric et Iana-
lyse du principe de correspondance.

A notre tour, nous relrouvons, en la généralisant, Pinvo-
lution méme de Desargues, dans des systemes de polygones
ou de polyédres conjugués i des courbes ou A des surfaces
supérieures, et nous parvenons A appliquer & celles-ci le
théoréme de Pappus ot son corrélalif, ainsi que les théo-
rémes de Pascal et de Brianchon.

Dans la théorie méme des coniques, nous découvrons
Pévolution, que nous appliquons également aux courbes
supdrieures.

Mais, pour compléter Pédifice que ces dernicres théories
permettaient d’entrevoir, il manguaait encore une pierre, on
peut méme dive la pierre angulaire.

En effet, pour que tous les théorémes fondamentaux de
la théorie des coniques eussent leurs analogues dans Ies
courbes et les surfaces supérieures, il sagissait de trouver,
dans celles-ci, les analogues des propriétés anharmoniques
et homographiques.

Ce sont 13 les derniers résultats auxquels nous sommes
arrivé par la déeouverte du rapport anharmonique du
ne ordre, et du principe fondamental de Ia théorie des fais-
eeaux, auquel ceite déconverte a conduit (*).

(') Nous bornant exclusivement aux grands principes de la Géométric
supéricure, entendne exclusivement dans le sens de Steiner et de Chasles, on
comprend que nous pe puissions eiter ici les noms, souvent illustres, de tous

Tt



(8)

Le lecteur sera certainement frappé de la variété des
procédés qui nous ont conduit au rapport anharmonique,
tant dans le second ordre, que dans les ordres supérieurs.

Afin de Ini ¢viier des recherches bibliographiques, nous
avons numdroté tous les théorémes que nous croyons nous
appartenir en propre : on verra que le nomhre en est grand.

Nous avens ainsi jeté les bases d’'une théorie des courbes
et des sarfaces, dans laquelle on retrouvera, outre quelques
propriétés entiérement neuves, tous les théorémes capitaux
(ui n’élaient connus, avant nos publicatiens, que pour les
coniques, si nous en cxceptons 'involulion du ne ordre, qui
est due & Poncelet, ‘

Ce serail un travail trés-considérable que dédifier, sar
ces bases, un traité des courbes et des surfaces supérieures,
analogue & celui des coniques de M, Chasles: nous ne
comptons pas lentreprendre.

Il nous parail suffisant d’avoir consacré douze années de
notre vie & des mdditalions géoméiriques, en négligeant
dautres éludes qui se rapportaient bien plus directement
aux phénomeénes de la eréation.

Mais la théoric des [aisecaux, esquissée par nous, ne sera
pas abandonnde : un jeune collégue, bien connu déja par
de belles applications de la théorie des formes & la Géomeé-
lrie, poursuivra Ueuvre commencée, ¢l, sil le veut, la
ménera & bonne f(in.

les savanis medernes qui, comme Kummer, Weicrstrass, Kronccker, Hesse,
Clebseh, Grassmann, Reye, E. Weyr, Cayley, Sylvester, Hirst, Cremona, de
donquicres, P, Serrel, onl dlendu le dowaine de colte scienee, dans le chtamp
de la Géomélric pure ou dans celui de ta Géométrie analytique.

N 3. Daus ladecture de Penveage, # Gouae passer d'une page paire 4 lu page paire
suivaute, el d'une impaive & Yimpaire suivanie, duns tous les eas oh ces dernieres regler-
Ieront des mméros accentués  qui sont les corrélatifs de ceux des pages paires.



PRELIMINAIRES,

Nous nous proposans de montrer pay fquelle voie nous sommes
arrivé & étendre aux courbes ct aux surfaces supérieures fos
théories qui, | usquaujourd’hui, n'éiaient connues que pour les
coniques,

Pour aplanir cetie voio awant que possible, nous avons ey
utite déudier dahord des systémes de polygones conjugiés
eatre enx, ou, si l'on veul, des faisceaux de polygones.

Mais In nécessité d’établiy parailelement les théorjes directes
et leurs corvélatives, nous « obligé 4 distinguer, comme Steiner,
cnnire plurilatéres (n Beit) et polygones (e Eck), le premier terme
ddsignant un ensemble de 1 droites, ou de n €oiés; le second,
un cnsemble de % points; ou de 5 sommts,

Pour la méme raison, nous avons dL‘llimaginer une termine-
logic qui nous permit de déduire le théoréme corrélatif, dy
théoréme direct, par un simple changement de mots,

Cest ainsi quaux ieroves bz’!aiérc, trilatére, quadrilatére,
quinguclatére, sélatére correspondent cenx de digone, frigone,
létragone, pentagone, hewagone; 3 Vintersection de dewg ¢olés
correspond la jonction de deyq Sonymnets; 3 n droifes CORCOUranies,
OU au concours de n droites, correspondent n poings collimants,
ou fa collimation de n Points; & un faiscean de droites, ou de
courbes du n® ordre, correspond wne chaine deo points, ou de
courbes de fu n® classe i Paive dun triangle eniin, représentg
par 5 be. («), od () signifie sin A, correspondra la quotadre,
représentée par 1 ). (&) a.

- La définition méme des polygonces eonjugués entre cux va
montrer combien une semblable leﬁniuolcgie est utile,




DES COORDONNEES TANGENTIELLES.

Dans cette seconde partic, nous allons établir les propriétés
corrélatives de celles qui sont exposées dans la premiére.

Nous ferons usage de ce made de détermination du au génie
penétrant de Mobius, et assez improprement appelé coordonnées
tangenticlles, nom que nous remplacerons simplement par celui
de coordonnées, quand I'amphibologie ne sera pas possible, ct
par celui de rectordonnées dans le eas contraire.

On ne scmble pas s'ére demandé, jusqu'd ce jour, s'il ne
serail pas possible d'établir a priori un systéme de reetordonnées,
c'est-d-dire sans passer, ou par les considérations staliques sur
lesquclles Mobius a établi son ealcul barycentrique, ou par les
coordonnées ponctuelles, comme on e fait généralement.

A la suite de cetle seconde partic, nous résoudrons le pro-
bléme propesé, d’une maniére tout & fait directe ; et la solution
(ue nous en donnerons scra, bien plus intimement encore gue
Ja méthode de Méhius ou de Plicker, en harmonie avec le prin-
vipe de dualité,

Si I'on repasse cusuite de ce nouveau systéme de rectordon-
nées & un systéme de eoordonnées ponctuelles, ou ponctordon-
nées, celui-ci sera, au premier, ce que sont les enordonnées
tangentielles aux ponctuelles, ct pourra servir de base & 'éa-
blissement d'un caleul corrélatif du baryeentrigue,

Commengons par donner une idée générale du systéme de
coordonnées tangentietles, ou de reetordonnées, ajourd’hui en
usage. '

Soit A=mdX +0Y - dh=0 . . . . . . 1)

une équation dans laquelle 9y, d,, J; représentent des fonetions
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En termes ordinaires, nous avons djt (") que deux polygenes
de » cotés sont conjugués 4 un troisiéme , lorsque chaque eoté
de I'un de ces deux polygones passe par I'un des points dinter-
section de chaque coté de I'autre avee le troisiéme polygone.

St nous traduisons cette définition dans les termes suivants :

Deux n fatéres sont conjugués i un troisiéme lorsque chague
eoté de celui-ci est la collimation de inlerseetions des cotés du
premier avee ceux du second, pris deux a deux,
on obtiendra immédiatement la définition corrclative, en rem-
plagant les termes soulignés par leurs eorrespondants, ¢'est-d-dipe
n latére par n gone, cole par sommet, collimation par concours s
inlersection par jonction.

Et Pon s'assurera que ee mode de traduction permetira d’énon-
cer le corrélatif de chacun de nos théorémes, absolument dans
les mémes termes que eclui-ei, pourvu qu’on ait sein de traduire
les termes géométriques par Ieurs correspondants,

On verra méme que, grace & la simplicité des notations cf 3
Pidentité de marche suivic dans chaque théorie, onr dans sa corre-
lative, nous aurions pu n’éerire qu'unc seule fois les démonstya~
tions pour les deux ordres de théories; nous eussions ajnsi
approché encore davantage de ceite unité, 4 laquelle a été rame-
née, sous la puissante éireinte de Steiner, la dualité entrevae
par Brianchon et Gergonne dans les formes gbométriques,

Mais la lecture de Pouvrage, qui scra déji un pen malaisée
pour ceux qui ne sont pas familiers avee la Géomeétrie supéricure,
a cause de la concision des termes, des notations, des énonees
¢l des démonstratious, en fiut devenue beaueoup plus difficile;
el c'est pourquoi, tout en metant toujours les deux théories
corrélatives en regard Vune de Pantre, & la maniére de Stefner,
nous avous cru devoir les développer 4 peu prés également
chacune,

") Pour ecile définition, comme peur daulres que hous ne Fappelons
pas ici, voir nos Fondements dune Gidamdtrie  supérigure eartésienne,
Bruxelles, Hayez, 1872, Comme nous anrons i renvoyer trés-fréquemment,
i cet ouvrage, nous e désignerons dans les uotes subséquentes par F. 6.8, €.
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linéaires w2 + byy - ¢, ete.; eette équation représente une
droite qui, si les constantes a, ... sont donndes, sera déferminde
par X ¢t ¥, que, pour cetle raison, nous nommons les coor-
données de Ia droite,

Si l'on se donne, enire cos eoordonndes, une relation linéaire
A'— EA"=10, A" et A” élant les valeurs
que prend A, lorsqu'on y remplace ®, y
par o', y' et a”, 3", il exislera un rapport
déterming £ entre A’ et A”, on (n*1,p.12)
enire les distances des points o', 4’ et 2",
y* A la droite A; et il est évident que ce
rapport sera le méme pour toutes les
droites A, qui passeront par le point P déterminé, sur la droite
P'P”, par kb — %—;

Si fa relation lindaire qui existe entre X ot Y, au licu d'étre
A" — kA" =0 était de la forme

K - KA - KA o K0 A

on verrait de méme que Véquation I), A— 0, appartient encore
a toutes les droites qui passent par un certain point fixc,

On convient que ectie relation linéaire enive X et Y est Péqua-
tion de ce point,

Si, enfin, on a cntre X et Y une relation FX,Y) =0, il est
clair que Ia droite A pourra oceuper une infinité de positions
difféventes; dans foutes ces positions, celte droite enveloppera
une courbe, dont on convient (ue (X, Y) =0 est Uéquation
en coordonndes tangentielles.

S8i la fonction f est algdébrique, entiére, ¢t du n degré, la
courbe sera de la ne classe.

Eu effet, par un point donné o, y" passeronl n droites A,
déterminées par

A =dX+ %Y + & <=0,

[(X, %) =0
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L'ouvrage sera donc composé de deux parties paralléles, 'une
traitant des coordonnées ponctuelles, ou des courbes du n° ordre;
Pautre, en regard, traitant, dans les mémes termes et au moyen
des mémes formules, des coordonnées tangentielles , nommées
par nous rectordonnées, ou des courbes de la »° classe.
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d’ou résultent n systémes de valeurs de X et de Y, et par suite
# droites A, c’est-A-dire n tangentes 2 Ia courhe.

Celle-ci sera, en général, d'ordre n(n — 1).

Coupons-la, en effet, par une droite de coordonnées X, Y,;
et soient X', Y celles de la tangente menée par I'un des points
d'intersection de cette droite avec la courbe.

On sait que 'équation du point de contact de la tangente X', Y’
ost ‘

Xfo +Yfy +1=0

et, comme la droite X, Y| passe par ce point, on aura :
Xifo + Y fo+1=0.

Cetie relation, ct celle f(X', Y} =0, qui indique fque la
droite XY est tangente A la courbe, serviront & déterminer les
systémes de valenrs de X', Y, systémes qui seront au nombre
de n(n — 1), en général; cest-d-dire que la droite X, Y, coupe,
en général, la courbe f(X, Y) en n (n —1) points.
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§ I De wa prowrg oy UNILATRRE.

8. Un point oy déterminé de position dans un plan par ses
deux coordonnges @, Y.

I et également, si {'on a, enire ceg coordonnées, deyy refa-
tions f(x, y)=—0 o O (2, 4) = 0.

Mais, si 'on n'a enre % ety quune seule relation f(x, 9)=0,
celle-ci appartiendra 3 une infinité de points, dont I'ensemble
constitue un certain ljoy, _

Nous convenons de dire que eette relation est Péquation dy
lien,

Si elle est dy premier degré, tous les PoInis qui y safigfon
Appartiennent 4 wne meme droite, ¢t Pon conpient de dire que
cetle relation est Péquation de lu droise,

Pour faciliter Pinterprétation géométrique des équations que
HOUS aurons & duudicr, et dans laquelle Ia ligne droite est appelée
4 jouer un role eapital, nous conviendrans de meitre toujours ¢
preavier membre de son équation, cn coordonndes rectangu-
laires, '

Ax - By 4. G=o,
seus la forme normale

4L =y - |

= —_——, 0)
Vit w12
en faisant
A B
==, |’) = =
C C

Exprimé de iy sorte, ce premier membre g représeniera la dis-
tarce 'un poiny quelconque Loy oa e droite 8- 0 ou
Az + By - € — ¢,

2. Si Jy =1, Jy =0 sont les Siptiations hormales de deyy
droites, I'équation

T=dead=o0 . 1)




(15 )

§ I'. Du ot ov norocons.

2/, Ces généralités rappelées, mettons 'équation du point
sous sa forme normele, comme nous I'avons fait pour eelle de

la droite (n° 1),
Léquation générale 1) : A = 0, posée plus haut, se simplific si

Pony fait &) ==u, §, =1y, d, = 1, el devient

A=Xe + Yy 1=0 . |, I

Soit mainienant

s=aX + 0y +-1=0, . )

I'équation en rectordonnées d’un point dont les ponclordonnées

sont manifestement a, b.
La distance de e point & une droite X', Y’ sera, puisque

I'équation, ¢n coordonndes reclangulaires, de cetie droite s’éerit

A'=Xa2+ Yy +1=0,
X’a—a—Y’b—i—i.

D' ==

d’or T'on voit que, pour faire exprimer, par la fonciion = clie-
méme, la distance du point = =0 4 une droite X, Y, il faut que
cette fonction soit mise sols Ia forme

X -+ bY 41 o)
VX4 1 S

Clest sous celle forme normale que nous eonviendrons toujours
de supposer éerite I'éguation du point »— 0,

2. 8i oy =10, wy==0 sont les équations normales de deux

points Py et Py, Féquation
=) 4 doy =0

1)
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représentera unc droile concourant avec les denx premicres, ou
conjuguée aux dewr premicres.,
Interpréions géométriguement 4,
Si, sur [a droite J, nous prenons un point quelconque, ses
distances respectives aux droites &y =0 et
9, =10 seront (m° 1) 9, et .
Soit  sa distance au point de concours;
¥ il est clair que 9 = (3,9y); =7 (3, d,);
les notations (J, ¢y), ete., représcntant les
sinus des angles de 0 avee dy, ete., el, par
Fig. 1. suite, en vertu de Péquation (1), & laquelle
satisfont les coordonndes du point choisi, on aura :

d 45 d)

B e s e

& ()

8. Cas particuliers. Si la droite J est bissectrice de Pangle des
droites d; et J, (nous entendons par la Vangle de leurs parfies
positives), elle fera avee les deux droites des angles égauy et de
signes contraires; on aura done A== 1, et, par suile, Péquaiion
de lu bissectrice sera

ci‘l -+ J‘g= O;

Iéquation de la bissectrice de Tangle supplémentaire serait, au
contraire :
§— d=10 (),

les équations dy ==0 et d, — 0 étant, bhien eittendu, mises sous
leurs formes normales.

(*) Ces résultats, quoique opposés & ceux que donnent tous les auienrs,
sont indiscutables, Comparez, du reste, avee les résultats corrélalifs,

Veoir aussi, au sujet des signes, notre Note sup lo fransformation des roor-
donndes et sur les signes des angles ef des distances, BULLETIN pE L’ ACADENIR
ROVALE DE BzLaigur,
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représentera un point P collimant avee les deux premiers, ou
conjugué ¢ cenx-ci.

Interprétons géométriquement A.

8i, par le point =, nous faisons passer une droite quelconque,
les distances de celle-ci aux points =, =0 el &z, — 0 scront
wy et wg (0 17); et, par suite, on aura

#'. Cas particnliers. Si le point = est bissectenr de la distance
des points o et @y, on aura PPy = — PP, d'olt A=1, er, par
suite, Uéquation du point bissecteur sera

o5 —+ oy == U,.
les équations oy =0 et =, =0 dlant mises sous leurs formes
normales; tandis que

by — 1:1'3=n

sera 'équation du point ¢ Uinfind sur la droite P,P,.
142
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4. Désignons par 1 le point d'intersection des droites ¢, =
et 9y ==0; par 2 le point d'intersection des droites d, = 0
etd, ==0.

Paisque 3¢, + X0, =0 est {n° 2) I'équation d'une droite
passant par 1, et, de méme, 2,0, 4+ 43, = 0 eelle 'une droite
passant par 2, si nous identifions les équations de ces deux droites,

le systéme
N - il = ady + Ml ==10

représenlera la droite de collimation des poinis 1 et 2 d'inter-
section des droites 9; et d}, &, el i

De méme
Aoy A dody == dyfy 4+ 23ds =0

représentera la droite de collimation des points 2 et 3, Et de i
il résulte que la condition de collimation des poinis 1, 2, 5 est

Wl il = ey v i =0ad - ud. . L L Q)

abis ] nows a paru assez curieux dappliquer i trois droites conjugudes entre
elles (0° 2}, ou & trois unilatéres copjuguds, les Lhéories que nous développerons
par Ja suile relativement aux hilaléres, irilatéres .. conjugués, el qui nous con-
duiront directement aux rapports anharmoniques el anx involutions d'ordre
supérieur,

Ainsi nous pourrous, en effet, nous assurer 81 exisie un rapporl anharmonique
et une involution du premier ordre.

Considérons done Videntité

I =d;~— )0, =06,

qui exprime que les [rois droiles g, 4y, &), sont conjugudes cnlre elies, autre-
ment dil, qu’elles sont conconranles, )
Cetle identilé peut s’éerire

Iy K&, - k3 = 0,

et on y lit Pénoneéd suivanl, que nous ne citons que ponr son analogie avee le
théoréme de Pappus (ue 6)

Si trois droiles sont conjugudes entre elles, les distances d'un neint quel-
conque de l'une, aux deus aulires, sonl analogiques,
et, plus généralement :

It existe une relation lindaive entre les distances d'un point queleonque (du
plan) d trois droites confugudes entve elies.

1.
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4'. Désignons par 1 la droite de jonction des points o) — 0,
m, == (3 par 2 a droite de jonction des points y = 0, &, =0,
Puisque Az + N, =0 est (n° 2) I'équation d’un point situé
sur 1, et de méme dywy + Xor, = 0, celle d’'un point situé sur 2,
si nous identifions les équations de ces deux points, le systéme

2y - Moy = damy + hgmg = 0

représentera le point d’intersection des droites 1 et 2.

De méme
hgtTy + hgwy = himy - dgmy == 0

représentera le point d'futerscetion des droites 1 et 5.
Il résulte de & que la condition de concours des droites 1, 2, 3,

esi
M b g S dgwy o dgmy = dgms - . . . . 2}
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Sinous chevchons & appliquer la méthode qui nous a donné direclement I'iuvo-
latien (voir Dhilaléres conjugués, elc.}, nous verrons que celle-ci, qui se déduit,
50us son expression la plus simple, de Félimination de L, entre deux relations dela
néme forme ,

Je— WS =0 ., . ., . 3)

ke pel pas se Ltrouver iei sous cetle expression, parce qu'il nexiste quune refa-
tion unique, et que Pélimination de %y esl, par suite,
e @ # e impossible,
En effet, si I'équation 5} est celle de la drojte a,
en y remplagant, J; et 4 par les valeurs *)

R=1T), F=117,
»  Fig. 1bis, on tronve :
M () =0, 11 {10
mais cette relation est nnique.
On en trouverait une autre, i la vérité, en considérant Ia deoite 4, pour laquefte
on aurait 'équation
d=d -8 =0,
On en tirerait
127, (1) = 2,127, (1)

et fa comparaison de ces denx dégalités conduirait &

ll .l,llf. 1’2!/
xg 2

c'est-i-dire au rapport anharmonique, mais non 3 linvolutien.

Lt cepeadani, on pent trouver la forme générale de celle-ci pour le premier
ordre.

31 'on considére, en effet, sur la transversale (ui coupe le faiseeau, un point 0,
on pourra écrire

f=01.(1), J =01, 1), M=01" {1");
el, en substituant dans 'identilé 2), on aura :
01 . {1) K01, (1) + k7017, 1")=o,

ou, puisque les sinus 1), {L'), {1") sont, pour chaque Lransversale, des constantes
indépendantes de Ia position du peint 0

A0 01407 017 = o,

{*) Pour le sens des notations, voir le no 7.
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et enlin, en appelant @, @,, @, =}, les dislances respectives des poiuts 0,4, 17, 17
i une origine queleouce sur la transversale :

}.(.53 — &) W (E — ) - e — ) =0,

ou, symb oliquement, e
Ii{p—a) =0,
i

forme qui correspond, pour le premier ordre, A celle que M. P. Serner a donnée
de t'involulion du secend ordre, et que nous avens étendue aux ordres supérieurs,
uant aux procédés des n> 9,10 et 11, qui noes onl conduil chacun an rapport
anharmounique, appliqués an cas de trois droites conjnguées, ils ne doraeraient
que des propriétés résultant de la similitude des triangles.
Nous laissons an leclewr le soin d'appliquer la méthode précédente au cas de
Lrois poiuts conjugués enire euy,
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§ II. Raprorr ANHARMONIQUE. NAISCEAD DE QUATRE DROITES.

&. Nous avons vu que, si la droite d; est conjuguée aux droites
Jy et 0y, elle a pour éguation J; -+ ;05 =0, et que la significa-
tion géométrique de A; est
(31)

-
uc nous ecrirons —= — -
1 (52)

O (54)

3 —

(ds)

Menons une (ransversale queleonque, qui coupe ces trois
droites respectivement aux points 1, 2, 3,
¢t désignons par (1) et (2) les sinus des

o angles que cette transversale fait avee les
droites 1 et 2,

o Ona évidemment

oy,

1 3
. Gy_m, )_®
i [ 52 r’
d’on
) () (1) 5
T () 52

, (?“)_ (l) zi«'l'
* 42 (@) 42’
et, par suite :

w_ (31) (#) 51 4

(ng) 5—%:}‘5‘ P ])

On reconnait dans ces deux derniéres expressions le rapport
anharmonique (*) d’an faisceau de quatre droites et celui d’'une
chalne de qualve poinis; et Fon trouve en méme temps, dans

{*) Cette expression est due & M, Cirastes; of nous Ia conserverens, méme
pour les rapports d'ordre supérieur, dont nous nous occuperons dans la
suile de cet ouvrage,
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§ II'. RapporT AxsamuONIQUE. CHAINE DE QUATRE POINTS.

B'. Nous avons vu que, si le point »3 est conjugué aux poinis
@y el wy, il @ pour équation =y + Azmy == 0, et que la signification
géoméirique de A5 cst

- _ 51

que ngus derirons — gl
Ty 52

Yy =

Joignons ces {rois points & un centre quelconque par des

rayons 1, 2, 3; désignons par f et 2 les lon-
gueurs des deux premiers d'entre eux, par (31)
'5 3 et (32), les sinus des angles que le (roisiéme
_____,__: rayon fait avec cevx-ci, par 51, ete., la distance
o “* dupoint 5 au peint i, etc., par {s) enfin lc sinus
Fig. 2. de Tangle que le wroisiéme rayon fait avee la
droite de eollimation,
On aura
51 | 32 2 ) 31 1 (32)
— = = dl =—— = .
BY) " ()7 52} (%) 52 2 (31)

On aurait de méme, pour un uatriéme point =, de la chaine:

. &t 1 (42) . o 341 (Bl (41)
).iz—ﬁxgé m, et, par suite: ——iﬁ-— == e,

-

¢galité qui exprime le théoréme :

Le vapport anharmonique d’une chaine de guatre points est
égal ¢ ceful du fuiscequ formé par la jonction de ces poinis ¢ un
centre quelcongue.
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légalité de ces deux rapports, la démonstration de ce théoréme
capital de Brisncion :

Le rapport anharmonique d’un faisceau de quatre droites est
égal @ celui des segments que ces droites interceplent sur une
transversale quelcongue.

&his Mais ces rapporls peuvent s’écrire el se relenir beaucoup plus aisément
sous la forme

) (31)(42)  51.43
3 @B(14) .14

Ou voit, en effel, que le dénominateur se tire du numéraleur en faisant stmple—
ment passer au premier rang la derniére figure de celui-ci. On verra, de plus, que
la méme régle sapplique 4 la formation du rRapront ANHARMONIQUE DU 71° ORDRE.

Nous représenterons ces mémes rapports 1), e -~ adifiant légérement 1a notation
de MoBius, par

%’f:(m@):[am]. )

Le faisceau des quatre droites 4,..J, donne naissance aux différents rapports
anharmoniques ‘

(1254), (1248), (1342), (1524), (1425), (1452);

el il est facile de s'assurer (*) que, si I'on représente respectiverment ces rapports
par +, ¥, ", ¥, ¢, pv, on aura

P = Ve ] Y gt

Ii—i
2| =
oSy

e, — o]

e
=3

d’oli i1 résullerait encore

1
I, iz —_—
+7_W =1, —1—“ 1,
,o 1
r +1T”—], P e
1 i
e =1, ===
r P

{'} Comp, Cuasves, Traité de Géomélric supdrieure, p, 2%,
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La cousidération des autres formes du rapport anharmonique est suparflue,
puisque Fon a, par exenple :

(1934) = (4520) = (5419) = (2145)
(1254). (3214) = 1; (1254) (1432) =1; ete,

Toutes les formules précédentes montrent que chague forme du rapport unhar-
monique est délerminée, d’une manidre anigue, en fonction de I'une quelecongue
d’enlre elles.

Nolous, comme cas particuiier, la forme

(1214) ==1.
1l va de soi que, si les équations des droites 1, 2, 3, 4, au lien d'avoir la forme

gy 9. @y dgs 3‘2) =10
ont Ia forme suivante:
Pk s g7 =10,

le rapport anharmtonique, qui, dans le premier cas, est

)‘5
=== ({3142
5 =1,
serd, dans le second,

(g — 2 0g — 2y

= (3142);
(kg - )—s) 0y — )-4) ( )i

e1que les résultats qui précedent sont applicables 4 cette forme générale, comme a
la forme particuliéye,
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§ I, — Fasceav pE BILATERES,

6. Considérons les deux bilatéres d,,, 9,8 et leur conjugué
3’1’ o eest-d-dire I'ensemble des deux droites
de jonetion des points d'intersection des
cotés du premier bilatére avee ceux du se-
cond,

L’équation du troisitme bilatére sera évi-
demment

Fig. 5 NPi=dd ~ 205 =0, . . 1)

A ayant une valeur délerminée.

Si la valeur de 4 étail quelconque, le premier membre repré-
senterail, au lieu d'un bilatére, une coniqne conjuguée (eir-
conscrite) aux bilatéres 0,9, et 8,0 ; et les résultats qui suivent
seraient applicables 4 cette conique, quoique nous ne nous oceu-
pions ici que du bilatére 8797,

Lidentité 1) peut aussi s'éerive :

S+ KO0, + Ko =0, . . . . . 2

el I'on y lit immédiatement 'énoncé suivant, auquel M. Chasles a
donné Je nom de théoréme de Pavpus :

Si trois bilatéres sont conjugués entre eux, les produiis des
distances d'un poinl quelconque de Pun d’entre eux, aux colés des
dewx aulres, sont analogiques ; et, plus généralement encore :

Théeréme I. 11 existe une velation linéaire entre les produils des
distances d’un point quelconque (du plan) aux couples respeetifs
de cotés de trois bilaléres conjugués entre eux.

Ce dernier énoncé, que nous croyons neuf, revétira une auire
forme (voir n® 9), et sera généralisé dans les paragraplies sui-
vanis.

Une autre interprétation de la méme identiié 1) nous conduira
directement au théoréme de Drsircus.
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§ HI’, Cuaing DE DI1gONES.

6'. Considérons les deux digones mymy, o\w, et leur conju-
gué w,s,, e'est-a-dire I'ensemble des deux
points d’intersection des droites de jonetion
des sommels du premier digone avee cenx
du second,

L'é¢quation du troisiéme digone sera évj-
L demment

A
“

Fig. 3. oy = mEy — dmmg=s 0, , . 1)

4 ayani une valeur déterminée,

Si la valeur de 2 était quelconque, le premier membre vepré-
senterail, au lice d'un digone, une conique conjuguée (inscrite)
aux digones wymy €l w,or,; el les résuliats qui suivent seraient
applicables 4 celte conique, quoique nous ne nous oecupions ici

. oM
que du digone oz,

L'identité 1") peut aussi s’éerire

mmy + Kooy - E'elel =0, . . . . . 2

et Ton y lit immédiatement le corrélatif du théoréme de Pap-
pus :

Sié trots digones sont conjugués entre eux, les produits des dis-
tances d'une droite quelconque (passant par un sommet) de Pun
dentre eux, aux sommels des deux aulres, sont analogiques, ele.,
et plus généralement encore

Théoréme I, I existe ume velalion linéaire entre les produits
des distances d’une droite quelconque (du plan) aux couples res-
pectifs de sominets de trois digones conjuguds enlre eus.

Ce dernier énoncé revétira une autre forme (n" 9) et sera
géncralisé dans les paragraphes suivants.



(26 )

7. Désignons par 1, 2, ete., aussi hien les cotés 3, 9,, ete., que
N3 lears points d’intersection par une
\ ’ transversale quelconque; par (1) le

; sinus de I'angle de celle-ciavec 3, ete.,

1
i
i
‘
i
h
]
1

.

2 par 11", ete., Ta distance des points 1
et 1" pris sur la transversale,
i/ Considérens d’'abord le point 17,

pour lequel nous avons, en vertu de
I’équation 1) :

a‘ia‘g——‘ lé‘;d‘;ﬁo,. . . 5)

Fig. 4.

el exprimons Jy ..., qui sont (n° 1), les distances de ce peint 1"
aux cotés Jy ..., en fonction des segments interceptés sur la
transversale ; nous aurons évidemment

S=11".(1); &=20".2); &=11".(1"; & —21".(2);
et, en substiluant ces valeurs dans la relation qui précéde :
17,207 (1), (2) = 17 247 (1).(2).

Considérons ensuite le point 2", pour lequel existe également
ia relation 3); nous obticndrons de la méme maniére :

127,22 (1).(2) == 211'2" . 22" (1), (2);
et, en divisant ces deux égalités I'une par Pautre :

']'.I”.Q'l” ,11,111‘2)‘1”
12n'22rf o 4/2”.2121:’

ce qui est, eomme on le- sait, I'unc des relations qui expriment
I'involution des trois couples de points 12, 1'2', 172 (*).

(') Gette relation &tajt connue des Grees dans e cas partieulier que nous
venons d’examiner. Son application aux eoniques, et le nom méme d'involu-
tion, apparticnnent i Desargues.
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7'. Désignons par 1,2, etc., aussi bien les points =y, =5, ele., que

leurs droites de jonction & un centre quel-
conque; par (117, efe., les sinus des angles
compris entre ces droites.

Considérons d’abord la droite 17, pour
laquelle nous avons, en vertu de ['équa-
tion 1°)

myog — dwppe=20,. . . . 3

et exprimons ..., qui sont (n° 1') les dis-
tances de cette droite 1" aux sommets zy...,

en fonction des sinus des angles eompris entre les rayons.
Nous aurons ¢videmment

o = (117), 1

m=(217). 25w =(11"). 4" o= (21").9,

et, en substituant ces valeurs dans la relation qui précéde :

(117)(247) . 1.2 =) (117), (217) .17 2.

Pour la droite 2", nous obtiendrons de méme

(12).(22) 1.2 = (1'2") . (22").1". 2';

et, en divisant ees deux égalités I'une par l'autre :

(B 217y (1) (217

(12”) . (92”) (1121!) . (21'2”) ’

ce qui est I'une des relations qui expriment Uinvolution des trois
couples de droites 12, 1’2/, 12",
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8. On trouve une expression plus générale de l'involution en
considérant, sur Ia {ransversale, un point quelconque 0, au liey
des points particuliers 17, 9",

Si, dans Videntité 2), que nous écrirons sous la forme sym-
holique

S kg, =0,

nous remplagons les distances 9, ... en fonction des distances 01,
au moyen des relations 9, — 01, {1), ... nous obtiendrons :

k01.02.(1).(2) + K01.02". (1) (2) + k01”027, (1) (2") = 0y

or, les sinus (1) ... son, pour une méme transversale, des
constantes indépendantes de la position du point 0 sur cette
transversale; en sorte que I'identitd précédente pourra s'éerire,
en faisant rentrer toutes les conslantes en une seule :

04,02 + )01, 09 V02 = o,

ou, si I'on veut,

AT T — 2y 42— E o, 1”.:(:-—m’1'.ac—a:;'50,

e appelant x, , ... les distances des points 0,1 ,.. 4 une origine
quelconque prise sur la transversale; et enfin, symboliquement ;

224 —

Ihr—am—m=0(). . . . 4

9. De lidentité méme qui exprime que trois bilatéres song
CONFUGUES entre eux, nous venons de tiver directement involy-
tion, sans passer par le rapport anharmenique, d’ott on Ia déduir
habituellement.

(") Cest dans la Géometric de direction. de M, P. Senapr que nous avons
rencoutré pour la premiére fois eelte expressien de Pinvelution. Nous Ig
généraliserons plus bas.
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8’. On en trouve une expression plus générale en considérant
tme droite quelcongue 0, passant par le centre du faisceau, au
lieu des droites particulidres 1, 9",

Si, dans l'identité 2), que nous écrirons

It

3 ke =0,

nhous remplacons les distances m,..., des points .. A celle
dreite 0, en fonction des sinus (01)..., au moyen des relations
@y =(01).1 ..., nous aurons :

k(01).(02).1.2 + K01.02. 1.2 4 k701", 02", 17 9" o= g,

Or; les longucurs 1, 2... sont des-constantes, ainsi que k... En
les faisant rentrer dans une seule, nous pourrons éerire

3{01) . (02) + 5 (01') . (02)) + 3" (1) (02") = 0

¥

ou bien
HE=X) (X—X0) -+ 2" (X X0) (X K3) 27 (X — X[} (X — XY =0,
en appelant X, X, ... les angles des droites 6,1 ... avec une droite

quelconque passant par le centre du faisceau, et (X —Xp)... les
sinus des angles X — X, ...; et enfin

THX—X)(X—Xy=0, . . . )

9. Recherchons le rapport anharmonique dans I'identité
vr.','ur; = Wy — )_mlz:r; .
Coupons, par une droite queleongue, les jonctions des sommets

des digones wimy el =w, ; désignons ces jonetions par 19, 1%,
2., 2,; conservons les mémes notations pour représenter leurs
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Il s'agit maintenant de retrouver e rapport anharmonique
dans ceute meéme identité d79] = d,d, — 39’87 ~=0,

Joignons, i un centre quelconque, los sommets
des bilatéres 6,0, et 9'8"; désignons ces sommets
par 1), 1}, 2/, 2;; conservons les mémes nota-
tions pour représenter les rayons qui y abou-
tissent; et mommons 1, 2, 1), 2 les fuatre
ebiés du quadrilaiére ; 17, 2" ses diagonales.

En rapportant les distances & ... (n° 1) au
cenire considéré, nous aurons :

9 4(21}) 15,25 (152;)
()‘]= 1 Ed( 14] ; J%: 2 22 P49 ;
AL o 2.2(22)
[)\]: 1 '1(, 1 2_); 32: 2 12’ PSS ;
gl %:(i 1) e 1. 2;1(’1152;) |

Ces expressions, substituées dans Didentité
dydy == dydy — 28105,
donnent, aprés réduetion

(1:2:). (132) _ (2i3).(142;) , (its) (2:2)) 5)
L 1.2 T

Si le centre du faisceau est choisi en un point du bilatére 8737

1722

chacun des deux membres de Uidentité sera nul, et, par suite :

S 2 (). (1)

e (). (2’

expression dans laquelle on reconnait le rapport anharmonique
des quatre rayons du faisceau, que 'on pourrait aussi éerire

{1).2

(1))’
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intersections avee la transversale; nous aurons, en désignant par
(1), (1), (Z,), les sinus des angles des triangles 1172,,...:

1) (25 o (29 (1)
o =12, - 3 owy== 2y ———
(1) {2}
C e 0 (2 (%)
U‘—']iig H mgzﬂgﬂ,—m—;
(1) (2)
g M@ o, B0
(1 rl) ((2”)

Ces expressions, substitudes dans lidentité préeédente, donnent,
aprés réduction

1.2:. 20 1,2, 24 1,1, 2,2

i7E) . m-@ O w).@)

5)

Si la transversale est une droite du digone 12" (c¢’est-a-dire
si elle passe par I'un de ces deux

4‘2;\\\% 2'3 " points), chacun des mcmbres de
A I'identité sera nul, et, par suite :
TR
3 \ (1).{2) &2, 2;4;’
1 (175.(2)  4ady. 22,
Fig. /.

olt I'on reconnail le rapport anhar-
monique des quatre points de la transversale, rapport que I'on
pourrait éerire

1.2

en désignant par 1 ... les segments inlereeptés, sur cclle~ci, entre
les cotés des angles des deux digones.

La méme propriété existe évidemment pour toule tangente a
une conique eonjugude (inscrite) aux deux digones; elle est
connue par le nom de propriété anharmonique de quatre lan-
genles @ une conique.

8i la fransversale est une droite quelconque du plan des




en désignant par (1) ... les sinus des angles soutendus, au centre
du faiscean, par les edtés 9 ...

La méme propriété existe évidemment pour tout point d'unc
conique conjuguée (circonserite} aux deux bilatéres; clle est
connue sous ke nom de propriété anfiermonique de qualre poinis
d’une conique ().

Si le centre du faisceau est un point quelconque du plan des
hilatéres, en réunissant en une seule les constantes 1, 2, ete., de
Pidentité B), on pourra metire celle-ci sous la forme :

(1).(2) - & (1).(2) + &7 (17). (2")=0,

c'est-d-dire :

Théorémd 11, S, d’un centre quelconque (pris dans le plan), on
méne des rayons sux sommets de lrois bilatéres conjugués enire
eux, il existe une relation linéaire entre les produils des sinus
des angles soutendus, en ce ecentre, par les couples respectifs de
citds des trods bilatéres,

Cet énoncé n’est, au fond, qu'une forme différente de la géné-
ralisation que nous avons donnée plus haut (n° 6) du théoréme
de Pappus, et de la formule générale 4) qui exprime linvolu-
tion {n" 8). -

40. Un autre procéde, tout intuitif également, permet d’éluablir
la constance du rapport anharmoniiue, et d’arriver, chemin faisant,
& un théoréme susceptible de la généralisation la plus compléte.

Nous I'appliquerons, eomme ci-dessus, au cas de trois hilatéres
conjugués entre eux.

En conservant la figure et les notations qui précédent, éevivons
simplement l'identité

140,22 = 1. 15.2,.2;,
(*} Cest I'exiension de ce procédé de recherche hien simple, & nos sys-

témes de plurilatéres conjugués & des courbes d'ordre supérieur, qui nous
a conduil & la ddeouverte du rapport anharmonigue du ne ordre.
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digones, en réunissant en une seuie les constantes qui entreront
dans Fidentité &), on pourra éerire celle-ci :

1.2 1.2 + B, 97 =0, eest-dedire -

Théoréme 11 Si lon coupe, par une transversale quelcongue, les
cotés de trois digones conjugués entre ewx, il existe une relation
tinéaire entre les produits des segments inlerceptés, sur cofte
transversale, par les couples respectifs dangles des trois digones,
énoncé qui ne diffore pas, dans le fond, de eeux des n» 6’ et &',

10'. Eecrivons Pidentité
(1) - {12 (2) (2) = {10) . (43) . (23) . (2),

et transformons-la dans les suivantes :

(190001 ()22 @).(1).1 (1).(%).2
1

¥ 9 2
) (217 (1) (2. 27
ifv' 2”

Ces égalités peuvent g'énoncer :
Theovéme 111, Dans le cas de trois digones Conjugues entre eux,
3
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et translormons-la dans les suivantes :

1.05.(0) 2.5(@)  2.00) 15:2%.2) .20 14.2.27)
(1) @ m (2) (1) (2")
Chaeun des numérateurs, tels que 1.1, (1") représente le

double de Taire du triangle gui a son sommet au centre du

faiseeau, et pour hase le e6té 1°; nous pourrens donc énoncer le
théoréme :

Théeréme HI. Dans le cas de trois bilatéres conjugués enfre
ewx, dont les quatre sommels sont joinls ¢ wn cendre quelcongue,
si Con forme le produil des aires des dewx triangles qui ont lewr
sommel en ce cenlre, el pour bases respectives les cotés de chague
bilatére, el gieon divise ce produit par celui des sinus des angles
aw centre de chacun de eces trinngles, le quotient obtenu stha
constant pour chacun des frois bilaidres.

Mais si nous exprimons les aires de ces triangles au moyen
du produit de la base par la hauteur, les égalités préeédentes
s'écrironl :

A A 1.4, 2.4, 1080 2".d

2

) (2) @ un (@Y

Si le centre du faiscean csl un point du lieu qui a pour
équation

By By 188 = O

;

et qui est, en géndral, une conique conjuguée aux deux bilatéres,

on aura done
hd 1Y (1))

— Ja—

Tk 1.2 [

comme nous venons de le voir,

21. Au lieu de rechercher fa signification géométrique de
I'éguation
fdy— =0 . . . . . . . . 0

ar la méthode dun® 9, si nous exprimons les distances J,... de la
1
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dont les qualre cotés sont coupes par une droile quelcongque, si
Pon forme le produit des quotaires (*) des deux triangles qui
ont leurs buses sur cetle droile, et pour sommels respectifs coux
de chaque digone, et quon divise ce produit par celui des bases
de chacun de ces triangles, le quotient obtenw sere constant pour
chaque digone,

Mais on a évidemment
('l',).(l;).’l’ :('I').m'l,

Substituant dans les égalités préeédentes, on obtient :

(1) (@)m _ ()om (om _ ()e) (@)

1’

" = - B =

1%

1 9 1" W

Si ln transversale est une droite du lieu gui a peur équation
Cy= wmy — Jogmp — 0,

¢'est-d-dire si elle est tangente & une conique conjuguée aux deux
digones, on aura done
sow (1)(2) 1.2

o (@) 12

comme nous venons de le voir.

a1, Au lieu de rechereher la signification géométrique de
I'équation

Cy== o5y Ty — ).m’.!:s; = {}

.60

(" Voir les Préliminaires,
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maniére dont nous Pavons fait en suivani la corrélative de celle-ci,

nous arriverons & une nouvelle propriéié assez remarquable.
Eerivons done

IR RCERIEA _2.(21)(22;)
' ) ) R
o .11 (143 o 2(22)(2%)
1—T9 2 (2,) 2

et substituons ces valeurs dans 1'dguation précédente, nous

obtiendrons :
(11-(12).21).22) 1.2 (1.2

(1) (1).(22).2%) 172 1).(2)

4

Or, en comparant cette valeur a celle gue nous venons de
trouver
L2 (1))

2 (@)’

o (M. {12y .21) . (22)

nous en déduirons

c'esi-d-dire, si nous nous rappelons Ia signification générale de
I'équation 6) : -

Théoréme IV. 87 une conigue est conjuguée (circonserite) & deux
bilatéres, et qilon joigne les somnets de ceum-ci & un point guel-
conque de la condque, le rapport des produits des sinus des angles
complés, dans le premier bilutére, depuis les cotés de celui-ci
Jusqu'aw rayons aboutissant d leurs extrémités, & cewx des sinus
des angles, complés de méme dans le second, est constant.

En combinant ce théoréme avec le eorvélatif de celui de
Carnot, on arrivera & unc expression tellement simple de I'un et
de I'autre, qu'elle sera tout a fait intuitive dans le eas du cercle;
el ¢’esl pour cette raison, peut-éire, quon ne I'a pas remarquoée,

22. Les propriétés que nous venons d’énoncer, étaient toutes
connues, & l'exception des derniers théorémes; leur mode seul
de 1émonsiration nous est quelquefois propre,
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par la méthode précédente, qui est de tout point la corrélative
de celle du n® 97, si nous egprimons les distances = ... en fonetion
des aires des triangles 1/12], ..., nous arriverons 4 une nouvelle
propriété assez remarquable.

Ecrivons done

11;.12;. (1) 29;. 21} (2)
m =, by == —————
1 2
CUATL) 29919, ()
iy = = w—;

,ll M ) 2!

et substituons ces valeurs dans l'équation précédente, nous

obtiendrons :
5 .192, . 215 .22, (1).{2) 1.2

A== . et
Ul 11522, 2%, (1), (@) " 1.2

[y

Or, en comparant celte valeur & celle que nous venons
d'obtenir
.2y 1.2
(M. (@ 1.2’
nous en déduirons
7'1'1} A2, 0245 .29

TG - 22,99,

2

c'esl-d-dire si nous nous rappelons la signification générale de
I'équation 6')

Théoréme IV, 8i une conique est conjugude (inscrite) @ deusx
digones, et qu’on coupe les colés de ceux-ci par une longente quel-
congque a la conique, le rapport des produils des cotés du premier
digone, comptés depuis les sommets de celui-ci jusqu’a cetle tan-
gente, ¢ ceux des edles du second, compiés de méme, est consiant,

En combinant ce théoréme avec celui de Carnot, on arrivera
4 une expression plus simple de 'on et de Tautre; et cette der-
niére cxpression, transformée en sa corrélative, deviendra tout 3
fait intuitive, dans le cas du eercle.

B2/, Démontrons ie théoréme de Brianchon comme nous
avons démontré eelui de Paseal.
Soit un (rigone m mzms, et Fun de ses conjugués par rapport &
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Celles dont nous allons nous ocecuper étant neuves, nous los
(raiterons pour les coniques en général, '

Commencons par démontrer de la maniére Ia plus simple,
pensons-neus, le théoréme do Paseal,

Soit un trilatére 919535, el I'un de ses conjugués, par rappor
2 une conique Cq, 999,9;, e qui forme un hexagone inserit
dy...dg. Appelons Jp par la droite de jonetion des infersections de
d5 avee 9, et de J; avec 9.

0195 et 9,9, seront deny hilatéres conjuguds a la conique ;
Péquation de celle-ci sera done

Com=d\dy, — 358, — 0,

Ei de méme

Co==4dd, — 8.4, == Q.
En multipliant en croix ces deuy dqualtions, nous aurons
RV, ) dyfydy =0,

Or, le premier membre renferme fe facteur Cy; il doit done
renfermer en outre un factenr linéajre A, en sorte que

VI — = A =—0; . 7)

L, conmme les intersections de dyavees, ¢t J;, de d5avee J, el 4,
de Jy avec 3, el g sont sur Iy eonitque C,, les autres, savoir eelleg
de dy avec d,, de dy avee J,, de dy avee dy, sont sur Iy droite A,
eqld. ,

Cette méme forme d'équation conduit auss trés-aisément auy
théorémes sur les poinis et les droites de Steiner,

Elle dévoile, en ourre, lorsque Ia conique se réduit 4 un
bilatére, lexistence de trogs bilatires conguguds entre eux, r'est-d-
dire tels que chaque eéts de Pup passe par trois points dinter-
scetion des cotés des deuy autyes, Léquation 6) devient en effet,
dans cc cas :

MOy — 2y = A A AT — . S8



(50

une conique Cq, @amymg, ce qui forme un hexagone circonserit
mymg Appelons =, le point d'intersection des jonetions de o
avee o, et de »g avee =y,

w0 wamg seront deux digones eonjugués a la conigue;
I'dquation de celle-ei sera done

Co=mm; — ioremg.
¥t de méme
(. = oymg — 2 gy,
En multipliant en croix ces deux équations, nous aurons

) wgmamy — dwgmpry = 0L

Or, le premier membre renferme le facteur G, ; il doit done,
en outre, renfermer un facieur linéaire 11, en sorle que

4o ammgE= e =20 . . . . L T

L
3y

et, comnme les jonetions de @y avee s, ¢t my, d¢ w3 AVEC o, CL wy,
de «y avee =, ot =, soni tangentes & la conique G,, les autres,
savoir celles de = avee my, de =y avee =y, de oy avec =y, concou-
reat au point I, eqfd. _

Cette méme forme d’équation conduit aux théorémes. sur les
points et les droites de Sieiner.

Elle dévoile, cn outre, Pexistence de trofs trigones confugués
entre eux, c'est-d-dire tels que ehaque sommet de 'un est le
concours de trois droites de jonction des sommets des deux
autres, L'équation 7") devient, en effet, dans le cas ot la conique
se réduit & un digone I 117

J.}z:rlrs.;[:r..,- —= dmgmgy = 1. n.n" =o, . . . . 8')

Enfin, on trouverait dec méme des théorémes tels que le suivant:
Dans un octogone circonscrit d une conique, les jonclions des
somimels non adjacents sont tengenles & une oubre conique.
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Enfin, des modes de démonsiration tout & fait analogues
conduiraient 4 des théorémes (cls que le suivant :

Dans un octogone inscrit ¢ une conique, les cotés non adjacents
se coupent sur une auire conique (*).

£ 2bis, Considérons 1'équation

gui est évidemment celle d*une conique.

Il est facile de prouver que d,, 4,, J; sont les cotés d'un triangle inscrit  la
eourbe; el que ceux du triangle circonserit & celle-ci, pav les sommels du premier,
sond rcspecr.lvementi -+ I =0, ele.

Bn effe, Yéquation pr ecedseule peut s'écrire

(@,6y + ad,) 0y -+ 8, Tg 0
ou
AAY - ad =0

ce qui est I'dquation d'une conique rapportée aux hilaléres conjugués 4,4,
el dyAy; il en résulte, 1° que J, et J, se coupent sur la courbe; 80 que A] esl
langente en ce point d'intersection de &, et de d,, puisque les deux points de ren-
contre de A}, avec la courbe se confondent en ce point.

De ces relations on dédnit trés-simplement fe théoréme de Carxor.

Mais il en résulte, de plus, que Péquation dc la conique, rapporiée a ces deux
riangles, inseril et circonscrit, pourra s'éerire

20, = A0, A 1 AdyAL ++ Agdia) = 0.

Cette forme symeétrique d'dguation devait conduive i une propriété fort simple
de ces triangles ; la voici en effel ;

Theoréme V. i, par trois points pris sur une conique, on lul inscrit el
circonseril un Irigngle, une transversale quelcongue coupe les e61es de cos deua
triangles en frois couples de points en EVOLUTION.

Dimonsrration, Sil'on désigne les points d'intersection de la transversale, avec
la covique, par 00°; avec les cOlés des deux triangles, par 1,2, 3,1, 2 &, on
sail, par le théoréme Desargues, que 00" est en involution avec 21 el 33, 13 el 29",
32 el 11'; éerivant les relations qui expriment ces involutions, et les multipliant
membre & meémbre, on trouvera

122551 = 1"9 2'3.51,

{*) Yoir F. G. 8. C., p. 58, 061 se {rouve I'dnonce, tout & fait général, du théoreme
analogue pour les courhes du ne erdre.
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relation identique, au signe prés, avec celle qni exprime l'involution des trois
couples de points 11, 22| 33, et que nous avons appelée EvoLurion de ces trois
couples {*}.

Nous verrons que cetie méme propri¢ié se rencontre également, sous une forme
absolument identique, dans les courbes supérieures.

Il est fort aisé de mettre la relation précédente sous une forme telle qu'elle
exprime I'égalité de deuy rapporis anharmoniques, par exemple :

[11°25") == - [V423],

et ainsi de suite ; en sorte que Vévolution des trois couples de poinis signifie que
ces trois couples sond tels que le rapport anharmonique 42 quatre poinis, pris
dans les trois couples, est dgal el de signe coniraire & celui de leurs cOnjuguds.

I est aisé de trouver de méme, pour I'hexagone inseril, Ja propridté correspon—
dante & eelle de Pévolution (**).

Les propriélés corrélatives sont lellement aisées i formuler et i démontrer,
gue nous nous hornerons & I’énoneéd du corrélatif du théoréme V ;

Théoréme V. Si, par trois points pris sur une conique, on lui inscrit of
circonscril un triangle, ef qu'on joigne les sommels de ces deuw triangles d un
ceitre quelcongue, on forme un faisceais en EVOLUTION.

(") Bulletin de U Académie roy. de Belgique, 2° serie, t. XLAI, p. 00,
(") Ibid., t. XLV, p. 193,
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§ IV. FAISCEAU DE TRILATRRES ".
3. L'identité 8) n* 12, ou
Gidyds - K0y Pels 4 Ka308 =0 e 1)

exprime, comme nous I'avons vu, que les trois trilatéres qui y
entrent sont conjugués entre eux; et Pon y lit immédiatement
I'énoneé suivant :

Théoréme V1. Extension ou tukorine e Paveus. Si trods trila-
léres sont conjugués entre eux, les produits des distances d’un
point quelconque de Pun d’entre eum, aux ¢ités des devx antres,
sont analogiques;

et, plus généralement encore :

1t existe une velation linéaire entve les produits des distances
d'un point quelcongue (du plany auwx ternes respectifs de cotes de
trois trilateres congugués entre ewzx.

Ce dernier énoncé revétira une autre forme au n° 19,

14. Unc autre interpréfation de la méme identitd nous con-
duira immédiatement a Pexfension du
théoréme de Drsaraues.

En suivant absolument la méme
marche qu'au n® 7, et conservant les
mémes notations, nous aurons, pour

. chacun des points 17, 27, 3" d'inter-
seetion ’une transversale queleongue,
avee les cotés de méme nom du troi-
siéme (rilatére, la relation

Fig. 5. didvdy — Adidyd; == 0,

L]
—

{7} Les extensions des théorémes de Pappus, de Desargues ct de Paseal,
par lesquelles eommence ce paragraphe, ont été denudes, peur la premitre
fois, dansnos F. G. 8, C., PP- 20 et suiv., oi nous en avons fail directement
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§ 1V De tricoxes (*).
33", L'identité 8') n° 12, ou
mwgms - R mmy +~ K eme =0 0 0 19

exprime que les trois trigones quiy entrent sont conjugueés entre
cux; et on y lit Pénoncé suivant :

Théoréme VI'. EXTENSION DU THEOREME CORRELATIF DE CELUI DE
Parpus. 8t trois trigones sont conjugués entre euw, les produils
des distances d’ine droite quelcongue (possant par un somamnet)
de Pun d'enire eux, cux sommels des dewx awlres, sonl analo-
gigues ;

et, plus généralement :

Il existe une velation finéuive entre les produils des distances
d’une droite quelcongue (du plan) aux ternes vespectifs de som-
mels de trois trigones confuguds enlre ez,

Ce dernier énoncé revélira une aulre forme an n® 19",

14'. Passons au théoréme corrélatif de celui de Desargues, ct
suivons, pour cela, absolument la méme
marche gu'au n° 7', ¢n conservant les
mémes notations.

Nous aurons, pour chacune des droites
1", 27, 3" de jonetion d'un centre quel-
conque (dans le plan)} avec les sommets
de méme nom du trigone, la relation sui-
vante, qui se tire de 'identité 17 :

Fig. 6.

mEm, — amgmems, =03 . . 27

(") La note du ne £3 est applicable & 'extension des théorémes corréla-
tifs de ceux de Pappus el de Desargues, et a celle da théoréme de Brianchon,
aux ecurbes de la troisicme classe; voir F. G. 8. €., pp. 42 et suiv,

La figure des trois trigones peut se constraire & laide du théoréme suivant:

Théoréme. SiPor joint, par des droites, les sommets d’un lrigone & deux
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et, comme dans ce méme n® 7, pour le point 1"

G==11".(1); 6=20"(2); &=751"(3);
G=A"1" ()5 &=21"(2); &= 51" (3);

valeurs qui, substituées dans la relation 2), donnent :
207507, (1) (2). (8) = 147, 207517, (1) (2) . (5).

Pour les points 2" et 3”, il suffira évidemment de changer,
’ o
dans cette relation, 1" en 27 et en 3",
La comparaison de ces trois ¢galités enire elles conduira aux

suivantes ;
117, 24" 351"
147 o 50 _'[ :L”R[ :L_,,'

ol le second et le troisiéme membre ne sont autre chose que le
premier lui-méme, dans lequel on a 4 remplacer 1" par 2" et
par 3",

Elles expriment le théoréme

Théoréme Vil. Extension bu THEOREME DE Disargugs, Dans un
systeme de trois trilatéres conjugués entre eux, une transversale
quelconque renconire les cotés de ces trilatéres en Irois ternes de
Points qui sont en involution.

8. On trouve une expression plus générale de cette involu-
tion, analogue A celle que M. P. Serret a donnée pour le second
ordre, en procédant comme nous Pavons fait au n° 8.

Papplication aux eourbes du troisiéme ordre, ce qui nous dispensera de la
faire ici.

La figure des irois trilatéres peut se construire § Faide dn théoréme
suivant :

Théeréme. $i von coupe un tritative par deus sécantes, et qwon joigne
deww & deus ks points d*intersection da celles-¢i avee ses cdlés par frofs transver-
swles (qui ne passent pas, denx & dewx, par Pun de ces poinis), les traisidmes
inlerseciions de ces dernidres avee le fritaldre sont collimuntes.
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et, conune dans ce méme n° 7, pour Ia droite 1"

m=(1") A} == (2").2; == (31").5;

o= (14" 45w = (217). 2 b= (3'1").5"
valeurs qui, substituées dans la velation 2'), donneront
(147, (207 . (317) . 1.2 . 3 =2 (117) .(2177) . (317) 7. 9 5,

Pour les droites 27 et 3”, il suffira de changer, dans cetie rela-
tion, 1" en 2" ¢t en 3", ‘
La eomparaison dc ces trois égalités entre elles conduira aux

eoramer =L L=l 1.

elles expriment le théoréme :

Théoréme VII'. ExTension pu CORRELATIF DU THROREME pE Du-
sARGuEs. Dans un systeme de {rois trigones conjugués entre eux,
st Uon joint lewurs sommets ¢ un centre quelcongue (du plan) par
des dyoites, ces trois ternes de droiles sont en involution.

silivantes :

15'. On trouve une expression plus générale de cette involu-
tion, en procédant comme nous I'avons fait au n® §'.
Celte expression, mise sous forme symbolique, est

(X~ Xy (X —Xg) (X — Xg)=0.

points (du plan), et qw’on prene trois points dinlersection de ces droiles dewn
& deuw (de manitre qwil 2y en ait pus deux sur Pune de ces droiles), les troi-
sighies fonclions de ces points aves Ie trigone soni concourantes. {Voir ibid.)
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Cette expression, mise sous forme symbolique, est

Dl —wpn T,y =0 (4.

8. On déduirait immédiatement, de nolre extension dy tléo-
reme de Desargues, celle quc¢ nous avons donnde au théorame
de Pascal, pour une courbe du troisiéme ordre en général (**), ef
qui s’énonce dans les termes suivants, si cette eourhe est rem-
Placée par un trilatére :

Théoréme VIIL. Exrension by THEOREME DE Pascar. Daps 1)
systéme de deys quadrilatéres CONJugues @ un trilatére, les inter.
sections des cotds Opposés sont collimantes,

L’expression analytique Ia plus simple de ce théoréme est,
std' a0y, 97, J; sont les premiers membres (eg équations des
deux quadrilatéres conjugués au irilatére 010905 =0 ;

T diidl 0 = hasgA, . .. 5

expression dans laguelle on découvre V'existence de (rojs quadpi-
latéres conjugués cnyre eux. (Voir fig. 7.)

Renswoue. De meme qu’une forme d’équation semblable (n°19)
conduit trés-aisément auy propriéiés des points et des droites de
Steiner, de méme I'éude de Téquation précédente, appliquée aux
différenis sysiémes de quadrilatéres conjugués inscrits & un
méme trilatére (ou & une méme courhe du troisiéme ordre), au
moyen de la eonstruction rappelée dans les deax notes vi-dessus,
conduirait bien cerlainement i deg propriétés analogues.

Nous n'avons pas le loisir (entreprendre cette rechorche, of
nous appelons sur elle Pagtention des jeunes géomarres, H nous
parait superflu de répéter cegie remarque 4 Poceasion des formes
analogues que nous trouverons dans les ordreg supérieurs, Nous
0’y reviendrons done pas.

() Voir & ce sujet Io Bulletin de 14 eaddmie, 2 gy, 1, XLY, p. 159,
(") Pour 1a construction de la-figure, et In démonstration gy théoréme,
voir F. G. 8. ¢, pp- 22 et 25,
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1@'. Du théoréme qui précede, on déduirait immédiatement
Pextension de eelui de Brianchon, gue nous avons donnée pour
une courbe de la troisiéme classe en général (), et qui s'énonce
dans les termes suivants, si cette courbe est remplacée par un
trigone ;

Théoréme VIIV. EXTENSION DU THEOREME DE Briancron. Dans un
systéme de dewx télragones conjuqués ¢ un lrigone, les jonctions
des somimels opposés sont conconrantes.

L'expression la plus simplc de ce théoréme est

; v
m,...mi_Rsl...w‘,———“_km,wﬂmﬁ.ﬂ, -

expression dans laquelle on découvre Iexistence de (rois (étra-
gones conjugués entre eux.

("} Voir F. 6. 8. G, p. 44,
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17. Enfin, de ce que les intersections des couples de eolés
opposts de deux quadrilatéres conjugnés (inscrits) & un méme
trilatére (ou 4 une eourbe au troisiéme ordre), sont collimantes,
on peut conclure immédiatement ee corollajre *):

Théoréme IX. 87 Eon combine trois ¢ trois, dans un ordre quel-
congue, les couples de cotés opposés de deux quadrilatéres conju-
gués (inscrits) & un méme frilatore (ou & une méme courbe du
troisiéme ordre), on obtient un hexagone inserit ¢ une conigue ;
et 'on peut conclure de 14, en appliquant notre extension du
théoréme de Pascal, oy I'équation 3), aux courbes du troisiéme
ordre en général, Gy, que, de I'identité

T di—d) Oy =G, p, . . 4)
o peut déduire ies sujvantes :

9103y — 2.0,95dy = Gy A
31dady — 30009500 == ECY LA
Tidady — 1Ay = ECYA;
Tid5dy — dedidy = kCr A

ee qui constitue, en soi, un théoréme d’analyse pure assez curieu.
Il serait trés-intéressant de rechercher les propriétés des
quatre coniques Gy ... G, qui résultent de ces combinaisons.

18. En généralisant la forme d*équation &), on arrive A Ia suj-

vanfe
S & =207 L 8 = kd8d, . Gy,

dans laquelle on it I'énoneg

Théoréme X. Dans un systéme de dewx n lntéres conjugués
(¥nserits) & wn trilatére (ou ¢ une courbe du troisiéme ordre), les
couples de eotés non adjacents se coupent en n(n— 3) points situds
sur une courbe d’ordre n— 3,

(*) Bulletin de VAcadémie royale de Belgique, 2¢ série, t, XLIV, p- 191,
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17", Lnfin, de ce que les jonctions des couples de sommets
opposés de deux téiragones conjugués A un méme (rigone (ou &
une courbe de la troisiéme classe) sont concourantes, on peut con-
clure immédiatement ce corollaire :

Théoréme IX'. Si Pon combine trois a trods, dans wn ordre: quel-
congue, les couples de sommels opposés de dewx tétragones congu-
gués a un méme trigone (ou ¢ une courbe de la troisiéme classe),
on obtient un hexagone circonserit & une conigue.

18'. Par la méme forme d’équation que eelle donnée au n° 19,
on démontrerail ee théordme :

Théoréme X'. Dans un systéme de deux n gones conjugués a
un lrigone (ou & une courbe de la troisiéme classe), les jonetions
des couples de sommels non adjacents, au nombre de n (n —3),
enveloppent une courbe de classe n — 3.
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19. Nous allons suivre maintenant, dans l'étude des trilatéres
conjugués, la méme voio qui, dans 'étude des hilatéres, nous a
conduit dircctement au rapport anharmonigue.

Partons de Videntité

N = adg — 3% . o o o o D)

Joignons, & un centre (uelconque, les sommets des trilatéres
1,92, 5e 1, 2,3, sommels qui sont, pour chacun des cGtés
d’un trilatére, ses intersections avee deus des trpis cotée de
Fautre, & choisir arbitrairement, pourvu qu'ils déterminent con-
plétement les trilatcres.

Nous choisirons, pour ces sommets, les points

: , oy ,
2y, 315 Fes 155 45, 2,

qui sonl les intersections respectives des cotes 2 et 1, 3’ et 1, ele.
Conservons ces meémes notations pour représenter les rayens
qui aboulissent & ces extrémités; nommons 2,3, 1,15 ete. les
longuneurs des cdtés 1, 1', cte., comprises entre ces extrémités;
nous aurons, comme au n° 9, en rapportant Ies distances 9y, ete.,
an centre eonsidéré :
2.5, (23)
23

| ==

expressiofi qUe NOUS représenterons simplement par
8 = 32;5’,} = [512” ;
nous aurons de méme :

h={3dils & = 1%
F= (a6 = {%A}; di= {35,
7= {5} o= {15 &= {2}

Substitnant ces valeurs, développées, dans identité B), et
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19", Recherchons le rapport anharmonique du troisiéme ordre

dans l'identité
mmyE, = W T — ATymam .

Coupons, par une transversale quelconque, les célés des iri-
gones 1, 2, 3 ct 1', 2, 5, cbtés qui sont, pour chacun des som-
mets d'un trigone, ses jonctions avec deux des trois sommets de
Fautre, & choisir arbitrairement, pourvu qu'ils déterminent entieé-
rement les trigones.

Nous choisivons, pour ces cotés, les droites 2,3 ; 3,,1,;1.,2.,
qui sont les jonetions respectives des sommets 2" et 1, 3' et 1, ete.

Conservons ces mémes notations pour représenter les inter-
sections de ces ediés avee la transversale; nous aurons, en rap-
portant les distances =, ... & celle-ci :

L RL@).6) w09 1% (13).(2)
s B R T R
By RN, 55.(5).(5)
ST N R A
LORZ(0.@) L MR350 L 2(2).(0)
T e T T amy T T ey

expressions dans lesquelles les dénominateurs, tels que (2/3!)
ou (1;1;), représentent les sinus des angles 2/ 13 ou 1/1'17, eic.
ou bhien des angles 1 ou {', ete,

Substituées dans lidentité précédente, clies donnent, aprés
réduction :

3

302 . 1.5 . 2d; 215; 74 PR 49 , 1215 - 2:2, . 3,3,
(3:2)- (1350, (3i3) (230 (el (132)  (1413)- (32 . (5,5)

Comme les dénominatenrs sont des quantités constantes, quelle
que soit la transversale choisie, nous pourrons éerire :

25 3ale . 1325 — 21015 249) . 3\5) = k525 5115 . 2d;.

Or les facteurs, qui entrent dens ces expressions, sont les
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supprimant les facteurs 2|, 5, 3, 1,, 1, 2;, qui seront com-
muns 4 tous les ermes, nous trouverons

B G (1) () (35 ;(5.;%')(1;7.; @)

9{5{ . r)‘g' 2 . 1;25 l lg . 2521 . 5;-’)’; 09_1 1551 + 2 ;a

si nous remarquons que les dénominations sont des guantilds
constantes, quelque soit le centre choisi, nous pourrons éerire
plus simplement :

(215:) (5413) [1:25) — 2 (134) (2323} (33:) = B . (3:2) (5¢ 1) ().

Or, les différents facteurs, qui entrent dans ces expressions,
sont les sinus des angles soutendus, au centre du faisceau, par
les cotés 1,2, 3; 1,2, 3317, 27, 3", qui sont limités respec-
tivement par 2/, 3/; 3, 15 1, 9' 2,3;%, 1:1,2; de sorte que
la relation précédente s'éerira

(). (). (3) — ¥ (1).(2) - (5)
et pourra s’énoncer :

Théoréme X1 S, d'un centre quelcongque (pris dans le plan) on
méne les rayons aux SOMMELs () de trois trilatéres conjugues
enlre ewx, il existe une relation linéwire entre les produils des
sinus des angles soutendus, en ce centre, par les ternes respeetifs
de cbtés des trois trilatéres, énoned qui ne différe pas, dans le
fond, ni de notre extension générale du théoréme de Pappus
(n° 14), vt de zselle du théoréme de Desargues (n° 16).

I

CNCONCEE

20. Sile centre du faiseeau est un point du troisiéme tilatére,
le second membre des identités précédentes est nul, et Von aura,

par stite : . .
r2l5 (1).(2).(3)_ (B (E ()
V2.5 (1.2 060 (4215)(952_;)(; 53
Cette derniére égalité peut s'éerire
(25 (3u4) (1:%8)
(E! 2213 (3150) (12{ )

(*) V. plus haut la définitien de ees somameals.
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segments interceptés, sur la transversale, par les angles 1,2,53;
1,9, 317,27, 3, dont les cotés sont déterminés, respective-
ment, par les sommets 2, 3'; 3, 1517, 232, 3; 3, 151, 2; de
sorte que la relation préeédente pourra s'écrire

1.2.53 —21'. 2.5 =k1".2".3",

et s'énonecr :

Théoréme XI'. Si Uon miéne wne droite quelcongue dans le plan
de trois trigones conjugues entre cux, i existe une relulion
linéaire entre les produits des segments interceplés, sur ceffe
droite, prr les lernes respectifs d’angles des Irois trigones,
énoned qui n'est qu'une autre forme de ecux que nous avons
trouvés commie extension des corrélatifs des théorémes de Pap-
pus, n° 14/, et de Desargucs, n° 16",

20'. Si la transversale passe par I'un des sommels du digone
LI

5w, m s chacun des membres de lidentité sera nul, et, par suile :

). (5 _1.2.3 255142
N.(2). () 1.2.5  %2.55. 1]

On reconnait dans le second membre le rapport anharmonique
des six points de [a transversale; et I'on peut, par conséquent,
énoncer ce théoréme fondamental :

Theoréme X1V, Si Pon mene une droite quelconque par Pun des
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et l'on voit alors que le dénominateur se tire du pumérateur en
faisant simplement passer au premier rang Ta derniére figure de
celui-ci.

Or, c'est ainsi que se forme (n°5") e rapport anharmonique
connu jusqu'ad ce jour, et dont chaque terme est composé de
denx facteurs, ou le rapport anharmonique du second ordre.

L'identité de marehe et de résultat entre I'exposition actuelie,
relative aux trilatéres conjugués, et celle du n° 9, relative aux
bilatéres conjugués, monire A I'évidence que nous avons affaire
fei & un rapport anharmonique supériear; nous I'appellerons
RAPPORT ANHARNONIQUE DU TROISIEME ORDRE (*); el nous pourrons
énoncer ce théoréme fondamental :

Théoréme XII. Si Lon joint un point quelcongue d’un trilatére
aux sommets (") de deux trilutéres conguguds au premier, le
rapport anharmonique du faisceau ainsi formé est constant;

et 'on peut ajouter que :

Ce rapport est égal ¢ celui des segments inlerceples, entre les
rayons, sur une transversale quelconque.

Cette derniére propriété, presque intuiiive, se vérifie, du
reste, trés-aisément.

Désignons, par 2/ ete. los Fayons menés aux points 2; ete.;
par (2,) ete. les sinus des angles compris entre la transversale et
ces rayons; par 2.3, la distance entre les extrémitéds de I trans.
versale, comptées sur les rayons 2| et 31, €le., nous aurons

=2 23 sy B g
(BB = (@) 55 Bili) o= (3) 5.5 (132 — (1 22,
1 2

oo B2 Tt R EF
(B2)=(2) 5 (3i53) = (33 "t (1) = gy 1203,
2. 3 1,

De la se tire immédiatement Ia propriété cherchée.

{*) Voir au Bullefin les raisons pour lesquelles nous avens adopté cette
dénomination. Bulletin de PAcaddémie, 2 sirie, t. XLIV, p. 469; et Re-
cherches de géom. sup,

("'} Voir plus haut comment nous avons définj ces somme!.s; on pourrait
prendre pour tels les intersections d'un cdté avee ceux de noms contraires.
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somanels d'un trigone, clle rencontre les cotés (*) de deva trigones,
conjugués au premier, en six points dont le rapport anharmonique
est constant;

el I'on peut ajouter que

Ce rapport est égal @ celui du fuisceaw formé par la jonction
de ces points & un cenlre quelconque.

Cette derniére propriété sc vérifierait comme nous Uavons fail
pour sa corrélative,

Remarue cavirane. Le théoréme précédent est applicable
Cgalement au cas ot 'un des trigones serait remplacé par une
courhe de la troisiéme classe, & laguelle les deux autres seraient
conjugués, et s'énonce alors

Théovéme XIN'. Une langente quelcongue @ une courbe de la
troisiéme classe rencontre les colés de deux trigones, CORFUGUES ¢
celle courbe, en six points dont le rapport anharmonique est con-
stant.

Cette propriété de six tangentes & une courbe de ia troisiéme
classe est 'extension de 2 propriété anharmonique de quatre ton-
gentes @ une conique.

{") Yoir plus haut la délinition de ces cotes,



e ( 56 )

Remarour carirace. Le théoréme qui préeéde st eneore
applicable au cas oi le premier wilatére serait remplacd par une
courbe quelconque du troisiéme ordre, 2 laguelle les deux autres
irilatéres seraient conjugués. Inutile de sarréter 4 In démonstra-
tion, qui se fonde sur Pidentité de forme des équations du pre-
mier trilatére ct de la eourbe, si on les rapporte & un systéme de
trilatéres conjugués (*).

Nous aurons ainsi le théoréme général :

Théoréme Xl i lon joint un point quelconque d’une courbe
du troisicme ordre aux sommels de dewx Uilaléres conjugués i
ceite courbe, le rapport anharmonique du faiscoau ainsi forme
est constand.

Ce, théoréme cst lextension de celui qui est conuu sous le
nom de propriélé anharmonigue de quatre points d’une conigque.

28. Avant dc? procéder & une dtude, tout a fait sommaire
eependant, du rapport anharmonique du troisiéme ordre, cher-
chons & le découvrir de nouveau par le proeédé que nous avons
suivi au n° 14,

fin désignant par 2i ete. les rayons qui joignent les sommets
2, ete. & un centre qucleonque, par (1) ete. les sinus des angles
soutendus, en ce cenlre, par les edtés 1, ete., nous pourrons écrire
identiquement :

%.3,.(1) 5152 15.2.(5) 101 %.2,.(2) 3.3 (5)

(1) (2) (3) (1) (2) ()

) 15.3,1.(27) 2,.4;.(57)
. v 3
@) T

et énoncer, comme au 1° 10, le théoréme :

Théoréme XIV. Dans le cas deltrois trilatéres conjugués entres
eux, dont les sommets () sont joinds ¢ un centre quelconque, si
Lon forme le produit des aires des trois triangles qui ond lewrs

() F.G.8. G, p L. ‘
("} Ces sommets sont définis plus haut {voir la nole précédente).
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21’. Eerivons identiquement

(). (501 (). (.2 (43).(2).5
1 2 B
_ )19 (2. (2.2 (3). (5.5
T 2 5
()21 (1) (3.2 (2. (13).5"
- 4.'! ;2,'1 5” .

Ces ¢galités nous permetiront d’énencer ee théoréme :

Théovéme XIV'. Dans le cus de {rois Irigones confuguds enire
eux, dont les colés (%) sont coupés par une droite quelconque, si
Pon forme le produil des quotaives des triangles qui ont leurs
bases sur cette droite, et pour angles adjacents respeclifs ceux
que celle-ci faif avec ces mémes colés, el gu’on divise ce produil
par celut des bases, le quolient obienu sere constant pour chaque
trigane.

Mais on a :
@25.6). 1 ={1).s, ce.

(*) Vuir plus haut la définition de ecs cdeds,
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soimnels en ce cenére, el pour bases respeclives les cotes de chague
trilatére, el qw’on divise ce produil par celui des sinus des angles
formés au sommel de chacun de ces lriangles, le quotient obtenu
serg conslunt powr chacun des trois trilatéres.

Mais si nous exprimons les aires de ces triangles au moyen du
produit de la base par la hauteur, et que nous désignions, pour
abréger, les cotés qui servent de base par 1, ete., les égalités
précédentes s'éeriront :

1.4, 2.8 5.0 1.9 2.4 F.q 4" 20 54

Mm@ e 0@ e 1) @y @)

8i le centre du faiseeau est pris en un point de lieu qui a
pour éguation
Cs == ddyd; — 14005 = 0,

(que ce lieu soit un trilatére ou une courbe du troisiéme ordre),
on aura done

_ddd .25 (1) (2) (3)

Tams 1.2.3 (1)(@)@3)

Iy

ce qui nous rameéne a la propriété anharmonique irouvée plus
haut.

22. Si nous recherchons la signification de 1'équation
Ciz=diddy — M6 —0 . . . . . . 1)

par la méthode du n° 11, nous pourrons écrive

_ QE,_ (12y) 7(175H _ 315 . (23,) (213) g 1325 . {(31;) (325
’ (2:5)) * (3:13) ’ (1325)
, S AN @) (@) 513..(8'3)) (3'B4)
9= L] 'j‘z = ’j‘ﬁ —_—— L
(1513) (2:2) (3:133)
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Ces valeurs, substituées dans les égalités précédentes, donnent

(1).m @)oo B)os _ (1o (@) (5)ms _(17)8] (7)o (3.8

1 3 g 9! 5 vr e 3

Si la transversaie est tangente au lien (ui a pour équstion
Gy = omyw; — doymywy = 0,

(que ce liea soit un trigone ou une courbe de la troisiéme classe),
on aura donc

s (1).(2).(3) 1.2.5

o (1) -(2) . (3) 4.2.5

ce que nous rameéne i la propriété anharmonigue trouvée plus
haut.

22/. Si nous recherchons la signification de I'équation
G=omm — lemm=0. . . . . . 79
par la méthode du n° 11’, nous pourrons écrire :

12,.13,.(213})
B 23,

23,21} (3;43)
VO 22220 (22)

.
W e e———— @

1315 o 242,

315.32,.(132))

o ’

oy
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Substituons ces valeurs dans léquation précédente, nous
obtiendrons :

_(12).(15)).(25y) . (213). (513) +(325) 2451.3,15.1;2; . QEE’)(E“?‘L(S_‘S_*)
(I (2 %).(2'2)).(3'5,).(5'5s) 1115.2,2,. 5.5, (2:5).(3:13).(1:2;)
ou -

(12)). (131} . (25,) . (213). (313). (52)) i.2.5 (1).2). 5’)‘
(142).(145).(2'%). (2'9).(5'5). (33)) 1. 9. 5 1). (9.3

3 =

Gomparant cette valeur a celle donnée par la refation 6), nous
en déduirons ;

(12). (13). (23) . (213) . (31) . (32))
). (1).(2'%). (2. (55 . (33

w2

t'est-d-dire, en nous rappelant la signification générale do l'équa-
tion 7) : .

Théoréme XY. 87 une courbe du troisiéme ordre est eongugce ¢
deux trilateres, el qu'on joigne les sommets de ceux~ci (*) & un
point quelconque de la courbe, le rapport des produits des sinus
des angles comptés, dans le premier trilatére, depuis les cilés
de celui~ci fusqw’aux rayons aboutissant ¢ lewurs extrémités, a
ceux des sinus des angles, comptés de méme dans le second , en
constant.

Ce théoréme, combiné avee e corrélatif de celui de Carnot,
donnera liew & une expression nouvelle de I'un et de I'autre.

(") Cest-a-dire les extrémilés défiunies plus haul,
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substitwons ees valeurs dans T'équation préeédente, nous
aurons ;

49 15,95, 20, 50552, (213).(5I).(12)) 140.2.2. 53,
LB D0y =imt mimt ATt Ry ety et mr gt arens’
‘l"ié.‘i'iz.'ﬂfﬂé.f?l.3131.- gy {'12151.(2531}.(3133) 2{5{.52'12.1523

(H1

, 1211395, .24 505 5% (1) () .(3) 125
AL U022, 29, 55,55, {(1).(2).(3) 1.2 .5

Comparant cette valeur & celle donnée par Ia relation 6), nous
en déduirens :
., 121.13,.93;. 215, 31 59,
UL 2999 55, 55,

t'est-d-dive :

Théoréme XV'. Siune courbe de la troisiéme classe est conjugude

& dewx trigones, et qu'on coupe les colés (*) de ceux-ci par une
tangenie quelconque a lu courbe, le rapport des produits des edtés

du premier trigone, comptés depuis les sommels de celui-ci Jus--
('t cetle langente, & cewx: des cités du second, comptés de méme,

est constant,
Ce théeréme, combiné avec celui de Carnot, donnera lieu i
une expression nouvelle de 'in et de Pautre,

{*} Voir plus haut la définition de ces edtds.
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§ IV'™. Rappont ANMARMONIQUE DU TROISIENE OnDRE ).

224, Dans son Traitd de Céomdirie supérieure, M. Chasles aéindié, d'une
maniére compléte, les relations qui existent entre les différentes formes du rap-
port anharmonique du second ordre.

H serait sans doute trés-intéressant, au point de vae analylique, d'entreprendre
la méme étude pour les rapporis anharmoniques du troisiéme ordre et des ordres
supérienrs; mais la géométrie aurait, pensons-nous, moins & ¥ gagner,

Les furmes scules du rapport anharmonique do troisiéme ordre sont au nom-
bre de 120, en ne cowplant, bien entendu, que cetles qui commencent par la
méme figure. Ce nombre, 3 Ia vérité, peat &ire réduit A 60, an moyen des for-
mules que nous donnerons ci-dessous. On verra méme qu'il est aisé de le réduaire
davantage, si Ton veut considérer une forme comme élant réduite i upe autre,
loesque 12 somme de tenrs valeurs est équivalenie & nn rapport du second ordre.

H n’en est pas meins vrai que le nombre de ees formes sera toujours trop con~
sidérable, pour que 'énumération compléte puisse en étre d*une grande utilité 3
la géométric; et que sera-ce dans Jes ordres supérieurs an troisléme ?

Nous mous bornerons donc 2 indiquer ici le procéds qui pourrait conduire 4
Pétude des formes du rapport anbarmonique du troisidme ordre,

En général, on convient de choisir, parmi les six formes du rapport anharmo-
nique d'un faiscean de quatre droites & - 4. B =0, comme forme capitale Ia
suivante
(4 — %51 (3 — 2

1324) — )
{1524) (3 — 1) (g — g}

caa s b :
parce qu'etle se réduit a ﬁ, lorsque les quatre rayons sont
¢=0, B=0, a+18=94, a4+ L=0,

et qu'elle est susceptible, alors, de Pinterprétation géométrique la plus simple.
Conrme 1a méme raison n'existe pas pour les ordres sapériears, nous convien-
drons de prendre pour forme capitale :

A= —
ry== (1254 = D1 T M) 05 — )
i — 4) ()'sz - :"5)
de sorte que, dans le cas particulier examiné pius haat, }i: ne sera plus égal & »,,
mais 4 1 — 7,3 el de méme, la forme capitale du rapport des six rayons
a1 6f3 =0 sera
A — 2y (35— 1) (3 — 2 12}.(34). (56
rp == (123456) == fa ) O =) (12). G4 (88)

(e =20 0y — 2 Oy — ) — (61) . (23) . (45}

(") Voir Bulletin de I’ Acadcémie royale de Belgigue, 28 sirie, 1, XLV, pp. 88 el suiv,, et
Recherches dg géon, sup.
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les facieurs des deux lerties représenlant les sinus des angles compris entre les
rayons { et 2, 3 et 4, ele.
Examinons d’abord les cas particuliers qui peuvent se présenter dans ee rap-
ort.
De méme que (1214) =1, on trouvera

(121448) = — 1,
(123415) = — (1234),
(121345) = - (1343).

Recherchons maintenant quelles sont les différentes formes qui sont équivalentes
4 la premicre {123456).

La relation fondamentale, qui nous servira de puint de deépari, est la suivanle,
qui se vérilie trés-aisément, el qui monlre que

Un rapport anharmonique du lroisiéme ordre est équivalent au produt! de
deux rapports du second, c'esl-a-dire :

re=(123458) = — (1354} (3614), . . . . . . 1}

d'eil 'on déduira, en renversaul 'ordre des figures dans le second membre, ce
qui est pernis :

roum — (4321) {6541) =432163. . . . . . . .
Or, si Ton tent comple des identités manifestes

(125456) = (545642} — (861254), . . . . . . 3}

la relation 1) donnera
ry=(004521) = {(216843); . . . . . . . . 4

par ol I'on voil que le rapporl {123436) est équivalent 4 cing aulres rapporlts,
conimengant respectivement par 2, 3, 4, 8, 6; et qu'on peut renverser Pordre des
figures, el écrive (123456) = (634321), comme le montre la relation 4); ajoulons
enfin qu'en renversant les termes du rapport r; on trouvera

1 1 1
ry == (123456) = = - B
o= (195856) = 4 19505) = (2sa561) = (486125) )

refalions auxguelles ob en ajoulera lrois aulres, on renversant ordre des figures
dans les seconds membres; of nous aurons, pensons-nous, donné le moyen de
tronver lous les vapporis qui peuvent s’exprimer au moyen du premier seul
(125456), .

Nous hornant mainlenant & ceux de ces rapports, qui convmencent par 1, cher-
chons 8l existe, comme dans le second ordre, une relation simple entre la somme
te certains d'entre eux. ’

]
i
i




{ 6% )

Si; dans la relation fondamentafe 1), on remptace (12341 par — 1 4 (1324}, on

trouvera

(1234456) == — (5614) — (152456)
(HL
(123456) + (152486) = — (1456},
(in teouverait de wméme 5
(123436) 4~ (125546) = — (1236}
(123456) - (1545326) = — (5452) |

On peat retrouver ces velations, ainsi que d’autres, par une voie plus directe.

Les identités
By — Gy, — g -0 — @, =510,

ay (0, — ag) +ag (g, —e,) - a, (a;— a;) == 0,

Wolt 'on pert déduire les relations qui existeni entre les diverses formes du zap-
port du second ovdee, onl pour analogues les snivantes :

g (g — 05) 4 g (8 — @) (05— &) +ag (8 — a;)=0, . 7)

dy (05— a3) (@ — a,) + aglay — a) (@, — ay) + a, {0, — a,) (g, — ay)
+agloy— o) (eg-—az==0. . . . . ., . B
Si a, ... représenient, dans ces relations, les distances des poinis d'intersection

2 .., d’'one transversale avec les rayons 2., h son point d’intersection { svec la
rayon 1, la relation 7) pourra s’écrire

12,35 415 . 42 - 14 53 15 . 24 =0,

nu bien
12.553. .46 15.24.568 14.53.26 15.42.38 0 N
I g — = 7
16 56 2 36 &
Divisant celle~ci par 61 . 23, 45, on trouvera (%) ;
{123346)  (132486) (145326}  (154236) 0 0

(46) (56)  (26) (36)

On obtiendrait d’autres identités entre vapporis anharmoniques du lroisiéme
ordre, en divisant la relation 7) par 12. 35. 46, 13.24. 56, elc. ; mais, comme fa
relation 8) nous en fournira de plus simples, et font & fait analogues, nous nous
hornerons i rechercher cetles-ci,

La relation 8) s’cerira

12.35 .46 4-15. 42 .56 4-14. 53 . 26 - 15, 24, 56 = 0. ]

{*) Nous transpertons ici, aux siaus des angles compris entve les rayons, la relation
trouvée entre les segments intereeplés, sue la transversale, entre ces rayons. (Voir no 20 )
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51 nons la divisons successivement par 61,25 485 o par 1. 25,43, nous aurons ;

— (123346) + (132456) — (145320) - (154236) == 0,

(125546) — (154256) — (143526) — (152436) = 0 19

il est remarguable que les relations 9) et 10) ne difftrent entre elles qu'en ce
qire les premiéres onl un dénominatenr i chaque terine, et que les secondes n'en
onl pas.

Be la combinaison de ces identilés, on powrra en déduire d'autres, dans Jes-
quelles n'enlrerout que irois rapports seulement,

Si nous divisons la relation )

1¢ Par 12,35, 468, nous trouverons :

11 (246351) — (1462) + (153643) =0,

ou bien, puisque 1 — (1462) =1 642):

(135642) - (153642) 4+ (1642) = 0
. qu'onr peul gerire, par un changemenl de figures ;

(123456) +- (132456) 4 (456)=o0; , . ., | 11)
v par 13.42 .56, nous trouverons de méme -

{124655) + (142653) -+ {1653) = @,

ce {ui est, au fond, la relation 14); et, cu suivant un procédé analogae ;

(123456) -+~ (123546) + (1256) =0, e1 , . . . 12)
(125456) -+ (184326) + (5452) == 0; . . . . . . g3

30 par 12, 34,56, nous obifendrons
(5346) - (1542) 4- (143562) — (243681) = ¢,

ou, par unt changement de figures, aprés en avoir renversé Pordre dans Ie dernier
rapport :
(1253468) — (154236) 4 (1436) -+ (2488) == 0, . . , . 14)

L'addition des identités 13) et 14) reprodairait 12).

Toules ces identités expriment la somme de deux rapports du trolsidme ordre
&t moyen de rapports du second.

On en déduirait d'analogues, affectées de dénominateurs, de I relation 7)sel
ces dernitres, combinées avec los précédentes, pamdneraient nalurellement &
Pexpression fondamentale du rapport du troisiéme ordre an moyen da produit de
dens rapports du second.

53
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§ IV™. De LINVOLUTION DU TROISIEME ORDRE {*).

22, On sail que i’involution des trois couples de points 1, 2; 1/, 2/; 17, 27
peul s'exprimer par ia relation
| 14217 | 4222 =1, . . 0 . .. o)

el par celles quon en déduil en avangant les acceuis d'un vang, c'est-A-dire en
changeani {en 1/, 4" en1”, 1 en 1, ou de deux rangs, en changeant 1 en 17, 1"
enl eti”ent’.

L’involution entre les trois lernes de points 1, 2, 5; 1/, 2, 53'; 17,27, 57, qui
s’exprime par (voir n° 14}

14,127 1%
7 127 15"
pent se traduire aisément en relations analogues aux fornules 1),

En ne considérant que les dewx premiers membres des égalités 2), on pourra
les écrive

9
—

147,247 49,997 15 . 95" )
107,207,497 . 927 157,25 )

01
| 197217 | [ 12227 | 43237 |=1; . . . . . . 3)

et les formules analognes s'obtiendraient immédiatement par le changement de.1
en2,2en 3, 5end,oude1en3,2enl,3en 2.

Mais celles-ci ne renferment que des rapports anharmoniques do second ordre,
et il s'agirait de pouvoir exprimer Finvolution du troisiéme ordre an moyen de
rapports anharmoniques du méme ordre.

L'analogie nous conduil évidemment 3 éerive la formule

| 41724738 [ L [ 12'227327 | . | 1525785 | = — 1. . . . 4)

ou, symholiquemeny .
njii'zi” "i=—1, . . . ... &),

ainsi que les formules gu'on obliendrait en avancani, dans celle derniére, les

{*) Les fermules qui seivent ont é1é dunnées dans le Rulletin de I Acudémie, 2¢ série
t. XLV, pp. 9#0-92. La démonsiration dennée ci-dessus est plus simple que celle que non
avions trouvée; elle nous a ¢lé eommuniquée par M. Le Paige,
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accents, o les figures 1, 2, 3, d'un ou de deux rangs, ou en lés interveriissant
enlre eux, comine on peut le faire dans tes relations 2).
Ainsl, par exemple, en avancant les accents d*un TaNg, O aurait

i

i I 11”‘21”‘,31’ I 2__1;

I

¢l 'on arriverait an méme résultat, en

avaugant de deux rangs les figures 1,2,3

t'est-i-dire en les changeant en 3, 1, 2, sans modifier, dans la refation 4), les

letires accentuées.

Démontrons que la formule 4) exprime en effol 1'

1,251, 9 5,

ovolution des quatre ternes

et eelle des lernes 1 ..

L2057 ¢, 2 3, Gelle des ternes 1.1, 1" _ Jonne -
117420 45 21" 9% 93
17457 2,997 95 b 3
LN L
21”297 .23 517,32 .33
IO U T - i %

Multiplions ces deux relations Pune par l'autre, nous aurons:

.42 15

27,827 93", 3L, 52, 53

LU g™ 43v, 217 297 95 317,597 557

ou

17217 317 g2

Q3 521.'1

13,237,353

I N L T N 2 B T W BTz b AL R

En écrivant fes antres formules qui,

ternes 4., 1" et d 17, 4™

avee U} et 6), expriment Pinvolution des

-3 01 obtiendrail celles qque nous avons annon—

cées comme se déduisant de 4' par inversion des accents ou des figares,

§ IV EvOLUTION DANS LES COURDES DU TROISIZME ORDRE.

R, Considérons Péguation

ai ["2
AR
ou

3 ¥ 0,907, 4 5838, - a,d 0,7, =

[/ a

+ 2ty

5,

1)

qui est celle 4'ane courbe du troisiome ordre pussant par les six sommets do qua-

drilatére &,4,1.4,.




(68)

{La construction du quadrilatére inscrit se fern simplemeut de JaJmaniére sui-
vante, lorsque Ja courbe proposée v'esi pas de [a Lroisiéme classe :

1o Par un point de 1a courbe, je méne deux tangentes 3’ et 3" & celle~ci;

2¢ Par le point de contact de 3, la corde arbilraire 1

Sv Par ses inlerseetions avec la courbe, et parle conlact de 3", leseordes 3 et d;
leurs nouvelles interseclions cellimeront avec le coniacl de 5, et donneropt le

colé 2,

Fig. 1.

On volt en effet que, si 'on écrit 'équation 1) sous la forme

Jeds (s + ady) + 3195 (0, - ad) =0,
ou, pour abréger
g+ kddd =0, . . . .. .9
on a affaire 4 denx irilatdres conjugués; or d;, passant par le point d'intersection
de 4, et de d,, et vencontrant deux fois la courbe en ce point, y est tangenle ; de
méme &7 est tangenle au point 5,7, 1 el ces deux langentesse coupent sur laconrbe,
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en vertu de V'équation 2). On verrait, de méme, gue les tangentes aux sommets
34, et 3,4, 7,9, el 4.4 se conpent sur 1a courbe.

I est facile de s’assurer, en oulre, de la collimation des trois poinfs 17,17;
9!, 2" a1 3*, 3" ol ces tangentes se rencontrent sur la courbe, ainsi que des Lrois
points 1, 132, 2’ et 3, 3’ d'intersection des cdtés opposés des denx {riangles, I'un
inscrit, Pautre circonscrit, ou des trois points 37, 4; 27,1 et 17, 2; ete,

Or, les trilatéres conjugués 1257 el 345’ donnent, si on les coupe par une trans-
versale, qui rencontre lears cdiés en des points désignds par les mémes chiffres,
el la courbe en des points 0, ", 07 (n* 14) ;

131544 10.10°.10”
93'.95.24 20,207,307

L.es trilatéres conjugués 132" et 242° donnent de méme ;

32.32.34 _ 30.50%.30"
1271214~ 10. 10/, 107

el les trilaléres conjugucs 251" et 1417

21.91.94  20.20°.20"
51".31.54  30.30.350"

Multipliant entre elles ces trois égalités, on obtiendra :
15.3%,21'=1'5 .52, 2'1,

On trouverait de méme, pour les triangles 124 et 17/273'; 234 et 273" 1'; 154
el 132", les velations
117,25, 42"'=2"2 . 1"} .51,
297,31 437=3"5.2"4 . 1'2,
3512 41" =1"1.3"4.2'5;

et lamultiplication de ces trois égalités entre elles reprodail la précédente.

Toules les guatre sont des relalions d'évofution; on peut donc énoncer ce théo-
réme (*) :

Théor. XVL 8¢ un quadrilatdre est complétement (**) inscrit & une courbe du
troisiéme ordre, et guw'on méne, en lrolis de ses sommels, des langenles d la
courbe, les cOtds des deuw trigngles, déterminés par ces sommels el par ces tan-
genles, sont coupds par une tronsversale en frofs couples de points EX EVOLUTION.

11 serait alsé de trouver la propri¢ié eorrélative pour les courbes de la troisiéme
classe.

(") Bulletin de I Académie, 1. XLIH, p. 505,
(**) Voir Jowrnel de Grelle, t. LXVI, unc note de Steiner, dans laquelle it signale Pexis-
tence deces quadrilaleres complétement inserits 2 des eourbes du troisibme ordre,
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§ V. Faisceav or QuADRILATERES (*).

23. L'identité trouvée précédemment (n° 16)
Qb+ kS d kS S=0 . . . 1)

exprime que les trois quadrilatéres 9y, ..84; 9,,..9,; 87,..87 sont
conjugués entre eux; et Pon y lit immédiatement I'énoncé suivani ;

Théoréme XVIL Extension pu rakoréns or Paveus. 8¢ trois qua-
drilatéres sont conjugués entre euwx, les produits des distances
d'un point quelconque de Pun dentre cux, aux cités des dewsx
aulres, sont analogigues;

et, plus généralement encore

11 existe une relation linéaire entre les produits des distances
d’un point quelconqgue (du plan) aux quaternes respectifs de cote
de trois quadiiletéres confugués entre eux.

Ue dernier énoneé revétiva une autre forme aux n* (25)

et (28).

24. Ensuivant la méme marche qu'aux n* (7) et {14), ct con-
servant, fes ménes nola-
tions, nous aurons, pour
chacun des points 17, 27,
3", 4" dinlerseetion d'unce
transversale (ucleonque
avee les cotés de méme
nom du troisi¢me quacdri-
latére, Ia relation

Fpue 4 — M dy=0; 2

Fig, 8.

(*) Voir F.G. 8, C., pp. 23-27, olt nos extensions des théorémes de Pappus
de Desargues cb de Pascal, ont 6té doandes poar la premidre fois, ef, diree-
tement, pour les courbes du quatriéme ordre.
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§ V', Cusine pE TerRacones (%)

23'. L'identité 77}, {n° 16"), ou
o wy - wy T Hem==0. L . 1

exprime que {cs trois (étragones qui y entrent sont conjugués
entre euy, et I'on y lit I'énoneé suivant :

Théoréme XYII'. FXTENSION DU THEOREME CORRELATIF DE CELUI DE
Psprus. S frods télragones sont conjuguds entre eux, les produits
des distances d'une droite quelcongue (passant pur un sommel)
de Uun d’enlre ewx, arx sommels des deux autres,sont analogiques’;

et, plus généralement :

1l existe une velation lnéaire entre les produits des distances
d’une droite quelconque (du plan) aux ternes respectifs de som-
amels de trois [élragones conjugues entre eux,

Ce dernier ¢énoncé revélira une autre forme aux n™ (25")
et (287).

24'. En conservant les mémes notations gu'aux n* (77)
et {14"), nous aurons,
pour chacune des jone-
tious 17, 27, 3", 4’ d'un
centre quelconque (dans
le plan), avec les som-
mets de méme nom du
tétragone, la relation sui-
vante, qui se tire de 1) :

By oo Wy — 2y s oy == O 2

et, comme dans ces mémes

() F..G.S. C., pp. 4i-47.
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ef, comme dans ce méme 1° (14), pour le point 17 :

G=11"(1); &=21".(2); &=>51".(3); d=41".(4);
&y = 11" {1'}; ete,,

valeurs qui, substituées dans la relation (2), donneront :

727517, 407.(3) (2) . (5). (4)
= VLS R (1) .(2).(5). (&),

Pour les points 27, 3", 4", il suffira, évidemment, de changer,
dans cette rvelation, 1" en 27, en 5" et en 4",

La comparaison des quatre égalités ainsi obtenues conduira
aux suivantes:

117297517 4

147, 297, 31 4 :[ ]g»= [ l.=[ lu’
out les wrois derniers membres ne sont autre chose que le pre-
micr lui-méme, dans lequel on a & vemplacer 1” par 27, 5" et 4”.

Elles expriment le théoréme :

Théoréme XVIII. Exvession vv tudorime pe Desircurs. Dans un
systéme de frois guadrilatéres conjugués entre eux, une trans-
versule quelcongue rencontre les cotés de ces quadrilaiéres en frois
quaternes de poinis en involution.

258. On trouve une cxpression plus générale de cette involu-
tion, en procédant comme nous I'avons fait au n° (8).
Celie expression, mise sous forme symbolique, est

I)?h(uc—am,'}(x—w;)(m——mg)(x—m;)EO.

26. Du théoréme précédent, qui est applicable & un systéme
de quadrilatéres conjugués inscrits & une courbe du quatriéme
ordre, on déduirait immédiatement Pextension que nous avons
donnée au théoréme de Pascal (*); elle s'énonee, pour le cas ot

lacourbe est remplacée par un guadrilatére :

('} Pour la démonstration, v. F, G. 8. C., pp. 26 et 27.
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numéros, pour la droite 1" :

1—_—(11”) H ng(al“)-g; E';=(5'!”).3; 675:(4'1”).4';
= = (11", R IS

valeurs, qui, substituces dans Ia relation précédente, donneront :

(117).@17). (517) . (417).1.2.5
= (1) (247). (B7). (447 1. 2. 3 &

Pour les droites 2,3 et- 4", il suffira de changer, dans ectle
refation, 1" en 2/, en 3/ et en 4.
La comparaison de ces quatre égalités conduira aux suivanies:

(117 . (21")

. (z’?'f) (53 ')((:ia:i)>=[ ]f[ ]f[ l.ﬁ

elles expriment ie théoréme :

Théoréme XVIIF'., Extensiox pu cORRELATIF DU THEOREME DE Di-
SARGUES. Dans unsysicéme de frols léfragones conjugueés entre euax,
st Pon joint leurs sonumets & un centre quelcongue (du plan) par
des droites, ces trois quaternes de droifes sont en involution.

8’. On trouvera, comme au n° {8'}, la forme symbolique sui-
vande de cette mvolution :

SUX — X3} (X — X)) =0

6'. Du théoréme qui précéde, on déduit immédiatement
eelui que nous avens donné antéricurement pour une courbe de
la quatriéme elasse en général (*), et qui s’énonce dans les
lermes suivanis, si cetle courbe est remplacée par un téira-
gone :

(") F. G.S. G, p. 47.
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Théoréme XIX. Exrtrasion vy TeEoRENE DE Pascar. Dans un
systéme de dewr quingquélatéres conjugués ¢ un quadrilatére, les
intersections des cilds opposés sont collimantes.

L'expression analytique la plus simple de ee théoréme est

S Sy — 2 i = k008 A, . . . . 5

expression dans laquelle on découvre Pexistence de trois quin-
quélatéres conjugués entre cux.

27. Ce théoréme a, pour corollaires immédiats, les sui-
vants (*) :

Théoréme XX. Si Uon combine trois & trois, dans wn ordre quel-
conque, les couples de cotés opposés de deusx quinguélatéres conju-
gues inserits & wn quadrilatére (o ¢ une courbe du quatriéme
ordre), on oblient un hexagone inscrit ¢ une coRigue.

Théoréme XXi. Si Pon eombine quaire ¢ guatre, dans un ovdre
quelconque, les couples de cores opposés de dewx quingquélatéres
conjugués inscrifs @ wn quadrilatére (o & une courbe du (et~
trieme ordre), on obtient un systéme de deux quadrilatéres con-
Jugueés inscrits @ une courbe du troisiéme ordre.

Si I'on exprime analyliquement ces deux eorollaires, v. uy* 17,
on verra que, de Pidentité

By — 2l i=hkCd, . . . 4

Ou peut déduire les suivauts :

1o BN, — 0N = k(. A, et
9o S35 — 2SS == kiCy. A, ete.

Et, en étendant cette méme forme d'équation, on ohliendra
unmédiatement le théoréme général :

Théoveme XXI1. Dans un systéme de deux n latéres CONJUGUELS,
inscrits & un quadrilatére (ou & une courbe du guatridme ordre),
les couples de cotss non adjacents se coupent en n (n — &) points
sttués sur un lew d’ordre n — 4. '

(") Bulletin de P dcaddmie, 20 série, 1. XLIV, P AL, et Recherches de G éo-
meLria supericure.
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Théoréme XIX'. Exrension py THEORENE DE Brisncnon, Daps un
systéme de dewx pentagones confugués ¢ un tétragone, les jonctions
des sommels opposés sont concouranies.

L'expression la Plus simple de ce théoréme est
Y e my — day .. gy = weew Iy L 3’

on'y découvre Pexistence de trojs pentagones conjugués entre
eux,

27" (e théoréme a, pour corollaires immédiats, les sui-
vants (*) :

Théoréme XX'. Si Pon combine trois & trois, dans un ordre el
congue, les couples de sommets 0pposés de deur. pentagones congy -
Jués & un téiragone (0w @ wne courbe de [g quatricme classe), on
obtient un hexagone CIrCOnscrit ¢ une conique.

Théovéme XXF. Si Pon combine quatre a quatre, dans wn ordre
quelcongue, les couples de sommets opposés de dewx pentagones
CORJugues & un tétragone (0w & une courbe de Ig qualriéme clusse),
on obtient un systéme de dewy létragones conjuqués 6 wne courbe
de la troisiéme clusse.

En étendant Ia forme d'équation qui préeéde, on arriverait au
théoréme

Théoréme XXI'. Dans un systéme de deux n Gones congugués
& un (dtragone (o d une courbe de Iq quatricme elasse), les jone-
tions des couples de cétés non adjacents, au nombre de p (n—4),
enveloppent une courbe de classe n — &,

(") Bulletin de 4 eadémie, 2° série, t. XLIV, p. 1, ot Rechorches de Gép-
mdlric supdrieure,
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28. Cherchons maintenant 4 déconvrir, dans les quadrila-
téres eonjugués, I'existence dy rapport anharmonique du qua-
triéme ordvre.

Partons de Pidentits

Wedi=did—aoi.0, . 5)

Joignons, 4 un centre queleonque, les sommets des quadrila-
téres 1,2, 3, 4 et U, 2,3, &, sommets qui sont Jes intersections
de chaque coté d'un quadrilatére avee deux des quaire colds de
Tantre, pourva qurelles déterminent complétement les quadrila.
teres,

Nous choisirons, pour ces sommets, les points

L ds; 2,95 3,5 415 by,
qui sont les interseetions respectives des cotds
Yet2, 1 et 3, 2’6&5,2’&4; ete.

Conservons cos mémes notations pour représenter les rayons
qui aboutissent § ces sommels; nommeons 1,17, 34, ete., les
longueurs des cotds 1, 1, ete., Comprises enire ces sommels ;
nlous aurons, comme au n° (19), en rapportant los distances 9, .-
au eentre considéré ;

gy 14510
Y

E

cxpression que nous représenterons simplement par
&= {5k} =14;5;].
Nous aurons de méme :

=t s={ugl, a—|9s);

ct
A R R A NI o= [k ;

DML R, n— ), e
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28°. Recherchons le rapport. anharmonique du quatriéme
ordre dans I'identité

o .. w == Ty — oy .. By,

Coupons, par une transversale queleonque, les cités des tégra-
gones 1,2, 3, L et 1, 2, 3', &', cotes qui sont, pour chacun des
sommets d’un tétragone, les jonctions avee deuyx des trois som-
mets de I'autre, 3 ehoisir arbitrairement, pourvu quiils déter-
minent entiérement les tétragones. Nous choisirons, pour ces
cotés, les droites

. o e me, g ,
1s, 155 24, 25 D4, D13 4y, 4y,

qui sont les jonctions respectives des sommets 1'et 2, 1" el 3, etc.

Conservons ces mémes notations pour désigner les intersee-
tions de ces cotés avee Ia transversale; nous aurons, en rapportant
les distances o ... 4 celle-ci :

Bk (3. (4)
Y

oy

que nous écrirons {3,4,); et de méme:

'

Uﬂ“;"!4;'l;§7 ms=3'is;93'f, ’5.52-‘[24'54 )
s, s=an], w53, o = {44,

si={5], =l =]13], wse={ 20|, o) =|2u].
Substituées dans Pidentité précédente, ces expressions donnent :

Bidi . Mty 132 . 25, s L 29055
(k) (5ah3). (152).(23) " (0313)-(2320). (33 - (i)
R Y AR 1T,

(139 (155) . (k). (204)

Comme les dénominateurs sont des quantités indépendantes
de la transversale, nous pourrons éerire ;

S - Al 325 9030 — 3305 290 551 4k = i}, 1331 9341 . 204
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Substituant ces valeurs, développées, dans Fidentité 5), o
supprimant les facteurs Bis by 4, 15, ete,, qui serony commung
A tous les lermes, nous trouverons :

Ok (1) 0:2). (933) ity qoumy 3. (k)
_m—T‘_T“_:T - —_:_-———,_,i:{_f‘fo.'
Y A T I 290 U 5E g
(150) . (5i13). (4:9)). (234)
1:3; . 304, . 4125 . 94,

Si nous remarquons que Jeg dénominatenrs song des quantiiés
constantes, quel que soit le conre choisi, nons pourrons éerire
pius simplemeny ; '

(Bii) . (4i13) . (1393) . (215)) — V) (%2) . (557). (42
=k133). (5i13). (4123) . (230,

Or, les différents facteurs, qui entreng dans ees CXpressions
sont les sinus des angles soviendus, ay centre du faiseean par
les eoids

L2354 1,9, 5 w0, 17,97, 501, 4

qui sont limjtés respectivement par
CER S A IF 17,25 9,5, 2,5; 5,4 LT HE NS
de sorte que la relation précédente s'éeripg -

W-@)-6)-0—>1).@).5). (1) =k )2 (5"). ()
el s’énoncera ;

Théoréme XXIi1, Si, @un contre quelcongue (pris dans Jo plan),
on meéne des rayons gy sommets () de trois quadrilatéres congy.
Gués entre ewx:, il existe une relation inéaire entre les produits
des sinus des angles soutendus, en ge centre, par les quaterney
respectifs de cétés des trois quadrilatéres,
énoncé qui ne différe pas, dans je fond, ni de notre extension

générale du théoreme de Pappus pe (25), ni cclle Ju théoréne
de Desargues, ne (25).

(") ¥Yoirplas haut Iy déiinition de ceg sommels,
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ou, plus simplement, eomme plus haut (n° 20°),
1.2.3. 4 — 1. 2.3 4 =K".2". 3" %,

cl énoncer le théoréme soivant :

Théoréme XXHI'. Si lon méne une droite quelcongne dans le
plan de trois tétragones confuguds entre eux, il existe wne relation
linéuire entre les produits des segments interceptés, sur cetle
droite, par les qualernes respectifs d’angles des trois tétragones,
qui n'est qu'une autre forme de nos exlensions des théorémes
corrélatifs de celni de Pappus et de celni de Desargues, n* (23')
ol (251,
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29, Sile conire du faiseeau est un point du (roisiéme quadri-
latére, le second membre des identités précédentes est nul, et I'on
aura, par suite :

2.5 0 (1).9).6)(8) (i) (kadi). (1320). (235
12T (1).2).(5).(F) (i ){ %) (570, (w

Cette derniére égalité peut s’éerire

(3i) . (813) . (1325) . (2i5))
{(3:31) . (dks) . (113) . (2323)

I

¢t I'on voit alors que le dénominaleur se tire du numérateur en
faisant simplement passer au premicr rang la derniére figure de
celui-ci,

C’est ainsi que nous’avons formé les rapports anharmoniques
du second et du troisiéme ordre,

Nous appellerons donc le rapport précédent RAPPORT ANHARMO-
NIQUE DU QUATRIEME ORDRE, €t nous pourrons énoncer ce théoréme
{fondamental :

Théorbme XXIY. Si Pon joint un point quelconque dun qua-
drilatére aux somnels (*) de deux quadrilatéres conjugués au
premier, le vapport anharmonique du fuisceau ainsi formé est
constant ;
el 'on peut ajouter que
ce rapport est égal o celui des seqments infercepiés, eame les
rayons, sur une transversale quelconque.

On vérifierait cette derniére propriété, qui résulte, du reste, 4
I'évidence, de I'expression méme du rapport anharmonique, de
la méme manicre que nous I'avons fait au n® (20),

Remarque capirare. Le théoréme qui précéde est manifeste-
ment applicable au ecas ot Te premier quadrilatére serait rem-
placé par une courbe du quatriéme ordre, & laquelie les deux
autres scraient conjugués; il sullit, pour cela, que les deux der-

(*) Voir, plus haut, comment nous avens délini ces sommets.
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29'. Si la transversale passe par I'un des sommets du tétra-
gone wy ... 5y, 0Nl aura

() (B 1.4 314y 805, 1,9; .25,
() (&) V& 0. %9, 550 4k,

cxpression dans laguelle on veconnait le repport anharmonigue
des luit points de la trensversale.

Nous pourrons done énoncer ce théoréme fondamental ;

Théoréme XXIV'. 8¢ Pon méne une droite gueleongue par Pun
des sommels d’un tétragone, elle rencontre les cotés (*} de deux
tétragones conjugués au gremier en huit points dont le rapport
animrmonique est constant;

et 'on peut ajouter que

Ce rapport est égal G celui du fuiscean fermé par la jonction
de ces points d un centre quelcongue.

Revargue capirate. On peut remplacer lc premier tétragone
par unc courbe de la quatriéme elasse, & Iaquelle les deux autves
sont eonjugnes, et dire dans ce eas :

Théoréme XXV'. Une tangente quelconque & ume courbe de la
qualriéme classe rencondre les cotés de dewx tétragones, conjugues
it cette courbe, en huit points dont le rapport anharmonique esi
constant,

Cette propriété de huit tangentes i une eonrhe de [a quatriéme
elasse correspond & la proprivgs anharnionigue de quatre tangenfes
¢ une condyue,

("} Voir plus haut la définition de ces edlds,

6
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niers membres de U'identité B) puissent représenter une courbe
queleonque du quatricme ordre, ce qui est toujours possible (*).

Dans ee cas nous aurons le théoréme général ;

Théoréme XXV. Si Uon joint un point quelconque dune courbe
du quatriéme ordre anx sommets (%) de dewx quadrilatéres con-
Juguds @ cetle courbe, le rapport anharmonique du foiscean ainsi
formé est constunt,
nouvelle extension de la propriété anharmonique de quatre points
" dune conigue, :

30. On peut retrouver également, par le procéds des n* (10
ct 21), e rapport anharmonique du guatriéme ordre.

En désignant par 3,, &, etc. les ravons qui joignent les extré-
mités des edtés 1 ete. & un eentre quelconque; par (1) ete. les
sinus des angles soutendus, en ce centre, par les cotési ete,, nous
pourrons écrire identiquement : '

Sy k(1) Ao {2) 1200 (5) 2,50 (4)

O (3) (%)
b (1) 2.90.(2) 555 Mk (F)
S (2} (3 (&)
A B 55 (2Y) % 4L () % 4. ()

(") (2") (3) w7

et énoneer, comme aux n* 10 et 21, le thdoréme ;

Théoréme XXVI Dans le cas de trois quudrilaiéves conjugués
enire eux, doni les somamels (™) soni joinis & un cenire guel-
congue, st Uon forme le produit des aires des quatre iriangles qui
ond leur sommet en ce centre, el pour bases respectives les cotés de
chaque quadrilatére, et quon divise ce produil par celui des sinwus
des angles formés au sommel de chacun de ces Iriangles, le quo-
tient obteny sera constant pour chacun des trois quadrilutéres.

{(*) Voir F. G. 8. C, p. 24
(*) Voir plus haut n» 28 la définition de ces semmets.

(") Tvid, -
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20'. Ecrivons identiquement

(G- ()1 (W) (152 (19.(2).3 (2).(50.4

1 2 3 i
090 (). 202 (). (0.5 (). (). 4
- y’ 9 5! A
0.4 (195,27 (3. 0050 (). (). 4

1" 2" 5" A ’

nous pourrons énoncer le théoréme :

Théoréme XXVY. Dans le cas de frods iélragones conjugués enlre
ewx, dont les cotés ("} sont coupés par une transversale queleongue,
st Pon forme les produils des quotaires des {riangles qui ont lewrs
bases sur cetle droite, et pour angles adjacents respectifs cowx e
celle-cé fuit avec ces mémes cotés, et qu’on divise ce produil par celui
dvs bases, le guatient oblenu sera constant powr chague tétragone.

Mais on a:
(31) AR == (1) ey et

Ces valeurs, substituées dans les égalités préeédentes, donnent :

(.o (2. oy ) (3). =5 ] k. (ey) _ (1. w . ) my 3.0 (). v
1 2 5 P 9 5 W
N (1" .my (") om (37w (47). o
7 q" Q' 5 A

{’) Voir ci-dessus la définition. de ces cotés.
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Mais, en exprimant les aires de ces triangles au moyen
du produit de la base par la hauteur, et désignant leurs bases
par 1, ete., nous pourrons ¢erire, au lieun des égalités précédentes:

1.4 2.0 5.0 -8 1.0 2.8, 5.0 4.4,
@ 8 @ Uy @ 6 &)

Si le centre du faisecaw est pris en un point du lieu qui a pour

équation

Co==0.dy—20)..8, =0,
on aura done:

dood 18 (1) (9) (5) ()

) e — . ,

diedi 1.k () (&3 (&)

ve qui nous raméne & la propriété anharmonique (rouvée plus
haut.

81. Si nous recherchons la signification de Péquation’
Co=0, oy~ =0, . . . .7

par la méthode du n® 22, en éerivant

1.(15;).(14;), . 2.(24;).(2'1;}’ ; :5.(54,;).(52;)1 5 B (42)). (41
(1) : (2) (3) W
1415115 p 9,(29;).(2" _) ___5’.(5’.";).(5’5;) y— K (W% ’42
a7 @) o3 T W)

nous obtiendrons, en substituant ;

(1A () (24) L (213) - (313) . (' 0 (62) (A1) A (U)4)
(A1) (115).(2%) . (2'2). (5'50).(5'3)). (4'k;).(4'4y) 1o &.(1).(4)"

el, en comparant  la relation 6) :

(15 (1) (28) . (203 (343 (523) . (420).(41) 44017 (8).

(1) -(U10). 220 (29 (750, (750, (W) (B8 -4} (4

c'esi-d-dire :

It
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Si Ia transversale est tangente au lien qui a pour équation
Ci=mm—am,.m=0, . . . . . 7

que ce lieu soit un €wragone ou une courbe de la quatriéne
elasse, on aura done

Zmy () () 1.4

5= — . N

siw (1) (&) 1. &

c'est-d-dire la propriété anharmonique trouvée plus haut.

&1'. 5i nous recherchons la signification de I'équation
C=w ..oy —do..m=0 . . . . . 7

par la méthode du n°® 22, en éerivant

13, 14;. (1) 24;. 21;.(2) 515.3%. (3) 49} .43} . (k)
W=, m:l:'—_—’ W= "5.&:_‘—__‘—;
i 2 3 4
CANGAGY) L 2RRY) | FEIGE) |, KAL)
m,:’—”i";-—' U:!=“T7 m5=T, F.:“"I{’—’

nous obtiendrons, en substituant, et en comparant Ja valeur de 2
a eelle de la relation 6°) :

. 15114, 245 . 21,.315.52; . 49, 41,
N 15.2'%;,.2'2,.5'5;. 55, k) by

¢’est-a-dire :
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Théoréme XXVIL. S7 une courbe duquatriéme ordre.est confuguée
i deux quadrilatéres, et qu’on joigne les sommets (*) de ceux-ci
@ wn point quelconque de la courbe, le rapport des produits des
sinus des angles complés, dans le premier quadrilatére, depuis
les cotés de celui-ci jusquw’aux rayons aboulissant & lewrs extrémi-
tés, @ cewx des sinus des angles, comptés de méme dans le second,
est constant.

(*) Définis plas haut.
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Théarime XXV, Si wne courbe de lu quatriéme clusse est con-
Jugude a deuwx létragones, et quon coupe les cotés (%) de cewx-ci
par une tangente guelconque & la courbe, le rapport des produits
des cotés du premier tétragone, comptés depuis les sommels de
celui-ci Jusqu'a celle langente, @ ceux des cies du second, comp-
tés de méme, est consiant.

§ V', RAPPORT ANNARMONIQUE DU QUATRIEME ORDRE (™).

3P Le rapport anharmonique des huitrayonsz -+ ),z 3 = 0 s'écriva, selon
les convenlions dn ne 229 .

r= (1‘2...78) — (}'1 - )‘2\ (15 '_“ }\4) ()‘r. == dg} ()-1 - )‘u) .

()-s - )-z) ()-2" ls) ()-5 - )‘5) (15 - )‘1)

E{ I'on voit immédiateinent que U'on anra

(12141818) =1,
(125341618) = {1234),
{12548618) = — (123458);
on voil, en outre, que le rapport (12345678) est identique aux suivants

(34567812), (36784234), (I8125436), . . . . . 1)

et que l'on peut, de plus, renverser l'ordre des figares dans chacune de ces quatre
expressions.

Le rappori anharmonique du quatriéme ordre peut s'exprimer également au
moyen de produits de rapports anharmoniques d'ordre inférteur, Cest ainsi que
Pow a

= (12348678) = — (1254306} (1878)
eL, par suite, si l'on remplace (123456) par su valeur trouvée au no 22bis
7 == {1234) (1456} {1678); .. 9
on trouve aussi, directement :
7y = (1254) (5678) (1458).
D'autres expressions, analogues, de », se déduiront de I'application des vela-

tions 2) aux formes 1),qui sout les équivalentes de r,, et a celles qui s’en déduisent
par Vinversion des figures.

{*} Définis plus haut.
(') Voir Bull, de I' Acad., 2¢ sér., 1. XL1V, pp. 464 el suiv.
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C’esl ainsi qu'on trouverait

1, = — (54B5678)(1258) == (5456)(7856) (1258)
= (567812)(3452)= (3678) (1258) (5452)
= — (7B1254)(8674) = {7812) (3472) (3674) ;
et de méme e e Y
1y == (3436) (7812) (3672)
= (3678){1234) (5814)
= (7813) (3456} {7236)

En suivant maintenant la méne marehe qu'anx pages 63 et 64, on arriverait &
tontes les formes du rapport anharmonique du quatriéms ordre, qui peuvent s'ex-
primer au moyen de la premiére (12.,.78).

Puis, en faisant usage de la méthode el des formules de 1a page 63, on lrouve-
rait des relations, analogues & ceiles de cette page, entre la somme de rapports
anharmonigues du quatriéme ordre commencant parla méme figure.

C'est ainsi, par exemple, qu'en se servani de la premidre des formules précé-
denles 2), eten la combinant avec la premiére des formules 6) de la page 63, on
obtiendrait .

1= (132436) + (1456} . (1678}
= — (13245678) + (1456} (1678)
= — (13245678) — (145678);
(12345678) - (13245678) = — (145678); . . . . . 3)
et ainsi de suite,

Ces formules 3) permettraient d'arriver, par une marche inverse de celle que
nous avons saivie 4 la page 64, i des identités analogues 4 celles de cetle page;
etl'on lirerait, de ces derniéres, de nouvelles relations entre les rapports anharmo-
niques du quatriéme ordre.

Nous ne pousserons pas plus foin ces développements, qui devieadraient beau-
coup Lrop considérables.

§ V. De L'INvoLeTion pu QuATRIEME ORDRE (*).

Zs'or, Nous nous bornerons égalemenl 4 indiquer ici les différentes maniéres
d’exprimer 'involution du quatriéme ordre, en engageant le lecteur i les dénion-
trer par le procédé du nv22t*; comme nous Pavons vu (o0 24)1a formule de cetie

involution est
1oAY 15 m[ B _ ] 1
17427457447 T g‘“[ ;‘[ ;o b

("} Bulletin de ' deadémie, 2¢ sér,, t. XLIV, pp. 88 el suiv,
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Il est manifeste qu'on peut y avancer d’un rang les aceents, ou les figures, et
qu'on peul de mémey intervertir 'ordre des accents. On s'assurera aisément que
les formules 1) peavent se remplacer par la seivante

447217 | {12/927 | . [1523" | . | 14247 | =1,

I N}
| 217 | =1,
1

on

el par celles qu'on en déduira en y remplacant successivement 1 par 2,3 0u4,et
de méme 2 par 3,4 0u I; ou en avangant ces figures d’un, de deux ou de trois
rangs,

Par analogie avec les résultats obtenus précédemment, relativement A linvolu-
tion du troisiéme ordre, on pourra certainement exprimer aussi celle du qua~
Lriéme, entre les quatre quaternes de points 1.4, 1. &, 17..4", 174" an
moyen de la formule

o
O30 =1, . . . . . .. . 5
w

et de celles qui s'en dédnisent en y avaucant les accents, on les figures, d'nn ou de
plusieurs rangs, ou en les tnterverlissant culre cux, comme ou peut le faire dans
tes formules 1).

Et de méme, Minvolution extre les eing qualernes de points 4 I 35 LU S LU AL
pourra se tradnire par la formule

«
DI (=1, . . )
»

el par celles qu'on en déduira au moyen des transformations que nous verons
d'indiguer.

Nous laisserons au lecteur le soin de démontrer, en suivant la marche indigquée
au e 22, que les formales 4) se raménent en effet anx formules 5), el celles-ci
aux formules 2).
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§ VI Fasceav pe QuinQueLaTines ™.

32. L'identité rouvée plus hant (n® 26)
iy K G 0y 4 KB 8=

exprime que les trois quinquélatéres d,...9,, d}...0;, d}...9; sont
conjugués entre eux; et Pon y lit immeédiatement 1'énoncé sui-
vant :

Théoréme XXVII. Exrension bu tmiorine ve Paveus. Si freds
quinquélatéres sont conjugués entre eux, les produits des dis-
tances dwn point quelconque de Pun d’entre ewx, aux cilés des
deux utres, sont analogiques ;

ct, plus généralement encore :

Il existe une velation lindaire entre les produils des distances
dun point quelcongue (du plan) awr quines respectifs de cotés de
trots quinguélatires conjugués entre ew.

33. On trouverait, comme au n° 24, pour ehacun des points
d'intersection 1.5 d’une transversale quelconque avee les eotés
de méme noin du troisiéme quinquélatére, la relation

S ds =28l =0, . . . . |y
€, comme dans ce méme n° 24, pour le point 17 :

To= 1) &=207(2); . =517, (5);

Si=11".11), etc,
valears qui, substitudes dans la relation 1), donneront :
2 317 417, 517, (1) - (B) =a0'1", ... 5177, (1) .. {59
(") F.G.8.C., pp. 27 et suiv., ois nos extensions des [héorémes de Pap-

pus, de Desargues et de Paseal, out éé donndes, pour la premiére fois, ct
directement, pour les courhes du cinquiéme ordre.
P
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§ VI'. Cnsise pE pENTAGONES ().

32'. Liideniité trouvée plus haut (n° 24°)
wyeatmy + ey e - A S e =0 . . 1)

exprime que les trois pentagones o .., /..., o) ... sont conju-
gués entre eux, et 'on y lit I'énoneé :

Théoréne XXVI)'. EXTENSION DU THEORENE CORRELATIF bE GELUI DR
Parves. Si trods pentagones sont conjugués entre enx, les pro-
duits des distances d’une droite quelconque (passant par un som-
mel) de Pun d’entre ewx, aux sommets des deus aulres, sont
analogiques;

et, plus généralement :

1l existe une relation linduire entre les produils des distances
d’une droite quelconque (du plon) aux ternes respectifs de som-
mets de trois pentagones CONJUgues entre eur,

#3". En conservant les mémes notations qu'aux n® 14 et 24
nous aurons, pour chacune des jonetions 1 ... 5" d'un centre
quelconque (dans le plan) avec les sommets de méme nom du
pentagone, la relation suivante, qui se tire de 1) :

Ty my— dwy e =0, . ., . . . 2')
et, comme dans ces mémes numéros, pour la droite 17 ;

=1 (1), my= 21" (), ... o= 51", (3);

m=UI"(), . L e =51 (3

valeurs qui, substituées dans la relation précédente, donnerent ;

(M) (57) 4 B =2 (117) . (57 10 5,

("} F.G.8. C., pp. 47 et suiv.
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Pour les poinis 2"...5", il suffira évidemment de changer, dans
cette relation, 1" en 9., 3",

La comparaison des cing égalités ainsi obtenues conduira aux
suivantes :

ER RS- L T ¥ R T L

I O T U [ ]2..= [ l..: [ ]:[ ],,.‘.’
ot les quatre derniers membres ne sont antre chose que le pre-
mier lui-méme, dans lequel ona & rempiacer 1' par 2", 3,
A7, B,

Elles expriment le théoréme :

Théovéme XXX, Exvessioy pu tnfonug pe Dzsaraues. Dans
un systéme de frois quinguélatéres conjuguds entre cux, 1une
transversale quelcongue rencontre les colés de ces quinguélatéres
¢r trois quines de points en involution.

84. On trouve une expression plus générale de cette involu-
tion en proeédant comme nous I'avons fait au n®° 8.
Cette cxpression, mise sous forme symbolique, est

};).’(a:—- xy) .. (* — rl=0.

85. Du théoréme précédent, {ui est applicable & un systéme
des quinquélatéres conjuguds inscrits & une courbe du einquiéme
ordre, on dédairait immediatement Pextension que nous avons
donnée au théoréme de Pascal (*); elle s'énonce, pour le cas ot Ja
courbe est remplacée par un quinquélatére :

Théoreme XXX. EXTENSION DU rmEOREME pE Pascay, Dans un sys-
téine de dewax sélatéres conjugués ¢ un quinguélatére, les infersec-
tions des cotés opposés sont collimantes, '
théoréme doat Fexpression analytique la plus simple est

Gediadl =k 0 A, . . . . 3

et montre, en méme temps, Uexistence de trois sélaléres conju-
gués cntre eux.

(*) Pourla démonsiration, voir F. G. S, C., p. 29.
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15

Pour les droites 27...57, il suffia de remplacer 1" par2”,..5
Comparant entre elles les relations obtenues, on (rouvera :

(‘l'l”) . (21") e (51.”} [ ] [
Ay ey Lo L e [ o [ ] ’
elles expriment le théoréme :

Théoréme XY, EXTENSION DU CORRELATIF DE  THEOREME DE
Desancuns. Dans un systéme de irois pentagones conjuguds entre

e, si Uon joint leurs sommets & un centre quelcongue {(du plan)
par des droites, ces trois quines de droifes sont en invokution.

24'. On trouvera, comme aun® 8', la forme symbolique plus
sénérale de cette involution :

]

(X — X}). (X — X5 =0.

25'. Du (héoréme qui préeéde, on déduit immédiatement
celui (ue nous avons donné antéricurcment pour une courbe de
fa cinguiéme classe en général (*), et qui s’énonce, dans le cas
ic considéré :

Théeréme 1YY, Extension »v Tugonine v Buiancnon. Dais wn
systéme de dewx hexagones conjuguds & un pentagone, les jonc-
tions des sonimels apposts sont concouranies.

Lexpression la plus simple de cc théoréme est

af w

Wy eee TG Ay ees D CIRTE -~ 39 1 L SN 5)

I

on y déeouvre l'existence de trois hexagones conjugués entre
eux.

(') F. G. 8. C, p. 49

R——
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36. Ce (héoréme a, pour eorollaires immddiats, les sui-
vants (*) :

Théoréme XXXI. Si Uon combine trois 4 trois, dans un ordre
quelconque, les couples de cotés opposés de dewx: sélatéres confu-
Gués fnscrits d un quinquélatére (ou ¢ une courbe dy cinquidme
ordre), on oblient un hexagone inserit ¢ une conigue.

Théoréme XXXIL. Si on les combine qualre ¢ quatre, on obtient
wn sysiéme de dewx quinguilatires CORJUGUes inscrits ¢ une courhe
du troisiéme ordre,

Théoréme XXXTII 87 on les combine cing & cing, on oblient un
systéme de dewx quinguélatéres congugues inscrits & une courbe
duw quatriéme ordre,

Si l'on exprime analyliquement ces trojs corollaires (voir n° 4 7),
on verra que, de Fidentité

B By —20h e ) = 4, A

y
o petit déduire les suivantes :

1° ddai — g = kG A, cle.

2 A g L= KO A, ete

30 0y i L Ge= AL A, ete

Et, en éiendant cette méme forme d’équation, on obtiendra
le théoréme général -

Théoréme XXXIV. Dans un sistéme de dewx n latéres CONFuGuis,
fuserils & un quinquélatére {0u @ une courbe du cinquiome ordre),
les couples de cotés non adjacents se coupent en n (n -— B) points
stiués sur un liew ’ordre n — B,

37. Pour déeouvrir, dans les quinquélatéres conjuguds, 'exis-
tenee du rapport anharmonique dun einquiéme ordre, parions de
Iidentité

& edi=d. 6 — Miady; L. L. 4)

(") Bulletin de P deadémie, 2 sdrie, t. XLIV, p. 194,
i r
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3¢'. Ce (héoréme a, pour corollaires immédiats, les sui-
vants : )

Théoréme XXX1'. Si P'on combine trois & trois, dans un ordre
quelcangue, les couples de sommets opposés de deux hexagones
conjugues d un peniagone (o ¢ une courbe de la cinguicme
classe), on obtient un hexagone circonscril & une conique.

Théeréme XXXII'. 87 on les combine qualre ¢ quatre, on obtient
un sysiéme de dewx Iétragones conjugués d une courbe de la troi-
siéme classe.

Theortme XXXHU. Si on les combine cing é cing, on obtient un
sysiéme de dewx pentagolies conjugués ¢ une courbe de la qua-
triéme classe. '

En étendant Ia forme d’équation qui préeéde, on arriverait au
théoréme :

Théoveme XXXV, Dans un sysieme de deux 1 gones confugués
@ un pentagone (ou G wne courbe de la cinguiéme classe), les jonc-
tions des couples de cités non adjucents, au nombre den(n — B),
envelopperont wne courbe de classe n — B,

3%". Recherchons le rapport anharmenigue du cinguieme
ordre dans lidentité ‘

, \
Ty By T AT ... T

i

T ... Ty

Coupons, par une ransversale quelconque, les eoiés des penta-
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Joignons, & un eentre queleonque, les sommets des quinquéla-
téres 1,2, 5, &, et 1, 2,3, &, ', somymets qui sont les inter-
sections du coté d’un quinquélatére avee deux des cing ciuds
de I'autre, pourvu que ces sommets déterminent compléteinent
les quinquélatéres.

Nous choisirons, comme icls, les points

IR . [ . . ', [y
129 ]57 931 24: B 55; &‘Es 4‘1: 515 dy,

(ui sont Ies intersections suceessives des edtés 1" et 2, 1" el 3, ete.
Conservons ccs mémes notations pour représenter les rayons

qui aboutissent & ces sommets; nommons 1315, 4:3;, ete., les
longueurs des cotés 1, 1, etc., comprises entre ces sormmets ;
ious aurons, comme au n° 28, en rapportant les distances Ji..
au centre considéré ;
40.5]. (45])
Py =
415
(que nous éerirons
TES T
Nous aurons de méme :

d‘.;::ﬁé*l;}, = L%, &= i%ﬁif, &= Sé’i‘r'if:

A e R L N S T e
et

= 1S = kL = 9 8= o, = 5.

Substituant ces valeurs, développées, dans identil 4}, al
supprimant les factenrs 4;, Bi, 5, 4, .., qui seront coramuns i
lous les termes, nous trouvers

(#a8i) (5:12) (1520 (2i5)) (5i4s)
AV 1 F MY T
., (els) (262)) (5:55) (b)) (Bi5:)
Ay 290 3.5) . Ak . BIE
(1:3) . (1ds)- (254)) . (281} (5;5;)

1535 . A3dy . 234 . 25, . BB,
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gones 1.3, 1.5, que nous définirons comme plus haut,
n® 28’ et Que Nous nommerons

IR T O T
13, 155 25, %3 Day By Ay, 4; 5, B3,

gui sont les jonelions respectives des sommets 17 et 2, 1'et 3, cte.
Conservons ces mémes notations pour désigner les intersee-
tions de ces cdlds avee la transversale ; nous aurons :
_ Ml (4) . (B)
G
que nous éerivons {45;1, et ainsi de suite.
Substituées dans Tidentité précédente, ces expressions don-
nent : .
LI R Mo A - T W
(B1). (B2) . (1325) - (250 - (Budey)
. 1915 - 2525 . 535 . &by . BB
{112 (232)) . (553) . (dshi). (5153)
_ haBs . Ly L 2040 . 955 BB
) (k) (254 (250 (BB

Comme les dénominateurs sont indépendants de la transver-
sale, nous pourrons écrire, comme plus haut, n® 98" ;

(R Y L U=y § LU U

et ¢noncer le théoréme :

Théoreme XXXV, 87 Pon méneune droite quelconque dans le plan
de trois pentagones congugués entre eux, il existe une relution
linéaive entre los produits des segments interceptds, sur celle
droite, par les quines respectifs d’angles des trois pentagones,
qui n'est qu'une autre forme des théoremes XX VI et XXIX',
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Si nous TCRArGLUoNs gue les dénominateurs sont des quantilés
conslantes, quel que soit le centre ehoisi, nous pourrons écrire,
plas simplement :

(4B (i) (1525) (2430 (3344
L (1) (220) (33 (ki) (553
= (13 (1sds). (Zsh)- (2:51) - (3.54)-

Oz, les différents facteurs , gui entrent dans ces expressions,
sont lcs angles soutendus, au cenire du faiscean, par les cotds
1, 2,3, 4,5; 1, @, 3, &, 5; 17, 9 3, 4", B, qui sont
limités respectivement par AN TR S SO R 9. 55, &
9,3, 3, &; &, 5; 5, 1;1, 2; de sorie gue la relation précédente
pourra g'éerire :

(1) (@) (3) () (8) — (1) (2) B (&) B) = E(17)(27) (37) (47) ()

el s’énoncera ¢

Théoreme XXXV, Si, d'un cenlre quelconquc (dans le plan), on
méne les rayons aux sommels de trois quinguélaléres conjugues
entre eux, il existe wne relation lindaire entre les produts des
sinus des angles soutendus, en ce cendre, par les quines respectifs
de cotés des trois quinguélaiéres, -
énoncé qui ne différe pas, dans le fond, ni de noure extension
générale du théoréme de Pappus (n° 32), ni de celle du théoréme

de Desargues (n® 83).

28, Si le centre dn faisceau est un point du (roisiéme quin-
quélatére, le cccond membre des identités précédentes estnul, et
Pon a :

S L (4) (2} (3) (4) (8) _ (4:8}) (8:45) (15%) {245 {3k}
T )@ (Aale)(2:20)(3:30) (i) (3152) ’

ou bien

(481) (5a13) (1523) (2484 (Bidks)

(A (5139 (1317) (2:23) Bi3a)

P

expression dans laguelle on retrouve la loi de formation énoneee
qus 0™ 20 el 29, et que nous appellerons RAPPOTT ARKARMONIQUE

=

6) .

B L 1T
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38, Si la transversale passe par I'un
ZONC w ... oy , O1 AUFA

des sommets da penta-

(M (B) 1B WBLBM 12 930 Bk "
PAY ) VB A B A 25255 ’

expression dans laquelle on reconnait le RAPPORT ANHARNONIQUE

pU GISQUIEME ORDRE.

Nous pourrons done énoneer ce (héoréme fondamental :
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LU CINQUIEME ORDRE; nous pourrons done énoncer ce théoréme
fondamental :

Théoréme XXXVL. Si Pon joint un point quelcongque d’un quingus-
latéreaux sommets (*) de dews quinquélaléres conjugues au premier,
te vapport anharmonique du fuiscean ainsi formé est constant ;

et T'on pent ajouter (voir ne 20) que

Ce rapport est égal & celui des segments inlerceptds, entre les
rayons, sur une transversale quelcongue.

Reuangur cavrrare. Le théoréme qui préeéde cst manifeste-
ment applicable au eas ot le premier quinquélatére est remplace
par une courbe du cinquieme ordre, i laquelle les deux autres
seraient conjuguds (**),

Dans cc cas, nous aurons e théoréme général

Théevéme XXXV 87 Pon joint un point guelcongue d’une courbe
du cinguicme ordre aux sommets de dewr quinquilatéres congu-
qués a cetle courbe, le rapport anharmonique du fuisceau ainsi
formé est constant,
nouvelie cxtension de la propriéts anluermonique de quatre points
t’une conique,

39. En procédant comnie au n° 30, et désignant par4,, 3, ete.,
les rayons qui joignent les extrémités des ediés des quinguéla-
téres & wir ventre queleonque; par (1) ete., les sinus des angles
soutendus, en ce centre, par les ¢o1és 1, ete., nous derirons iden-
tiquement :

4.51.(1) B3 4,5.(2) 15.2%.5) 20.5.(4) 3.4 (5)

(1) (2) (3) (4) (8)
11 {1) %5.2,.(2) 3..3%.(3) Ay (47} B
() (2) (5) (%) (6

L1207 @) %.00.(5) 2.5 5.5.(57)
N N T

et nous énoncerons, par suite, le théoréme :

{"} Voir plus haul comment nous avons défini ces sommels,
(") B.G. 8. C, p. 27
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Théoréme XXXVI'. 8i Pon wnéne une droite quelcongue par l'un
des sommets d’un pentagone, clle rencontre les cotés (*) de deux
pentagones conjugués aw premier en dix points dont le rapport
anharmonigue est conslant ; '

et 'on peut ajouter que

Ce rapport est égal 6 colui du faiscenu formé par la jonction
de ces points & un centre quelcongue.

Revargue capirare. On peat remplacer le preinier pentagone
par une courbe de la cinquitme classe, & laguelle les deux autres
sont conjuguds, ct dire, dans ec eas :

Théoréme XXXVII. Une tangente quelcongue ¢ wne courbe de la
cinguitme classe rencondre les coiés de deux pentagones congugués
a cetle courbe en dix points, dont le rapport anharmonigue est
constant.

Cette propriéié de dix tangentes i une courbe de la cinquiéme
classe correspond & Ia propriété urharmonique de quatre fon-
gendes 4 une conigue,

39’. Ferivons identiquement :

1 2 5 4

(). (5.1
' )

(1) (33). 1"

1

() (3.1 (39.(1).2 (19). (20,5 (2).().4 (3).(8).5

53 4

. . . . . ’ . . - . . - . . . . . . 3

nous pourrons énoncer Ic théoréme :

Théoréme IXXVIL. Dans le cas de trois penfagones conjugués
entre eux, dont les colés (**) sont coupis par unedroite guelcongue,
st Uon forme le produit des quotaires des triangles qui ont leurs

(*) Définis plus haul.
() Ibid.
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Théoréme XXXVUL. Dans le cas de frois quinguélatires confugués
entre eux, dont les sommels (*) sont joints ¢ un centre quelcon-
que, si Uon forme le produit des uires des cing triengles qui ont
leurs sommets en ce centre, et pour bases respectives les cétés de
chaque quinquélatére, ef qu’on divise ce produit par celui des
sinus des angles formés au sommet de chacun de ces triangles, le
quotient obtenu sera constant pour chacun des trofs quinquélaiires.

Si nous exprimons les aires de ces triangles au moyen du pro-
duit de la base par la hauteur, en désignant Ics hases par 1, ete.,
les égalités préeédentes s'éeriront '

1.4 2.9, 5.9 4.4, 5.4, LRI MR L 5. &y

LI I R R 7 Rl R v
Si Ie centre du faiscean est pris en un point queleongue du
lien qui a pour équation
G=d..d—d.. =0, . . . . . 7)

on aura doue :
Qidy B (1)@).(5)

= e T T

Aedy A5 (1)(@)..(5)

ce qui nous raménc la propriéid anharmonique trouvée plus haut.
40. Si nous recherchons la signification géométrique de
I'équation
Co==4d..4—14,.. =0

par la méthode du n° 31, cn éerivant

a=”“")'(455), 5 =2.(95;)k(94;)’ ry:s.(sa;).(sggjj
J ) : @) ’ (3)
g B (62) (45 g 583 (54
T T ey
LD .(1’4;)’ - 2'.(2'9,;).(9'99, 5 5.(5’5;).(5*5;),
' {1 ? (2) ’ (3')

AR B
L S A AN G

(4) (%)

{*) Youir plus haul la définition de ces sonunrts.
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bases sur cetle droite, et pour angles adjecents respectifs ceux que
celle-ci fuit avec ces mémes coles, et qu’on divise ce produil por celui
des bases, le quolient obfenu sera constant pour chagque penlagone.

Mais on g :
(). (3 A = (1) =, cte.

Ces valenrs substituées dans fes £galités préeédentes donnent :

(om  @w _ (1)m B)m (1. (58]

5 - 1’ 5 1" v 5

Si la (ransversale cst langente au lieu qui a pour équalion
= m— o ..og=0, . . . . 7

(que ee soil w pentagone ou une courbe de la cinguieme classe)
on aura done

¢'est-a-dire la propriéié anharmonigue trouvée plus haut.

40’. Si nous recherchons la signification géométrique e

Péquation
Comry @y — ] ey« o o o« - . 1)

par la méthode du n° 31/, en éerivant

14, .15,. (1)
o= —— el

(1

nous obticndrons, en substituant, et cn comparant la valeur de
& celle de la relation 67) :

1%, 15;.95; .21, 51;. 32 42, 43; . 55; . B4

bl
= f . P T
194, 445,92, 22, 3’558, A4y 44, B0, D5,

clest-a-dive
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nous obtiendrons, en substituant et eomparant 4 Ia relation 6) :

. (14) . (15) . (28)). (203). (517) . (532)) . (42}) . (45}) . (83)) . (34;)

(M43)- (13 (2/%:) (2%) (35)) . (3'3%) . (W 43). (W &) . (5'5) (58

cest-d-dire :

Théoreme XXXIX. 8¢ une cowrbe du cinquitme ordre est conju-
guée & dewx quinquélatires, et qu'on joigne los sommets de cenx-ci
@ un point quelconque de o courbe, le rapport des produits des
sinus des angles complés, dans le premier quingqueélatére, depuis
les cotés de cetui-ci jusqu’aux reyons aboutissant ¢ leurs extré-
milés, d coux des sinus des angles » complés de méme dans le se-
eond, est constant.

AR. Il serail fort aisé d’étendre les théories qui précédent a
un systéme de trois » latéres econjuguds entre eux, c'est-a-dire
satisfaisant & I'identité

N ondi=4 i 8, —2d) g,

el d'en déduire tous les théorémes fue nous avons donndés plus
haut relativement aux bilatéves, trilatéres, quadrilatéres et guin-
fquélatéres conjugués, on A des courbes rapportécs & de sembla-
bles systémes, ainsi que Pexpression du rapport anharmonique
du »° ordre,

Mais nous croyons d’autant Plus superflu de nous y arréter,
que nous avens démontré (*) quau dely du cinquiéme ordre,
I'équation d’une courbe ne peut pas, cn général, se mettre sous
la forme

Co=0 i dy— 28} ... 3, =0,

Bornons-nous dene a [uire remarquer que la loi de formation
que nots avons (rouvée pour les rapports anharmoniques du

{) F.G.S. G,y 1.
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Théoreme XXXIX. S7 une courbe de lu cinquidme classe est conf~
qude @ dewx pentagones, et qu’on coupe les cotés de cemwr-ci par une
tangente quelconque a lo courbe, le rapport des produits des cotés
du premier pentagone, compiés depuis les sommets de celui-ci
Jusqu'd celle langenle, @ ceux du second, comptés de méme, est
constant.
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froisiéme, du quatriéme et duy cinquiéme ordre est tout 4 fajt

géncrale, et que le rapport ANHABRMONIQUE DU %° ORDRE

s'écrira,
par suite,

pour un faiscean de 2 droites, en continuant i faire
usage des notations qui précédent, :

g =t ) i) (15, 2) e, w1
L= ———— —_—

n
("1, ' — 1) ;) (L) — 2, 0 —2 )

ou, si 'on veut remplacer les notations

[ r * [ * [ a3’
w— A, ny, w4, 4, 9% a — 2, 7' —1,

par les nomhres nawrels 1, 2, 3,4,5,6.. 20 —1, 9 :

(2B 4)(5,6) ... (2n-1,9m)
“Wmn@a%mqm—z%hn'

§ VI, Ravront AxmarMoniouE nu CINQUIENE ORDRE ().

44", Le rapporl anharmonique da cinquiéme ordre

y 0w des dix rayons
%4y, B == 1, s'écrira, suiv

and les conveuntions da no 22bis -

— {‘19 10) _ ()'1 - }'2} (}-3 — )'4) {J‘s; - l10)_

()'m_ ) (2 — Xe) o {2y — Xy ]’

et Pon voil immédiatement que Pou aura **:

(1214161810) =1,

(125461810) = — (1954)
(1254561810) = (123456)
(1234867810) = — (12345678) ;

un voil, en oulre, que le rapport ryou (12 ... 90) est identigne aux suivants

(54..0012), (36 ..1234), (78.. 53056), (90 .. 567),

1 Yoir Bull, de Udead., 2¢ gér,, 1. XLAY, pp. 469 el snjv.

V') Powr dviter toute ahiguilé, nous remplacerons 10 par 0.
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el qu'tl est permis, de plus, de renverser 'ordre dos figures dans chacune de ces
expressions,

Les formutles qri snivent donueront le moyen d'exprimer le rapport du ein-
quieme ordre par des produils de rapporls d'ordre inféricur :

7y={12..0)= — (12 .. 8)(1500),
ou, eu remplagant (12, ., 8} par ses valenrs, trouvées au no 5bis .
75 == (123456) (1678} (1890),
Ty ==—(1254) (1436) (1678) (1890;, ¢ . . . . . | 9
ry = — (1234) (5678) (1458) (1890),
Ov (rouverait aussi directement
ry=(12 .. G). (167800),

ce qui west, du reste, auire chose que la premiére ou la deuxidme des formules
précédentes.

En appliquant fes formules 2} aux expressions 1}, on en ircuverait dautres,
tonles équivalentes A r,

L’extension, au rapport anharmonique du ne ordre, des formules que nous
avons tronvées pour le troisiéme, le qualribme et e cinquiéme, est telloment sim-
ple que nous ne nous y arrélerons Das, nous hornant & donuer Pexpression de ce
rapport au moyen d’un produii de rapports du second ordre :

P = (A (1234) . (1456) . (1678)...(1 20 —4 23 2n--2) (120 -2 2n—1 29),

Nous ne nous arréterons pas davanlage a rechercher los formules analogues i
celles que nous avens données aux naméros 22k py 5[ pour le {reisicne et le
qualrime ordre ; cela nous entrainersi trop loin.

§ VI, InvorLurion vv civoviine onpan (*).

4207, lei encore, nous nous conlenlerons d'indiquer les formules au maoyen (es-
¢|uelles Pinvolation du cinquieme ordre pourra s’exprimer par des relations entre
les dilférents rapports anharmoniques du méme ordre ou des ordres inféricurs.

Cette involulion s'exprime, ne 33, par les formnles

1A% AT 18 15 [ 1T O
- — - = = .
LU L LN PENT.C 2 g ; X

dans lesquctles on peut evidemment intervertir les accents ou les figures.

V) Yoir Bafl. de dead., 2¢ sér., 1, XL1V, pp. 8% ef suiv,
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Celles- ¢i pourront se rentplacer par [y suivante ;

5

T =y Y,

el par celles qu'on en dédail ey avancant les ligures | o 2 sneeessivement d'un
de denx, de troig oy de quatre rangs.
De méme, Vinvolution geg duatve quines 1 ., 5, 1.1, ey 170 g s'exprime-
rait par
e
I ] W23t = oy S - )
o

el par fes fupnyles qui s'en déduisent ep avancam les aceenis, g les intervergis-
sant entre epy.
Celle deg cing quines de poinis 1, By 4 g s'exprimerai par

&
215y 400 =t . . PR 3|
o

el par les formules qui s’en déduissent comme plas hyug,
Eufin, Finvolutign des six quines de poimts 4 .5 . (v 8vs0 traduirai par
t2 formule
s
I} L2031 gy — Lo 0y
ir

¢t par cetles qui g%y déduisent de meéme,

La régularitg qui se manifosto dans ces formules, ftont~senlement en e I'exac-
titude hors ge doute, mais Pernel, de plus, de Tes généraliser avec Iy Mus grande
facilite,
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CONCLUSION.

H nous resterait encore i traiter de I géndration des courbes
du n* ordre au moyen des points n*® ('intersection des rayons
de » faisceaux homographiques, ou de # faisceaux de n® ordre,
ainsi que de la véritable conception du principe de dualiié.

Quant au premier de ces points, nous nous bornerons, pour
aujourd’hui, & renvoyer aux Notes {uc nous avons déji publiées
sur ce sujet (*).

Quant av second, il demande, pour que la dualit¢ apparaisse
avec une parfaite évidenee, & étre traité d'abord dans espace,

Ce n’est done pas ici le lieu de nous en occuper. Nous voulons
d'autant moins le faire, que nos rectordonnées, ramendes de
lespace dans le plan, nons feraient retomber touf simplement,
pensons-nons, sur les cvoordomndes tangentielles, telles que
Clebsch les a déduites, dans son ouyrage posthume (**), des
coordonnées trigonales de la droite.

Les (héories que nous venons d’exposer, jointes & cclles que
M. Le Paige a découvertes (™), permetiront de construjre par
points, d’'une manidre élégante, une courhe spéricuve déier-
niinde par un nombre suffisunt de conditions,

Ces constructions feront Tobjet d'un prochain travail, pour
lequel M. Le Paige a hien voulu nous premetire sa collabo-
ration,

("} Bull. de P dead., 1. X1LIV, I 4745 et Recherches de Gdomeétrio supe -
riewre, 1. LXVI, p. 195,
("'} Crepsca-Lispzmaxw, Vorlesungen siber Geometie,
(") Bull, de PAcad., 1. XLIV, P 94-96, 158-466, 247-250,
Ihid., . XLY, pp. 231-957, 365-3806, BA6-H64
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