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T . DU PRINCIPE DE HAKILTON L.

‘Le principe de HAMILTON constitue une formulation de la mécanique
basde sur 1l'étude des mouvements. €'est donc une approche ol la cinématique prend
le pas sur les considérations d'équilibre. La généranlité des méthodes qui en

découlent lui donment un rdle privilégié en méecanigue analytiques

1. Systéme & un degré de liberté

Soit un point matériel de masse m, astreint & se mouvoir selon une droit

a

si X (%) est la force appli-uée & ce point, sa position ® sera une certaine

f ion du t . Clest précisépent celle-ci
2w K[F) onction du tenps st précisémen e
[P et S que nous cherchons, Posops—nous le problime
I :
0 suivant ¢

Supposons que l'on comnaisse la position du point aux instants +, et tg. Comnment

1
trouver x dans :]t1 r T.?

A oL )
ety eam et .
WW Soit done x (t) le mouvenent réel. Tout autre
oGl “\/ mouvement % satisfaisant les relations
x| T O
U { | Mouvemen (1)
| . = £ (t.)=x {
| Y 2 2
{
I .
‘:n t, - sera de la forme
=x+ 8 Xy
avec
Sz ) = sxliy)=0 ' (2)

La différence S x est appelde variation ( du mouvenment)! Toute varia-

tion vérifiant les conditions (2) est dite admissible .

LA cetie variation correspond une variation de 1'énergie
cinétique
AT = %— o (g},+6g§,)2'. "E /M’il = S +-‘?—'- MCS’;’)l
| = 8T+ 58LT

Le premier terme est appelé variation premidre de 1'énergie cinétique et le second

variation seconde. Plus généralement, étant donné une fonction f suffisamment

régulidre de x et J;?," on a, par la formule de Taylor,
[ . A. 3
_f(1,+5xyx+5i) = 70/1’1)'#5—?* /_;_5’2%)_*373_7/’4....) ()

oli les termes
§ .—.D?/@yz,)écc,-\-@f/?)ql)gi ‘ ‘
Sf,f:( (a?'f/'c)otq‘)S‘)(l + 2 (a”f/_aqnaql) 51 51 + (sz/Diz)gxz {l.;)
530= (9°f/ox’ )8"+ 3 (0% /9205 ) Stsa + 30%/0052) 62854 (00?52

L . A ¢



sont appelés respectivement variation premidre, variation seconde,variation

troisiéme, etc.....
On voit donc que la variation (premiére) d'une fonction se calcule comme une
différentielle.

Cela étant, le principe de HAMILTON stipule que, parmi tous les mouve-
ments admissibles, le mouvement réel est celui qui vérifie 1'équation variation-

nelle

£ -
J {§T+§’Z§OL&:O ' (‘3‘)
2

o T est 1'énergie cinétigue

A ¢ 2
Do T= - mr [G)

tandis que 52: est le travail virtuel de la force X

5C= Koz (3)
Montrons que ce ﬁrincipe entraine 1'équation de NEWTON. Une intégration par -

parties donne en effet

: _ e, b .
f:%—ro[/(“: J:LM\’)‘Zéji o{/ti':.: ]‘/)‘W)vch.]tiv faﬂﬂflrsa.dt
t \

&

et, comme Soclty) = SX(PQ)= O, 1le terme aux limites disparalt, si bien qu'il

ne reste plus du principe que
o
[ my ex) 62 k=0 ;
h

1'arbitraire de ® x, il en découle
n X = X,

soit 1'équation de NEWTON,

2, Mouvement d'un point matériel dans 1l'espace
La généralisation éu cas d'un point matériel posédant trois degrés
de liberté notés x, y, et z est évidente : on a alors
-4
6@: AEx+ 553-% 25}

0N

et les variations seront admissibkes & condition gue

S (t4) S ll,) = o _
&a.(h): g‘a “1) =© (9)
5} (h) = g} (|,1> =0

m (iz_)_ 8'?._*_3‘1)

(8)

(!



Le principe de HAMILTON, gqui s'écrit toujours sous la forme (5), conduit alors

aux trois équations

)(«M;J:=O, y-w,z“]’:.o) Z»rmb = o

3, Systbmes & nombre infini de particules

La généralisation & un systéme contenant un nombre quelconque de parti-

cules repose sur l'addivité de 1'énergie cinétique et du traveil virtuel.

On écrira donc toujours le principe de HAMILTON gous la forme (5), mais cette fois
T représente 1l'énergie cinétique de l'ensemble, et ,‘le travail virtuel de
toutes les forces, extérieures et intérieures.d nouveau, il faut s'interdire de

et t2.

modifier la configuration en t1

L'étude rigoureuse de ces systémes fera l'objet d'un chapitre spécial.
Elle mene en général & des équations aux dérivées partielles dont la résolution
est trés difficile, sinon impossible. Aussi est-on obligé dans la plupart des cas
de discrétiser le systéme, c'est-a-dire de restreindre le nombre de ses degrés
de liberté a une quantité finie. Ainsi, par exemple, le systéme bielle - manivelle
représenté ci-dessous possdde un nombre infini de degrés de liberté. Cependant,
dans le cadre de l'approximation des
corps indéformables, il n'en posséde
plus qu'un, l'angle de la manivelle.
3i 1'on s'occupe du fouettement de 1la
bielle, on peut, au lieu de considérer

celletci comme un corp continu, suppose

que sa déformée de flexion a une forme

particulidre, par exemple, qu'il s'agii
d'une parabole. Cela ne nécessitera
qu'un seul degré de liberté supplémenteire, la Ffliéche au
nilieu de la bielle. Cette méthode consistant & imaginer a

priori la déformée est appelée technigue de RAYLEIGE - RITZ.

Les systémes ainsi discrétisés possédent donc um nombre fini de degrés

de liberté décrits par n coordonnées généralisédes Gy seey G en fonction desquel

peuvent &tre exprimés les positions de tous leurs points.

Définissons un indice k B K repérant chaque point du corps. Au point
k correspond la masse QPk, que nous- écrivons sous forme différentielle par'
convention (I1 faut 1'entendre comme une mesure)g

Nous avons donc supposé qu'il est possible de nettre les coordonnées

de tout point k sous la forme

Lp “.)C},;.) ’ %K(f‘/c‘;) ’ %’k(y/ﬂi) : (’10)




s Y

. H N
Des liaisons pouvant s'exprimer de la sorte sont dites holonomese Nous les suppo-

gserons toujours telles. Il découle directement de ces relations que les vitesses

stécrivent 5 :
L =k g
T B iooqy e
2dr %% . |
p = Y& = R
’& D + “ 'a:i. qd‘ (44)

wie T 224,
Quant aux variations .de la position, elles doivent respecter les liaisons (10)
et s'éerire

Shy = = 7(4" 59

1

Gﬂ‘ (42)
P,
§éﬂlcz %? E;gi .§q£

L'énergie cinétique s'écrit alors

/ (g 4o 4 wt) dp (13)

soit, compte tenu de (11),
T=T 4T, +1T ,{44)

ot les indices 0,142 représentent les degrés d'homogénéité en les q'i. Expliciteme
o DR A2, O\, Oy
T’:EJKL(?‘:)A%BE) ,['DE)J MR

: Ot 0% Phe Dl Dk 2ox
f[%“é'%?;f%? TR 0. 7'k

_ h’{*_@ Ok /D%K% + ?& g‘h‘] o\/LK
'2: 4] K M, ’a”’() 9. 961 1

Dans le cas ol les liamison ne dépendent pas du temps,les termes Toet T1 sont nuls

Exprimons & présent le travail virtuel 62; « Les forces appliquées
se divisent en forces intérieures,dues aux actions réciproques des diverses partie

du systéme et forces extérieures.appliquées au systime par le milieu ambiant.
t‘

\z

Le travail virtuel des forces intérieures 'X ﬁ k

appliquées aux divers é1léments k s'écrit, en tenant compte de (12),

st [ (X o+ 995y, + z,53,) 4k
K

1)

= % ?ig%‘ P (45)



ol apparaissent les grandeurs

o e AL

appelées forces internes généralisées conjuguées aux 54; + Il convient de noter:

qu'en pratigue, le caléul ne se feit jamais de la sorte: on essaie en général

dtexprimer directement le travail virtuel sous la forme (16)

De la méme fagon, le travail v1rtuel des forces exterleuresxk, h/ZF.

|4
stéerit
06°= FRudq, (13)
avec
°
JO&;{’ ;f‘;+3 ﬁ’%ﬁ- =) aﬁ )dk (43)
K qt
Le principe de HAMILTON prend alors la forme suivanies
L_
[F15Thg, 4.0+ 2 Riq+ 20 & fdb=0, (o)
b' ~ . :

pour toute variation des a4 vérifiant les conditions

Ve §a.(t) = (24
89.(0)= &9, (k) =° )
On en déduit aisément les équations du mouvement : on a successivement

£,
(a2 B e R B ] -
t1 4 1

et
[?.l“g ] +J =[- 2 (5)*%+ﬂ+@d&h‘”

vu la condition (21) et. 1'arbitraire des variations, on en déduit les équations

b /Ty _ T - (

connues sous le nom d'équations de LAGRANGE.On y voit apparaftre les forces

d'inertie généralisées

o7
- ,g ) + o
I
& 1l'aide desquelles 1'équation (22) peut &tre interprétée comme une équation

d'équilibre & la 4'ALEMBERT.

Bn régime hyperélastique, les forces intérieures sont congernatives,
ce qui 51gn1f1e que 55579 3% esgt une différentielle totale: il existe done

une fonction V© telle que

55.73'52f =z - ghvlt[é )



On peut d'ailleurs imaginer des potentiels plus généraux dits potentiels Jar..

giens M"'[7/7') vérifiant la condition un peu plus faible

t .
jz[é }0-5'7,—,‘5/‘44') dt- = o (25)
] Y
On vérifie aisémentaisément que dans ce cas,
77.:.-9)\/)& +~'CIL_‘(D,:44/ [25)
1 ’97j olt

97?
Nous appellerons de telles forces " conservatives au sens lagrangien %. Il est
& noter que les forces magnétiques entrent dans cette catégorie.

De la méme fagon, il arrive que les forces extérieures solent conser-

vatives, au sens classique

Q, =- W= (23)

?7"-
ou au gens lagrangien s 1 N .
M- L d (aMe) " (
e - s = — : 2¢
&4, 97{_' OLb— @7 ¢ )

Quoi qu'il en soit, le potentiel lagrangien englobant le potentiel classique
comme cas particulier, nous nous servirons de lui pour les équations générales.
On a donc un potentiel global
W= 4o, (29)
qui permeté?e donner au principe de HAMILTON sa forme la plus classique
[ Lo <o
2

, L= T-M [30)

La fonction L = T - M est appelée lagrangien. Les équations de Lagrange s'écriven-

alors
fd_; _a.._L: ) - ?..L;- = O [34)
GL[/ '574- 971‘

soit, dans le cas d'un potentiel classique,

ok ?I) 2T 2V

*;Zt: /37’4.‘ :5—7: " 5?7:: ) [32‘)

4. Conservation de 1'énergiec dans un systéme coneexnatif

Appelant pi les impulsions
oL

47 o (33)

considérons la fonction

H = ? ’/%‘7‘: - L . (gl/)
fn a visiblement
?H _ 2L °oH _ _ 2L
5%:.’~ %9, 4 °F t
on on _ 4.
GQQ\ g CIP *



I.7
Cette fonction, qui ne dépend donc que de t, p, q est appelée Haniltonien.

Multipliant alors les équations de Lagrange par @i, on obtient

)) e~ 97 9, (35)

Or, on a par ailleurs

. . L . L s
Eéf: = 2% + = = 7 ff: é?T—' 7.
OL&— 9& 4 - 71/'
ce gui implique
oL 9L .o L oL
42 29« 7. T 2 7 ol T OF /3¢)

Additionnant les deux relations (35) et (36), on obtient

= (Fpef-1) =

ol

ou encore

A _on
ol p (21)

Ainsi donc, dans un'sxstéme dont les liaisons ne dépendent pas du temps, le

Homiltonien se conserve. Or, on a, dans ce cas 13,

T = T2
Si 1'on suppose de plus que le systeme est conservatif au sensg classique, on a
donec
L = 2 -V,
=5 TV
d'ol

H- % if-‘»xfuc';(ﬂrv = T,+V

ce qui signifie que le Hamiltonien s'identifie & 1'énergie totale T + V.



PETITES OSCILLATIONS D'UN SYSTEME CONSERVATIF AUTOUR D'UNE CONFIGURATION
D'EQUILIBRE STABLE

1. Nécessité de linéariser

Considérons, pour fizer les idées, le
pendule double représenté ci-contre

La vitesse de la nasse m1 a pdur
grandeur Ty dy Dans le reptre tournant
avec la barre 1, la nasse n, & la
vitesse relative rzqa; dirigée perpen-

diculairement & la barre 2. Il faut

y ajouter la vitesse d'entrainement

\\/?L\MLYD*B%)“)‘,‘ (ewk - (zy +1x, ces g, ) ci,l,

dirigée perpendiculairement & la barre 1, si bien que la vitesse de la barre 2

posséde, dans le systeme relatif, les deux composantes

(1t %9, )4 + 2y °§,_C9°$°z
/Llﬁ.z/b\;wﬁ)z
L'énergie cinétique de 1'ensemble s'éerit done
27= ”"4'2'7";}41*ML[('14+’1L@)"}2)‘iﬂ"k,_&izcﬂéql] L"' Mziatﬁ'ltééazﬁl y
et l'énergie potentielle due & la pesanteur,
V= - Mg tqeerq, = ™y 4 (f?,,, Cend| & ’?—L‘—“’-‘[“%"Lﬁz,))

On constate que, déja pour un un systéme si simple, les équations
seront trds lourdes. Leur solution nécessite d'ailleurs 1l'usage des fonctions

elléptiques. Mais dans le cas des petites oscillationg,il est possible de linéa~

riger ces équations. Pour ce faire, nous noterons que dans l'expression de 1'éner

gie cinétique, on a d'abord

qL
- A~ o4
CMO’Z e Z
3
e = -9
/)Mflciz_ ﬂﬁ, ___é____‘,,p.

51 nous convenons de nous arréter au second ordre, il suffira en falt de remplace:
ces g, par 1 et sin q, Par 0, car tous les termes contiennent déjh des termes

du second degré en les vitesses. On péduit ainsi 1'énergie cinétique 2

2! ) T ¢ . ’
2T ¥ m 7, 6[17'+ m, [('?—4}'1*2) C}f 4 24 lzz)'zl(f,ﬁz +Q‘lz C];,l ]

)T o ‘o T, T
<[ i AL 4.7+ 20m, (r1ty) 7, 9, 9, F AL,



N,
L'énergié potentielle s'éerit quant & elle, en se limitant encore au second ordre,
1,4 Ty (2
Ve -mg ey —m, g L bry) + & My g2 90+ Z Mgt 3" g (4+9,)°,

et on notera que le terme eonstant, ne modifiant en rien les équations de Lagrange

peut &tre omis. On a done
' 4 2, 4 . RY)
Vv, + z(m"*"ml) Yy + 7 Mg (9,79,)
I1 est alors aisé d'obtenir les équations de Lagrange linéarisées :
-~ ' 2 ‘v i .
+,ngQL(%+qL)= ©
; e 1 »e -
my (rat ) % g + rmya] q, + "y gralg,+9,)= o
Pour les résoudre, on cherche une solution de la forme

9,* a A wb > 9, ® b ot

ce qui méne au systéme lindaire
Iy 2.
L(/YV\,,,} Mﬂl}%m(* WL%QL -~ wz'(/“'b; 'L,;L'l‘ NM'L{'?—’;"’ "CQ,) ) ] a

¥ [mygr, = wt (myn, (2,4 %2))] b=o

-[/VWL‘&’LZ - wt mz("'4+ ’27»)/?'2__] a + [ngkz* wLM’).L./af'] L_): o

La condition de compatibilité de ce systéme fournit les pulsations propre w,au

nombre de deux. A chacune d'elles correspond une solution ( a,b) correspondant
4 une oscillation de tous les points & la méme fréquence: c'est un mode propre.

Nous reviendrons en détail sur ces notions plus loin.

2. Linéarisation des éguations des petites ogeillationsg

Généralisons la procédure déecrite dans le cas du pendule double.
Tout d'abord, les oscillations se faisant par hypothése autour d'une
position d'équilibre stable, nous poserons par convention 9 = o dans cette pogi-

tion. Le gystéme sera supposé conservatif au sens classigue, avec des liaisons

indépendantes du temps. Supposant alors le potentiel V deux fois différentiable,

on peut écrire son développement de Taylor
v A oty i
Vi) Vor 2% ) + 5 2(55) 49, + © (9% G
- T, Z‘J(B‘Ie""f)co"qa 1 )
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I1 nous est loisible de poser V (o) = o, car cela ne nodifie en rien les équationg
de Lagrange. Par ailleurs, il nous reste & expliter le fait que la position q;=0
correspond & un équilibre stable. Supposons donc le systéme au repos : on a T=o

et les équations de Lagrange se raménent &

(%4)0 = | (2)

I1 ne reste donc plus que 1l'expression
N = 4 = K,
vid;) z 3 K*) P P (3)

ol la matrice

PSRy
K‘i - [2‘153‘1,‘)0 . ' (4]

est appelée patrice de raideur. La stabilité de 1'équilibre & 1'origine va nous

permettre de déduire une propriété fondamentale de la matrice de raideur. En effet,
la congervation de 1l'énergie s'applique, et on peut exprimer la stabilité sous
cette forme : supposons que le systéme regoive, d'une manidre guelconque, une
certaine énergie cinétique qui lui permet de s'écarter 1légérenent de sa position
d'équilibre. Cette position sera dite stable si ce déplacenent tend & diminuer .'
1'énergie cinétique, quel que soit le déplacement, instable sinoni Or cette condies.
tion s'éerit

A A
7 5 Mg =0 AT >0 )
pour tout déplacement généralisé q,

ce qui signifie que la matrice de raideur doit étre définie pogitives
Posons alors & l'énergie cindtique. On a
! T = 20’&'1.‘ '. ':
Z z - a3 {J(CJ‘) 74. 73 /6)
et on peut écrire :

Pour ne garder que les termes du second ordre, il suffit donc de se limiter & limi-

ter & 1l'ordre O pour les mij’ ce qui donne
27T = = M,,.‘?',C]', (8)
< 1 laly
ol apparalt la matrice des masses

M,t} < /Y’?C)' /o) /a)



| T4
5. Notations matricielles

Les équations s'écriront le plus sinplement en faisant usage des nota—

tions matricielles. Posant

@T"" ﬁ q1:"!9 qn)'

K“".{K'ﬁj.ﬁ P M= t"'&j} (40)
7 .

q w® ( Qs ooer qn)y

On obtient immédiatement
- A T
V=73 9 KC\ (4n)
.‘A_ T M t AA
T= 2 1 9,
ce gui permet d'écrire le principe de HANILTON sous la forme

ta
N A sTMG - A gTKyg )db=zo
gfh (ZC} C’ Zal ‘1) {,)2)

Effectuons la variation @
EZ

%Jg- (§§TMq + TNI§ 857 Kgeq Kq) <o
|

Or, les matrices M et K sont symétriques, si bien que les scalaires élM&?
et CIT Ks_q s'identifient & leurs symétriques
T T e Ty S TR 5T
et il ne reste plus que
by - _
|5 ™My - 57Ky ol
£
t

i A
[Fo7 g - 5T (g r) ol

d'oli, en tenant compte des conditions 5-5)! “’1) zo ef ;7 [1'2) = oet du carac~

tére arbitraire de f,{ , 1'équation




Tl . 1ES NODES PROFRES

1. Soit un systéme défini par 1'équation

Mg + Kd} = 0 N et K définies positives (1)
On cherche une solution par séparation des variables spatiales et des variables
temporelles:dn épgira
glt) = Qle) %
g;é étant une fonetipn scalaire. I1 en découlera

q & ém.;@

G +Kg = Mxy Gre
Soit

EE. Mg + Kx =0

d'ol

Cﬁgae Kx ne dépend pas du temps, de méme que Mx, il faudra que 1l'on ait
2
é = - w2 y W scalaire

2
Nous justifierons plus loin le signe de w . Il vient donc

-TIEPT la partie temporelle

dtw'p=o|

solution sinusofdale (3)

= pour la partie spatiale

Kx ~ w2 Mx = o (4)

I1 s'agit d'un probléme aux valeurs propres & deux matrices. On peut encore

écrire cette équation sous la forme homogéne
(K- W2 M)x=o0
Pour que ce systime admettre une solution, il faudra donc que
dtm (E-w M) =o | (5)

I1 g'agit d'une équation algébrique de degré n en w2.

2, Montrons que les racines de 1'équation (5) sont réelles et positivegs Supposons

2
on effet w complexe, de méme que le mode,
X =a+ bi
. *
Montrons que b = o, L'adjoint x de x, est donné par
* t 1
X =a - 1ib )
2
Alors, de (K- w M ) x = o, on déduit
* 2 %
x Ka=w x Mx,
soit
t ..t . 2
(o'~ b%) K (2 + ib) = w (e’ ib%) M (a + ib )

ce qui qui s'éerit encore




Dés lors, on a

W = _alKa+ bEb_ 0 ( K et M. Dip.)

aT Ma +'bTMb

IL découle de cette propriété que

K (a+ib)=w M (a+ ib)

se gcinde en deux équations réelles
Kg = w2 Ma ;' Kb = w2 Mb,

Ce qui implique 1l'éxistence d'un mode réel.

Ainsi donc,

a e
Les valeurs propres w sont réelles et positives, et & chacune

d'elles correspond aux moins un mode réel

3. Développement en termes des nodes propres, lorsque, lorsque les pulsations

propres sont toutes distinctes

Lorsque les pulsations propres sont toutes distinctes, soient x(r)

et x(s) les formes propres correspondant aux pulsations propres W # Wsé
Montrons gu'elles sont orthogonales.
on a en effet d'une part

w2 .
Gy =7 ¥y,

d'ol
T

) w2y I

o) E¥(z)'= W (g) M(p) ()
et, d'autre part,

Kz(s) = ws® Mx (s),

d'oh

() B(a) =% Xx) (o) (b)
Soutrayantﬁ(a) et (b), on obtient

0= (Wi—wsz) X?T) Mx(s)’

ce qui entraine

T s . s
X(p) Mx(s) = 0 preniere relation &'orthogonalité (6)

Op déduit alors de (a) ou'(b) ue
’ - Ly o )

.x(r K x(s) =0 Deuxitme relation d'orthogonalité (7)

* Introduisons la notion de masse généralisée du mode

m
Fr = %) ")

Ainsi que sa raideur généralisée
T
é«, = x(me(ﬂ

Ces deux nombres peuvent servir pour fixer la grandeur du mode. Leur racine

carrée constitue en effet une norme.

On a alors



ool Ma

M Ty = Pes
T K - § = w8
ey N Fwy T Yo Ors T Ces

Ces relations d'orthogonalité impliquent que les n modes propres
forment une bage de l'espace vecteriel des x, ce qui signifie que tout x peut Etre

nis sous la forme
’,'ﬂ - Zr OLPDC(V') 2
ce développement étant unique. Pour trouver ce développemeny on notera que

T - _
“:,:)Mx = dekx(é)Mmﬁ’)' %dV/*raws' /‘7$°trs

d'Oh -
o Max
C>L/5-———l-—-——-—~
/%
ce gqui entraine
T
"
e, M
L2 TwTE o (8)
XLz < [4)
=4 //e%
Jouant sur l'associativité du produit matriciel, on a encore
: T mo +
" Ky y X M x 'z—( M
T N N P
A= M Az4 Va”
SPQCtNL'

ce qui fait apparaftre le développement spetial de la matrice unité

1.2 FwFel

A4 /“'/S

(9)

On peut également déduire de (8) un développement d'une force f satis-

faisant la condition d'invariance du travail virtuel.:

m T
§Z - (5;)747 = = (o) M=) %y £
i /%
- (5)7 E May, % F
! =
S
d'ol
m T
1= Z jij;‘ M) (o)




4. La solution compléte du systéme linéaire
Mei'l’ Kq = 0

g'obtient par superpositién de modesg !
n . .
B . . . 72
O)(E) = ‘i,, (oL, con wrb+/6r Aw'wr&) (r)
e

La vitesse vaut alors

o} (¢)= %4 w, (- ol Amw.t %ﬁkmwrt)- %)

E " ’
Lés conditions initiales s'écrivent alors

qlo)= Z o %) | o= ———— | (1)

U . s )
Je=Z o P (o)

Lo solution est ainsi parfaitement définie,

5. Cas des valeurs propres confondues
Dans le cas des valeurs propres confondues, on peut établir le théordme
de dégénérescence suivant s

. 2 . .
Quand une racine wr est m - uple, il existe un sous - espace
4 m dimensions de formes propres associées.
En d*autres termes, on peut trouver m formes propres linéaire

nent indépendantes associées & cette valeur propre.

Soit en effet w2 une racine m - uple. Il existe au moins une forme

2
propre, solution de ( 1( - O%i PA ) X = 0, pulsque dtm (K- Wi.M ) = Os

Cette solution sera notée a{1).

I1 existe (n = 1 ) vecteurs Ziﬁdﬁdépendants u(z)... u(n)
orthogonaux & 3(1):

T :
dh)ﬁqua>zo L=2,...,N

Considérons alors la matrice

Cette matrice ne peut &tre singuliére,Vu 1'indépendance de ses colonnes
Dés lors, tout vecteur x peut s'éerire
x = Vy = )
'1%17-1‘1277%1; ’

\



——

Le paramgtre ny dirigeant le vecteur a(1).'Le systéme}aux valeurs

propres devient donc -
(K-M)0y=o
Prémultiplions cette équation par U'T non singuliére on obtient donc
le systdime équivalent
W (K-w N) Uy = o, (13)

qui méne & 1l'éguation caractéristique scalaire
T 2 -
dtm § UT(K-w MU} =0
équivalente & celle de départ, car le premier membre vaul
2 -
2
(demU) . dtm (K-wim)

’ #0 e
Développons (13) : elle s'éerit

[UTKU - @y (UTMU) ] g

Or, T T * M
U™MU [ amMag,y cwMugy oo T o)

- /ugs ﬁA 614) v o 4 :
- . . - M[’n) MM("‘)

Mais par construction, les vecteurs a(1) et u(i) sont orthogonaux,

si bien que U'T MU est découplée

"r e
anM Ay © o o o
4 ] T.hA
utMu=| 2| AeMay
. .
B
0 Fim Mt

Si l'on a posé a(1? M a(1) =1, ce gqui est licite, car on a le choix
de la norme, on a

P A 0

U MU =
O Mh..4

o
. ﬂ}?.
avec Mh1 définie positive . En effet, pour y = ﬁ 2h—4
2]

0< ETUTMUJ : g:_4 M

] m-43h-4
Ezaminons & présent la structure de U KU : on a
TeaKa TaKu a Ku
Py | TNy GuRiay e et M

wKayy g Kun)

s
.

T
| '("-(rm) Kﬁ{,«) NI b‘-("‘)KM‘(“)



z
et, comme Ka’(«) = W Ma.(” , one

O

@ - —_— - . | - M
4 UT e A Ma(d_) Wy a(4).Mq(z) A wo( ar, ; “(4,}

' —r‘
wi aggMagy o e sy

— z . . ’ “
w, O o .

= | 0 ] Kh_»;

On obtient d&s lors le systéme

> 1

.
A
ORI (71 ° 1

‘O Kh -1 Jna o My I

qui se scinde en deux systémes découplés :

(wi-e*)q =0 = %

2
KW’4(j'h~4 - w Mh"‘ gh-'i

Or, le déterminant de ce systéme g'éerit

oLew._[ UTCU - wt UTMUT = (wi-w?) dim (K, 5« M)

done
o‘s'tm(Kw 1'“’ M- 4) admet encore W2 comme racine de multiplicité (n - 1')
On peut donc affirmer’ l'ex1s’cence d'un ¥ 'Mau mo:ms tel que

(K -w2M )y- 0 (IlycorrespondU(ym)

A partir de ce resulta’c, on peut recommencer 1e ralsonnement jusgu'a épuiser

la multlpllc:L‘cé : ’)

.

Conclusion : Méme dans le cas de valeurs propﬁées multiples, il existe une base

de vecteurs propres. A l'intérieur d'un méme sous - espace propre, on peut
d'ailleurs orthogonaliser les vecteurs par le procédé de SCHHIDT

By

6. Application des modes propres '1'e’tude des vibrations forcées

Nous considérons le cas smple d'une force d'excitation ne dépendant que

Vo
Ma'+ Kq = f(t)

du temps



Développons q dans le systéme des modes propres i
m.

9= Z, 1. %),

I1 en découle
moo,,
7 = 2 w{'-)

r=q4 'F
dtoh 1'équation |
m P ) . _
Z () Mty * 870 ) = £1)
Or, on sait que
Kagy = wp Mag)
dtol .
m . 2 _
2 () Mo 19

Prémultiplions cette équation par x (s) : du fait des relations d'orthogonalité

on est ramené &

2

- =z T (&
(74+°«g5074)/'2 %y {)
Diviséns'par‘ys et posons

aly £ ()
(4 = w {¢
é/b ) A

On obtient ainsi les n équations découplées

e, oM

Dites gguations norpmales

Cherchons la forme la plus générale de la solution de ces équations. En 1'ab-
sence de second membre, on a
n'l(f—): Acorwt + B oo wt A, B constantes.
Une solution particulidre de 1'équation avec second membre s'obtiendra par
la méthode de variation des constantes :
n']: Amwt + Baimwt —.wA«sbwwL‘ + w B wk
On impose arbitrairement que
Acerwb + Bamwt = 0 ‘ ( a)

On a alors

‘e

/7 - - AsmwE 4 wB sk - wrh sl - W B gy wt ,

d'Oﬁ * . L4
’;iwtwln]:-wAA«;nw‘: twB et = §

Tenant compte -de la relation

f& = - Eé /tg,but



11 vient
. 2 ‘.
B et 8wt = B
corwt
goit
Ao t
WB-_@C@M@ . @/A wt
B = _%% cos wit > A= P
et :
£ - E
B= f %?_thdt A:-/ émmﬂnwt d.'c)
o
Ede) d |
= [CeT mwrmwf«&c«%wtféww‘t) T
41¢a¢ A (.

[7V]
é t) Auwtu(t ) dt

On vérifie aisément que

41 o) =0 - .
- @() f" .0
/}1(‘?2& = A 0 + e o

0
La solution generale g'éerit alors

ﬂl Aceswt + Bacawt + " pat

Bn t =0, ona

»

, -
j‘”‘w (k) @éz)m +n'l(o)uﬁw,$ + n& s, b
n

i -
B
v
ot ot 5 i i ialin
Remarque On peut aussi partir de la relation
e t N
:f(f) z J$&) b(t-T) dT 5§z Mesns e DIRAC
o

Il suffit donc de trouver la solution & un second membre , puis de superposer
( méthode de la solutioﬁ élémentaire Y. S'étant la dérivde d'ﬁn saut, il faudra
une fonction & dérivée discontinue en t = o. On posera, si e est la sol élém

e (t) =0 em t<o

e (1) = Acod wt + BamwE  foua £ >0

et () = (0
{-wAm;w wt + wBeswt
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I1 faudra que le saut soit + 1= wB =123 =':; » donc .
e (t) = O gown A <o
i/ﬁ_m_"_“_‘.’.g Hoine A >0
Finalement, la solutioncgera ‘
j$ () Awwté 'C) oLt + Termes initiaux.

Cette néthode méne & 1'interprétation suivante

est décomposé en une somme de mesures de Dirac

A

l S '7,&
Imfe’?'w»eu de  Borel

Dnas le calcul numérique, on décomposera @en paraboles petites.
A



oy
e

PETITES OSCILLATIONS AUTOUR D'UN EQUILIBRE INDIFFERNET

2,

Dans le cas d'un équilibre indifférent, la matrice C n'est que

gseni = définie positive, C.i3;d; que

vV = % ch B V=0

. On pourrait donc avoir V (q) = o pour certain g non nuls.

Ainsi, une poutre bi - appuyée possdde une énergie de déformation
définie positive. tais une poutre articulée d'un seul cbté ( exemple un levier)

possdde un déplacement corres-

7;;; PAN V CL'F' ~ pondant & une énergie nulle
iradll
—

/

4/f/ T T \ s.d.p

T
Remarquons tout d'abord que les deux assertions u Cu = o et Cu=o
sont équivalentes si C est symétrique et semi ~ définie positive.En effet, si

Cu

— T . , T
o, on a trivialement u  Cu = o ; & 1l'inverse, si u~ Cu = o, posons Cu=c

it

on g alors
(a —>\u )T ¢ (a - >\u > >0

ce qui s'éerit encore
aTCa-—2>\aTCu+>\2uTCu Z0

Or, uT fu = o par hypothése, et Cu = a par définition, d'ol chaque fois que

Avo, I Cay 2 ) aTa,
soit
2  aCa
llaJi f b
2 A

qui peut &tre rendu aussi petit que 1'on veut en choisissant )\ suffisamment

grand. Donc a = o

On appelle modeg rigides les solutions de Cu = o. Comparant & 1'équa-
tion aux valeurs propres
Cx = W2 Mx,
én remaréue gqu'ils peuvent s'interpréter comme des modes propres
associés & w2 =o0. D'ailleurs, étant donné un mode propre x (k), on a pour tout

mode rigide u (i),

,u;;)bﬂg%uk) = —E;E— Abu)(:ﬂ%eﬂ = C),
+ :
c'est - & - dire que les modes rigides sont orthogonaux aux modes
propres. Par ailleurs, on peut toujours les orthogonaliser entre eux, ce que
nous supposerons fait:

T -
o M“(g) = pid; i



3., Le développement spatial doit alors &tre complété par des ftermes contenant

+
les modes rigides : dans R(m n),

q= 2—3 P)M”*‘% ”l,fb) %)

Les . vérifient les mémes équations qu'auparavant. Cette des:§£ est encore
plus simple
s My f)
=, = Ll
o

puisque sa solution générale est

€ =a+3't
et sa s;lution élémentaire est donnée par une solution de la méme forme, avec
L (=0 (0)=1 = A=0o,B=1,
soit
e, (£) =1
et

\g/rawr_ X MZ)f(%) B j L )""(4)7”[‘)
d'ol finalement © M(‘):f( )

~sm-~s(o)+—5f0)t+ﬂfc B

Remargue importante ¢ Il convient de prendre bien garde au fait gue les modes

rigides de rotation doivent rester petits en amplitude. En effet, le mouvenment
est lindarisé, du seul fait de 1'utilisation de 1'élasticité linéaire. On mégli_o
donc- les termes centrifuges et

8 Goriolis. ( ce qui ne se
Justifie que pour les vitesses

relativement faibles.)




COEFFICIENTS DE FLEXIBILITE ( D'INFLUENCE ) DYNA.IQUES

1. Coefficients de Flexibilité statigues:
Considérons le probléme statique : il s'derit
Kq=/]’L
Ou p est la charge statique appliquée au systdme. Si K n'admet pas de zéro
C.43d4; si K n'est pas singulidre,on peut écrire la solution sous la forme
a=K'p
K71 est la matrice des coefficients d'influence statique., En effet, posant
o
T 1)l<4
o
On obtiendra les déplacements correspondant & une charge unité en un point
Cest d'ailleurs la base d'une méthode de détermination de K71 par inspection

( méthode de la force unité )

2. Coefficients d'influence dynamigues

Soit & résoudre l'quation
Mq.l. Ka} - /bmwt (/.SJ VEL?Leu.r Comsfahl")

Lz solution se compose de deux termes : un terme dépendant des conditions
initiales,et un terme dépendant du second membre, dit golution forcée.Nous ne
nous intéressons ici qu'au second terme.
Cette solution forcée sera du type

g = % todwk
L'inconnue est donc x. Elle vérifie 1'équation

(x - . M) x =38
En supposant la matrice (K - W M) inversible, on aura

x= (K- w2 M)_'s

. 2 ~T
La matrice ( K-w M )" est la matrice des coefficienty d'influence dyna=-

miques. On notera qu'elle a des pdles, La manidre la plus simple de 1'étudier
est d'en faire un développement spgehrnl.
- Zd.u
= T LUt E )
les u(i) étant les modes rigideg et les x(r), les modes propres.
Dés lors,
2
(K-ofM)x = F diRugy + Z B Ka) -0 F dMue)
R e
)
3 -
e wtE My
Prémultiplions cette relation par u (j) ! on aura
= B ol Ko 2 = g uh\May, -wzé—ﬂ’”‘{f)M“():’uF74)
= o M F) - 08 T Kt Mg =0t A T ) = G
“Boit + '
Aty
d. = - 24

1 whpr . .




3.

T .
Prénultiplions & présent par x(j): I1 vient o
T 2 -
- wt = Mo S
é P CC_ KOCC) y /3 Cf‘-) ('L) 8

soit -

L2 = o A

=) prfr = "
clest - & - dire :
-+

ﬁ - %(})4

r /«,L(w —co)

Au total, on a donc le developpement

+
'“()4 _____,)_f_.___az
=& E52 gt 2 DO,

soit encore

xA = -

()( 2“'&)“(:) ]/b
2 Y R ACTS

ce gui revient & dire

(K-of VR

A
w’l

Cette matrice fournit la -solution du probléme dit de la réponse forcée harmonigue

On remarque que

- il y a résonance (pdle de la matrice ) & fréquerde nulle pour les
modesg rigides .
- il y a résonance des modes propres & leur fréguence naturelle

~ tous les pbles sont simples.
o
Remargue ¢ Dans la réalité, du fait de l‘aaﬁ%issement, on n'a pas réellement

passage & 1'infini.

Etude des transitoires

Pour obtenir les transitoires, il faut ajouter & la solution précédente une solu~
tion du probléme howogine de maniére & satisfaire aux conditions initiales.

La solution compltte aura donc la forme
9= a eswb + ,LZ(A‘\’+5;’&)“(Q+ %(Anceéw"_l: + B, Ala w,bt):;cm)
Supposons que les conditions initiales soient le repos

7 ko = <? (o) =



I1 est possible d'obtenir ce résultat en posant

T
Aiz'ﬁi L B. =0
[ . A
/4
-
A = - Qﬁk)/.) B = O
r /‘L)u{“);:'—wz) %,
La solution devient alors
AR - : oc(rzb )
C[((—): = ““iz‘a_ (4- coswt) we) += %) - (caéwl‘: - Cob W'LI:) L(r)
A MW ‘ ’?‘/ﬁm(Uh- )
Dans cette expression, les pSles sont remplu.-. var une indétermination :
a) lom AzowE _ A* ; p
whso w? T2

ce qui est logique, car un corps rigide soumis & une force comstant. preuu
+2
2

un déplacement proportionnel & — , conne 1l'enseigne la mécanique ratiospelle
. E- . - Esmwt A dmw, E
by A swb- s, £ pa, _ %

> W, W,Z“-cu"’ W->W, -~2Zw 2w,

Dans le cas d'une excitation & une fréquence propre non nulle, on obtient une

réponse en guadrature avec l'excitation, d'amplitude linéairenent croissante

dans le temps.

M‘ ////7f\
< AN L
\/

3

~
~
~

~
T~

-1
4. Btude des terpes diagonaux B de (kf - w2 n) = aij)

On a visiblerent

n. /A= )8 ) . % (“a)&z)zz
wz g /LJ /ult,(w@’w)

Ces ternes représentent la réponse au point k sous une excitation au méme nrind
La dérivée de cette fonction est toujours positive :

‘i“iut A = E_“g)}(ﬂ"g o) >0

dw? w4 { /“J z /ut/&&E.aﬁ)




2&.‘. 2
La limite pour w2 = 0o est -& ,Yen chaque fréquence propre W » elle passe de =—o»

N

a +oe

Le graphe de a. . a donc une structure de tangentoide.

kk

2 2 o ioso
Leg points ol la courbe‘(w v By (w2) ) rencontre l'axe des w deflnlssgnt les

fréquences d'antirésonance pour le degré de liberte k

a
7N Y \ antirésonantce

v,

—1 . } S
) [/ IC% w*

Que se pasee -~ t - il dans ce cas ? Soit un systéme excité au point 4, comne

représenté ci - contre.

él lj‘q'l 'qu T% Tch, /[c]’y /[‘]6 Ce point ne bouge pas,

5; 6§e¥c£+ ke malgré son excitation .
al'om
4 A

On pourrait donc le lier & la fondation. Le systéme ainsi 1ié posséde alors (n-1)
modes propres : ce sont eux qui corr

correspondent aux fréguences

¢ d'antirésonance. Il n'y a pas, m

1'absence de déplacenent,

P P . - . . X .
d'échange d'énergie avec l'extérieur, paig la réaction su point 4 est en coginu-

soide,

On notera que dans un systéme amorti, le déplacement n'est plus nul, nais il est
’ rd rd - . 7 ] e 3
dephasé de 90° comme lors d'une résonance, si bien que 1l'apport d'énergie réactive

est également nu”~ .
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La connaissance des fréquences propres et des fréquences d'antirésonance

permet de calculer a . . En effet, a’kk’ somme de fonctions & poles; est représen—

kk
tables corme une fonction rationnelle'~

2.
T ""Li""a.
a (o) (- ) ]
k w Ly TT(1-3)

La signification de ikk se déterriine aisément, car

i ?H(wz)f[d Mw{:)—— Lo (1 wa) e A

2 2
W0 %w>b w ‘I;&&

ce qui signifie que le mode rigide répond & une excitation constante fk corme

une masse concentré I

kk

Exenple ( fig.)
Si dA est donné,

T

le dép lacement

* ! ,ﬁ ' | % sera donné pa 1'équa~
< 4 tion §= _{_Z_.f_?f
Soit A
= f{z.'éf =2 T = :&L
C’«R ) S 2 = Ak P2

En 1'absence de modes rigides, le diagramme ne passe par par

en w = 0, mals par une valeur finie a (o) qui n'est autre que le goefficient

kk
d'influence statigue . Own a odnns

Nk TY(M%;;R')H)

4l | T (4-243)

5, Btude des systdmes en chaine par les matrices de transfert

La théorie des systeémes en chaine se rapproche trés fort de la théorie

des quadripbles ou 2k~ pbles électriques.

Une chaine est un emsemble de sous-systémes ayant chacun n entrées
et n sorties, (sauf éventuellement le premier et le dernier), de telle sorte
que les sorties de 1l'un correspondent aux entrées du suivant. Ainsi, une chaine

de torsion est donnée par le systéme ci-dessouss. .

w [ ¢ 11w




Ao

Coupant la chafne en un point donné, on peut définir des couples

de valeurs conjuguées 3

SlaA’Le,\lme S 0‘2‘
ia/u-oée, -?—.— .,....,—j—-—J ﬁn‘;—"‘—

,Ca 4,6

J

Ici, les grandeurs 01 01 et Oﬁ 02 sont des travaux. Le travail sortant

du systéme 1, - & 01, doit &tre égal au travail entrant dans le systéme 2, +02

1

02. Comne 01 = 92, on doit donc avoir 01 =~02. Les conditions de jonction sont

donec 01 = 92 et 01 =—02.
Pour une v%bration coginusoidale, on peut écrire
01 (r) = 41 ces w t
01 (%) =(:L cos w t
dtol » (EEL
2, (w) = z:-

D 1la méme fagon, dans le systéme 2, on aura
C2 (t) = A2 ces w t
02 (9) =®2ces w t,

et ’
2 @
Bop VW) = A,

Les conditions de liaison étant@f @2 et A1 = - A2
14

il en découle

Soit

2 2
844 (w) + 3o (w)=0

Soit alors un systéme composé d'une chaihe de boTtes noires mécaniques

Nous compterons positivement les efforts & 1l'entrée :

P 8,

B4 ' - .
A B B A F
s




Dans une de ces boites, on peut écrire une relation du type

L]

®,
®,

2 2
2, (w) Ay =8y, (w) A,

2 2
ap (W) &y = ey, () 4,

il

On appelle matrice de transfert la matrice hybride T21 définie par

@\ _ + (&

As 21 \A,

Pour 1'obtenir, on note que

e a
AZF"a12("D4+ 11 Ays

812
d'ol
Ggq Foa 2,
®2_: (a;fz_' [ 3 A'l + 4
42, Suq
dtol a
ey a -ea,. 11
) 12 Z2 @
T = 17 12
24
A Q.
a,’z a42

La matrice de transfert est unimodulaire:

a aQ a, a
dim ‘Z; =t g - 22 =4
1 a’l a%
1. 12

On psut également imaginer des chdines doubles. Ainsi, une poutre, avec

ses déplacement w1;?7 et ses efforts T,, M
4

Wy, T, 4@orme une chgihe double.

/T ' “5.;T;
M I1 y a toujours égalité
Mq;k& g \ {Y\C 2";03 2

des déplacements et - -

1771

réciprocité des efforts

"

Ici, on écrira done

< ¢S 8
U
~
IS

»



Si 1'on y ajoutait la torsion, on obtiendrait une chaine triplei

Cette méthode des matices de transfert est petit & patit abandonnée,

o ] . o 7
car la précision diminue rapidement avec le nombre de bdTtes noires.

PROBLEME DU FILTRE MECANIQUE

C'est le seul exemple oh la méthode des matrices de transfert semble

réellement intéréssante.

Anfie

T

61 92 T e e

Le systime est composé de (n - 1) éléments identiques, qui seront ici

I l limités chacun & la moitié d'un disque. Si

ir 1 *D 7| X est la raideur d'un trongon, on a pour ce
- | K 2

’L c"L , trongon V = 3 (Om+1—0m) ,

l \ tandis que 1l'énergie cinétique est

Dés lors, pour ce troncon,

ST AR S

et 1l'équation aux valeurs propres s'éerit

2 J
- 2["KJ‘2“; - o
- K | Kew 5
Soit
2
O=K2-W JK+W4'%'2'—K2=—WZJ(K—W2%)'

d'oli les deux racines

2 2
w =0 et w ='i%

La premiére correspond visiblement au mode rigide @ = @
‘ b}

La seconde, au mode propre donné par l'éqgation

-2 =
(x K)Om+KQm+1 0,

Soit

e = -0
n m+ 1

On a alors, en posant JlL: 4 Kk /J
KowM) e ot

— ) P . 2
| w’-Jsz—,j)[/& ety

1 2 4,2
T=3 (.ﬁ'0m+1 *2 gm )

m+ I3

y leE-Zu} at
0t o

uﬁJ(QF~ﬂ3) -




Soit
__n_z— sz
a“‘ = - . .L Y = a/ZZ
Juwr(NF-w )
£n*
By = m——
27 7 ()
Il vient done
R -\ 2
- A 2w
§-22 A -0-2)]
nr J 1,(4__(_01—) S
Tg = ‘ © res
1 JLUL[A"‘Q:I:‘ wt
| a* A-2—
On a encore
< (= wl' CuL wL
- WY o oA+ 48 4= = 4% ""’T)
1 - (4 Z__Q.'L) - /1 L’-_n-q_ __{Z_Li __(7_2( .
dtol
wt 4
A B
T = ~ Jan?
21 v '
wl(,‘-f':‘__ A-2¥—
_n_'t. J,__z.

Cherchons une solution de la fornme

@m T AZNV)
A = @ o e T, o Nombres jomplexes & définir
w

On doit alors avoir

R
: w 4
< A e RV S
'Ee/w, =275 Jn® T
2w -1 2 o
A Juw (’1 _n."") A -n* J
ce gqui implique '
(A 4 V7
- 22 - e > - =
L Jdn
’ N = 0
Jut _wt A 2w - *F
w {4-— 2.
R 1

soit, .

O B

d'ol

. v
e"’/"": A_g."‘;’- + 2



Z

On remarquera effectivement gque pour JﬁL <A s ON 2

st*
s d
.—-—:’..-4( - A /[-—.(_'U_--
rn q’l. 2

le dernier radical étant réel; de plus,

2w\t T G .
(A--——l)'-" 4 L (4——"w )1_4)
1 sn* nx

ce quil permet de péser

S )
2w , . _ e Wt
R/l SRR e
€es deux relations sont équivalentes. On notera encore que la premidre implique
Lot e
Sz A~ G?i}L = 2 Ao
- 2
ou encore

PRy

Examinons & présent les extrénités. L'arbre est attaqué par un coeffi-

L Q01 bn
. [ — oy — ¥ Sritd S
cient d'influence 2y =~ 4 1'extrénité, on a 81 T ontl

On peut alors écrire 1lf'équation

; Y suivante pour le premier disques
% Ch+i

- C, =K (91;"92) + J8,,

et pour
0 m 0m= RZE%FE cos wh,
il en découlera la relation

R« [- wtleit e AP T) 25

3

T

Notant que

w2} = APy anEL s gk sed A - 2.%[}1—&94/*)
Z.

On obtient .
d{«ﬂt&}*[-z%uwfw 4“&3’)//\ *Z/}Jq/)\ +/‘-’;;—:’]} - o
ou encore

, \
N A -—L/LL] -~ (4)
B [ (G )+ 1)
R {Are [(Jv-ao ‘
[l . . ] . . A~ re - ,P(-‘.‘ 2’
c'est-a-dire que l'argument de cette expression doit &tre égal & (2 =

arg-;.,.jj + arg_[(}%a‘o‘/‘ ) + ef‘}"] z (264!)“% e {4_})

De la méme fagon, 1l'équation du dernier disque g'éerit

“&(Bm—x’eﬂ)z C’H -/pz (Bm._\‘ 94«) = CVH\ + Jé'm b

P

A



ce qui zutrdihe in
Ln -0 PYR e I ..
m{ E cuz.le /‘v Ik( /‘~~¢4 ,“/4»—"1" - J) A
T
soit

R {/&te“‘“/* [- 2+2m4/& Pl S ’:"“Mﬂj :(7 =e

ce qui g'écrit encore

® {Jit e};”/‘[—z-; 2 o8 - —~Cz:4/u.-}4(:/_)v;4/- + A+ :p:"g;' ] ?I‘ .
elest-bdire . S

R e (o )+ Yk (2)
L'argunent de cette expression doit done vérifier

I&rgt+m/*+ﬂ4&‘-("‘:+"4)+€}l_] (22+4)3£ (2')

Les relat:io’n-s (1) et {21) f‘ixeht toutes deux argl, et pourraient
done incompatibles. La condition de compatibilité s'obtiendra le plus simpl.

ment en leg soustrayant, ce qui donne

(-4 + =1, +e’°]-wart(”*‘)+‘°f"]=”“

ou

(m”’)/“ + %o “”waﬂ )

avec ——/—_ﬁ/ _;fi,t——’]
T e e

\F//n—H = &A‘j? /’éah4-d+ (eﬁ/kj

Calculons un de ces deux nombres : on
. | - /z
/)":’)/4 = Z‘;/l/?- ‘ (o9 . = "‘":‘,Z[T”
A—H%«/z /" A+ 1%

d'ol

e 2\)2&&0—4 /13/—;}_—
WT A~ [2ka,-4) /{77'/'/’).

14

A

soit, en posant /{7 ﬁa/z = \/2'&&0”4 /1'9/72/
ke, |
Ay, = Dl Myf

(_jz,éﬂu-—/f
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CITUDES LI WUNOLUTION DU PROBLEME AUX VALEURS PROPRES KX = W2 MX

I METHODES ITERATIVES

Les méthodes itératives sont trés anciennes dans leur principe. Jadiz,
elles étaient surtout utilisées sous leur graphique (Stodola )e Les variantes
nunériques ont apparu avec l'usage croissant de l'ordinateu:. Lo méthode de la
puissance de Wilkinson 1965 n'est que la version numérique de la méthode de Stolnl
Dtautres algorithmes ont fait leur apparition plus récemment. Citons - -1l'itération
simultanée de Bawer - Rutishauser, méthode de la puissance,améliorégget ces dern:

temps, un.regain 4'intérét pour la méthode de Lanczos.

Dans cet exposé, nous traiterons la méthode de la puissance sous forme
nunérique, puis nous verpons sa forme graphigque?. Nous traiterons ensuite le cas
d'une structure imparfaitement liée.

z . A v_1 .
1e La méthode de la puissance, dans le cas ol K exigte

omsra——

1e 1 Ltéquation
. 2

K =w Mx

peut encore s'éerire, si K est inversible,
X = w2 K71 Mx,

ou encore
K Mx =N Xy

avec

>\ = 1/W2

On se raméne ainsi & un probléme aux valeurs propres & 1 matrice, & ceci prés que
. -1 s .

la matrice K M n'est pas symétrique en général. Nous verrons cependant plus loiu

qu'il est possible de symétriser le probléme, ce qui fait gagner prés de la moitid

de la mémoire nécessaire.
La méthode de la puissance consiste & partir d'un vecteur srbitraire -

On procdéde alors & 1'itération suivante :
le vecteur z11est la solution de

X Mz1-¢ Zgs
clest-b~dire :
z, = (K-1xﬁﬂ)-1z°,
le vecteur Zoy donné par

=11
ZZ = (K M) 21,

et ainsi de suite. Pour examiner la convergence de cette méthode, développens z

en vecteurs propres = Z»A; (r)
EQL e T



On a alors

.
= === (1\’) -1 ('r)
}r+ﬂ ifg4 n KN Ma, %y T :E chxﬁf) >

car les vecteurs propres vérifient
2
- - = 1/d
D&s lors, on a par récurrence
m
(o)
3 = = B\
P R=4a =
Nous supposerons les valeurs propres rangées par ordre décroissant @
PD I
Dés lors, on a encore
T fo) o)
oL,
’7a >\ E/54 (,‘)+ /ill, ()]
- (°)

Je dis que ce vecteur converge angulairement vers x(1) 4 condition gque P1 J/

et que ( /)4 ) £ 1 pour r 2.Ceci demande une explication. Etant donné deur

vecteurs a et b, le cosinus de leur petit angle est donné par
a Mb
IERIEY)

ez o’ Ma

cor (a,b) =

On en déduit que le sinus du méme angle vaut

A iss
sin (a,b) = \/A-cmzfa,,b}
Nous dirons donc gqu'un vecteur z converge angulairement vers un vecteur y si
sin (z,y) —> o. On peut montrer que les sinus sont des écarts et définissent
done une structure uniforme.

Cela étant, un a

) >j"/’4(a

) /\ V( IO) 2 Mo\Zp it
AR )

" 2 ()1

Awm /3/Llf7c(q)) = (ﬁfo))ﬂ+ '%2(_2\},)r (n)

Pour déterminer 1'ordre de convergence, deflnissons encore la tangento

cw(}

——0

par

Ky (0,b) = Ainlab) [ee fa,b)

On a alors

"’ﬁ o %) = ,w_( \) (P[O))
. ( M ((g(") 4) r,/l_g \B“"xm)

clegt-~dire

,/h‘ ,J") o ’l«/"\'.) é {.%j'»-\’r’ 4 s (?)'J‘ fX',;'-\[



wo- -

On a alors A ] NNE
(e 2B ) €5 A )
V/H% Z)n,‘fm
On constate que la convergence est assurée si 2%“ <4 et /45‘_50,*M;>
fini, c'egt-a~dire que 7o n'est pas orthogonal & x(

est ’)‘2/3\4

Pour le calcul de la valcur propre, on notera qu'au voisinage de la solution,

3 )\ ﬁ{“)’x

1)° La vitegsse de convergence

d'ol

%,ymy_ \,‘ 3’("

etil suffit de calculer

(g
Ty

K étant ch01s1 de maniére que <ZP) soit la plus grande composantes

La convergence étant de nature angulaire,on peut & chague instant
nultiplier le mode par un nombre guelconque sans altérer la convergencesOn tire
parti de cette propriété pour garder des composantes raisonnables en ordre

de grandeur.

[+] N
Remarques = 1) Si par malheur, F1( ) = ¢, ce qui signifie que 1l'on a par hasard

choisi un vecteur de départ orthogonal au mode recherché, l'algdrithme converge
tout de méme, du fait des erreurs d'arrondi. La machine calcule toujours, en ef’ct

)
z, = K M z  + 8:%

1

554 étant 1l'erreur d'arrondi . Bn a

s§t /3 *@y

c'egt-a-dire qu'une composante selon le premier mode finit toujours par s'intro-
duires Dans ce cas, la convergonce commence vers le deuxiéme mode, puis il y =

~une période de flottzment , eh les deux modes entrent en competltlon, pOUr Con~
verger finalement vers le premier mode.

2) Dans le cas ol \1/)4 =4 (valeur propre double),

)'f"( fo)a: + (a) )4_ g_ )’f” L"),x' '
}r F ) /3 ) =3 ) ()

et on converge vers une combinaison quelconque des deux modes correspondants.

on

3) Dans le cas oh >‘\1/>‘4 ~ 4 , la convergence est trés lente.

Clest la faiblesse essentielle de la méthode.

Te 2. Recherche des autres éléments propres

Bn principe, si 7 est orthogonal & x(1>, on a

")

%= S o



et la méthode de la puissance devrait mener &
m

: T 4 00)
: = >\T F X
%'f" =1 kA / i (r) J
81 bien que l'on convergerait vers x . Le probléme se ranénerait donc i cons-
¢ (2)

truire un tel zo. Pour y arriver, on utilise un opérateur de projection, que nous

allons construire. Soit done un vecteur guelconque

=
N o= (x
é [ A FQ’ (2)

Il suffit de calculer le vecteur

m.
P /S"DL(") - /z_2=z /5”’%(/")

Pour cela, il faut connaitre 131 . Mais précisément, en maltipliant z par X%‘”M

on obtient
T M " T
x - x =
'y %‘ Fq, 1) M () ﬂ4/‘4

d'olu la relation
1 T
’81 = }’11 x(” Mz .
Dés lors, on a

1 .t
Z, = 2 - }11 (x(1) Mz) x(1)

it

1 T
z -7;1,- x(1) x(” Mz

=O1 Z,

Oh apparatt 1l'opérateur de projection orthogonale au vecteur x(1):

' T /,Z‘Cl(-:-M
0-[z- ==

Cet opérateur, comme toute projection orthogonale, jouit des propriétés suivantcss

a) idempotence -
0.G - (1 )1 T )
l i /M" M

/M + <2V T

T Xy M Ky A) Mz, Ty M

yal /‘12
T

- T_ M— - Q'

b) Il en découle directement

04(1’04) = 0-0=0

c) Par ailleurs, si 1l'on considdre deux opérateurs de projection

Apyy Xpay M T M
O, =T-22 _ | o.T-Zafe

Z : =z



Lvee x(1) el x(z) orthogonaux (p.r; aM), ces opérateurs commutent ¢ cela découle

directement de la relation

.
0.0, - (T--W>(1— - Ze T M )
A T . -

[}
2
ey %eay M %y Xz M oy 2T Moy Xy M
- T- ) ) L ) THR) + ta) %) (2) (2)
/*1 /"?. /u’l/"z

€ztte dernidre quantité étant visiblement symétrique en O1 et 0,

d) D'autre part, 0. et K71M commutent

- T
En effet, T KM Ora) g M
f K-AM(?; 7‘14)°°L4)M ),. K"’M— -
‘Mo, = K - 4 -
K A 4 4 7 ()»4'3%)\ M
= K’.AM - )4 or_l.”’l{.'(” M .{4//*1) M - ’)C(4)
T T =T T -4
On, My Xy = %Xy MK = Ay MK T
KM - AT MR ,,, o ) K™'M
= C% K~'M™.
En principe, il suffirait donc de multiplier le vecteur z, de dérart
par O

4 pour converger vers le second membre. Malheureusement, dang leg calculg

numérigues, il n'en est rien,car les erreurs d'arrondi introduisent toujours

des composantes en x<1), si bien que 1l'itération converge tout de méme vers x(1)
Mais on memarquera que pour T # 1y

C24 () = c’C(rc)

si bien que

-1
KM 01 x(g) = O1 x(r)’

ce qui signifie que x(r\ est épalement vecteur propre de la matrice K71Mg_.
)

e

- 1
Dés lors, on itére avec la matrice projetée K 1M 01. Son calcul est d'ailleurs |

\
aisé, cam on a

K7 MO, = K™ M (T~ 5 %0 M)

Ce dernier procédé de calcul est sensiblement plus simple que le produit
-1 . co ;

de K N 01, puisgqu'il implique seulement un produit dyadique, & soustraire de

-1

X 'u.

Pour la troisiéme valeur propre, on itdre avec KT1M 0102, pour

la guatriéme, avec K 1M O 0 03, ete....



2, Symétrisation du probléme

La matrice K71 M n'est pas symétrique, et cette propriété est génante
car l'espace nécessaire pour la mettwe en mémoire est de ce fait pratiquement
doublé. On peut cependant symétriser le probléme. En effet, la matrice des masseg
symétrique et définie positive, admet une décomposition en deux matrices triangu-—
laires @ '

T

M=1L1L1,

par l'algorithme de €holeski. Le probléme devient done

K71 L LT X = AX

€onsidérant alors les variables y définies par
T
y=1 =,
On obtient

= ATy,
soit

Tl ny =Ny .
Or, la matrice LT K71 L est symétrigue, et de plus, son calcul nécessite moins
d*opérations que celui de &' W, En effet, le produit 2ty nécessite n3 multipli-
cations, la décomposition de choleski, %2 environ, et le produit LT KfnL, dont

on ne doit caleculer que la moitié des termes; de 1'ordre Eg -

3. Remargue sur le calcul de la fréguence propre : étant donné le mode ou son

approximation, on peut écrire
WZ _ xT Kx
xT Mx

On montrera que cette expression est plus précise que le simple rapport des itérés

successifs,

4+ Forme graphique 2 méthode de Stodola

La méthode de Stodola est adaptée au cas des poutres ou'des arbres.

La méthode de la puissance revient, comme on le sait, & partir d'un déplacement

by

arbitraire,zo, puis & résoudre le problime statique
K 21 =-': MZO

Or, cette opération peut &tre faite par voie graphique



3« Cas ol la matrice K n'est pas inversible

3+ 1 La méthode de la puissance revient, dans le cas ol la matrice de raideur

est inversible & résoudre les problémes statiques successifs

Kgl! = Mzo ., Xz2 = Mzl, etc ....
ol 1l'on peut considérer les vecteurs Mzo, Mz1,... comme des forceg. Il est done

naturel de se demander ce que devient le probléme statigue

Kqg =p
Lorsque la matriceX est singulidre
Disons tout de suite que dans le cas d'une force quelconque, il n'existe
en général pas dezzé&%é;;: Ainsi, une poutre entiérement libre qui serait soumise

"2 une force p arbitraire n'aurait pas

Tr

Les seconds membres pour lequels le probléme statique a une solution

%

i

d de fliche statique définie.

admettent le caractérisation suivante : une dquation matricielle Agq = p admet

une solution si et seulement si pdur toute solution g du sysiéme homogéne adjoint

T T
A o=o0,0nagp=o

a) la condition est nécessaire. En effet, si Aq = p, on a, pour toute solution

de ATg = 0,

T 7T
Pg=qldg=o0

b) la _condition est suffisnate.Soit {?(A) le rang de la matrice A de dimension

(n x n). A 1'aide de matrices de permutation, on peut amener le noyau dur de A

en haut et & gauche : o~ o~
~ T Au An
A= PAQ = e ~ )
24 A 1
avec A“ carrée de dimension P (a) 5 dhw Ay # o e systéme
Aq = p devient alors successivement
PAq == Ep
et
-4
PAQR g = "p
goit
NN P
AT = 4
avec

- - A % >
- Q 7 > 4’1,2 ‘/fb
La condition A"g = o devient quant & elle __

0= @K = QAPPT, . Ag

=

aveo
~ P

9= " &
Enfin, la condition ng = o0 devient

o~ T

gTF"’?/fL :‘g’szo’



Cela étant ( et c'était évident), le systéme Aq = p

s'éerit
~ ~ o~ o~
An«ﬁj‘" + A4Z 1:/114
N K ~

et on déduit de la premlere equatlon

AM ’f‘—a AM 1z, a‘z kK

f%eérptrodulsant dans la seconde, on’”. obtlent
-

(A21~ A.Z4 A';;-qu)ﬂ /’VLL - AZA A/M /rwl -

Or, cette derniére matrlce ne. peut &tre qu 1dent1quement nulles En effet, dans
le cas contraire, il existerait un terme au m01ns de cette matrlce qu1 ne serait

pas nul, Il auralt la forme e _ C o
. e, VIR 4o~ I T S R 4

“_/gd\.”‘k '2/&4 AM 61& R E RO
' I/ N CWRomha_ ’ ‘
Oz, par lo rég}# ii\::;bgg;u; . Chiur, on aurait alors
ot A G [ A, olbm [a, A:,C,k )
” [l,k P I ek~ Fii
ke k —~

Ce qui contredirait 1l'hypothése que A,,est la plus grande matrice carrée inver-—

sible contenue dans A. Donc, le systéme sera compatible si et seulement si
o~

;r‘z = Ay, A""’-"ﬁ: | C¥)

Or, la matrice ,J‘T_ﬁg% A i. :
~ A A ’\E[’(A)
¢: $M~[’(M

ses colonnes risiblement llnealrement 1ndependantes, de plus;

~ T T —r T
%TC = N Az, (AR, ny A“ : NT) )
AYZ— "A’l:— - I ” AIZ AZ’ A?—z

. ~
puisque A A21 & A11 w A12 = 0. Elle a donc ses lignes composée des mH? (4)

31ngular1tes de A « Or, la relation (*) revient & dire que p est orthogonal

4 toute les colonnes de la matrice Cy CQFD.

Lfinterprétation physique de cet-e condition est la suivante ¢ toube
o . g2 T y
singularité de XK'= et donc de K~ est un mofe rigide. La solution existers donc

si p vérifie

T
Ma) P T

equatlon qui exprime la pullité du travail v1rtuel pour ces modes, c'egt-b-dire

lequlllbre au sens de la statique des mecarasmes.




AVA - A
w———r"

Etant donné une solution particuliére

q=Pp,
part

trouvée u'une manidre quelconque, on obtiendra la solution générale de

Kq:P
“en y ajoubtant une combinaison linéaire quelcongue des modes rigides !

gz Tp+ Zoliug)

3.2, On peut & présent se poser la question suivante ¢ étant donné un vecteur p
Quelconque, comment peut-on le transformer en un vecteur orthogonal aux modes
rigides ? Développons p en termes des modes propres. Comme il s'agit d'unme force,

nous utiliserons la base des Hu et Mx:
- , =
Ao = .:é o Mug, + = 5, Mag )
Le vecteur transformé sera donec

Anrd = = £, Moy 2 - ,92 o£z Mug,)

Pour déterminer les © , prémultiplions par u(g) s

— M)
J!q) 41 = (ﬁgl/Lj = q% = __1“_7——

d'oh Moy e
= ) g T
M= 1 F

goit encore
+
Apnod. = A /F'

en inftroduisant la matrice de projection

I

- sy 2y M
A T- =4
A
Cette matrice a les propriétés suivantes :
) Mlj)/"t-
a) Au(i) = 0 ¢ en effet Au(i) = nu(i) ~ éf
b) Ax(r) = x(r) : en effet, u(g) Mx(r) =jo /fV

~
G) M)

Dég lors. au probléme
Kq = p,

qui n'admet pas nécessairement de solution, on peut associer le probléme

qui en admet toujours une. Supposons que 1 on connaisse une solution particuliére

Pg p de ce probléme. La solution générale st donc

q= ’72 for f?i % lLCi}



On aura alors, gquel que soit p,

Kq = KB, p+ 0 =4'p,

d'ol

Dés lors, pour tout mode élastigue,

o X(r) = 45(r) = 2a):
Tandis gque pour tout mode rigide,
kP, u(i) = 0
Po se comporte donc comme une inverse pour les modes élastiquese On dit que c'est
une pgeudo~inverse.
33 © Mais une telle psendo‘;inverse existe~t-clle nécessaifement?

Montrons tout d'abord que s'il en existe une, il en existe une infinité, En effet

soit Po une telle matrice. Toute matrice de la forme
T
=T+ f‘”u)cu)
est également psendo-inverse, car

K?,,: Kﬁ%%l‘(ﬁtu)c‘;i): Kz: A

L'existence d'une matrice Po peut alors se faire par construction

c'est la péthode des liamisons temporaires de B Frasijs de Veubeke

Cette méthode consiste & ajouter

yidi

. ¢’F ) temporairement du liaisons; jusqud
3; rendre le systéme isostatique
, . L ) . On peut alors écrire, en suppo-
‘ ‘ k ' sant les déplaceménts fixés
71 rangés en queue des vecteurs,
a= %
L]
dtol
k<4h K (Aair:)4

«z) %),
Ko Kz ( o/~ (ATII\),_



o= 41~
, T
Or, on doit avoir (ATP)Z = 0. BEn effet, les charges appliquées A p sont en
équilibre, si bien que les réactions d'appui ne sont pas nécessaires. Dég lors,

le systéme se raméne &

-1, T
g =K, (4p), g=0

ce que l'on peut écrire indifféremment
K (A%
qd 14 0 -} 1b4
T
q O Y Q\4L)z
b

W—‘J

G-‘.So

A

soit

T

4= Giso A

Cela revicéhiv o Jieciee ~a pwumdu~inverse Po sous la forme

Po =G A
180

3.4+ La matrice P symétrique

Btant donné un vecteur p ATp orthogonal aux modes rigides, nous savons

i

donc calculer une solution q de Kg = p. Cette solution g n'est pas unique, mais

i

deux solutions différent d'une combinaison lindaire des modes rigidess Une manidre
“de fixer g est d'imposer qu'il soit orthogonal aux modes rigides .
Or, cela est aisé, car étant donné q, on 1' orthogonalise aux modes

rigides en le prémultipliant par 4 : on aura alors

T
Yorthog AGiso Ap-

On vérifie immédiatement que 1l'on a toujours

- KAG, A" AT
KB}OLH;aa_ [N Ao 1\' /rx

K, Caa. K/‘((i):o

et, de plus la matrice

G = AG, A
iso

est symétrigue. Cette matrice ne dépend pas du choix particulier de G’so
o .

En effet, si

-
(Pa, = &A:Soﬂ AT 3 : ,‘?2 = C’ A

. A

ACR—@)/;L: o




vt 12 -

"done
A(P1-P2)p=o
2454 Iférationmen présence de modes rigides

Partant de

ou
Mx = M Kx,
on obtient

¢ Mg = NGz = kAiI;fSw = Ao

A
Si x est combinaiscn linéaire de V.P., on a done

GMX:XX

Ce probléme admet pour solution

- les modes propres': G Mx(r) = X(r)

- leg modes rigidesg, avec X = 0. En effet,

T
G"MM(/{) = AE’;‘}O (I" f— M) Mu“)
el

= A, (Mg - HMuy)=e

3s5s Lo matrice G et les coefficient d'influence dynamigue

La matrice des coefficients d'influence dynamigue s'éqrit

- Vo4 LT ~ '—"CT
(K-— w’L M) 4 o :1_‘_2_‘_ 2 ’U(g) ) . = _{L___ ' () Xy
w 7 /“) s A W Wt

2 - 4
Pour w —% o0, les premiers termes —3 oo ., Pour supprimer cette singularité,

nous supprimerons simplement ces termes ( = régularisation), ce gui donne

T
= 2 () T(ry
n //‘m. Wy w?
. . .2
La limite de cette expression pour w —3% 0 est @

-1)-
G- = 4 2w fe

2 M oy

"
Hontrons que c'est bien la méme matrice_gue ci~desgus : G = G. On a en effet
~ A [ 24
GR== 2= "Il
d‘Oﬁ R ~

ET/K iy) = 'x(/:s)‘ (C\'rKf‘*(L-): © —_ GK= A
D'autre part,
AG AT = &,

Done ~
G= G .
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Vil Propriétés du quotientsde RAYIEIGH

1. Définition

Etant dommé un vecteur quelcongue g, on appelle quotient de Rayleigh
de ce vecteur 1'expression

P S5

£ M ¢

479

I1 na de soi que si g e_§t un mode propre x(r), on a
P lx(m) = ZETD 52

aiyMay T

Le quotient de Rayleigh jouit de propriétés remarquables.

2. Principe de meilleur approximation de la valeur propre (princi;ge de Razleigh)

A une erreur du premier ordre sur le mode propre correspond

une erreur du second ordre sur le quotient de Rayleigh

e LT -

Soit en effet x une approximation du ’Le mode ¢
T = E(p) +EY »

On peut poser

L - "My =4

AT M = Oc(,L)Ma-(,L) =4 "4 2
ce qui revient & fixer la masse des modes, Alors,
™ & T M- 2,TM
xMa = ’3%3""”"(/1.)*“253 Mx('t-)+£ - B

d'ol

%‘T Moy =~ £f2 - ’3TM3‘: - g2

z d
o 2T K 2L Xin) Kac(,L)+2£'fo) Ky+ €y Ky
pe0 = Tapn = TR
xT M s
= WEalew, My FETG NG
= Lu.)/E—-I- Ez(%‘rK%,w&(é M\é')?
soit

Z
ple) =w,. + € (o) -2 ),
gui est b.ieu du second ordre en &£.

3« La_recherche des valeurs propres en tant que minimigation du quotient
de Rayleigh

Convewrons de chercher le re mode dans le complément mthogonal des
(t-1) précédgn‘cs. Alors, on a

. 2
T M - = A
y= f_?h—n /5 %) SJa= Aewy ) T 4%&: »
P(y) :;7—>,"2’L "wl > w*r
d'ol - /34’ S 7 o
. 2 2 2
pla) =w* + ¢ (ply) = w. ) 2 We

YA



—

T -2

Ainsi done, le minimum du gquotient de Rayleigh dans le complément

athogonal aux (r-1) premiers modes est réalisé par le r® mode.

5 e e 10 s el it

4, Contraintes additionmelles. Principe de courant

4.1 Ajoutons une liaison au systeéme, de forme
£ (qqseees ay) =0
Cette liaison devra &tre vérifide & 1'équilibre
£ (0,0, ..., 0).

Comme nous ne nous occupons que des petites osullations,

nous la lindariserons :
5]
f(@=f()+Z (==)aq + 0(g?)
,{',:4 ’a‘i - |

]

it

A
<
T7q+0(¥?=0.
Nous écrivons donc toujours la liaison sous la forme /f‘v—rﬂ: 0.

4.2 Rechercher les valeurs propres du systéme 1ié revient &
minimiser le quotient de Rayleigh dans le complément athbgonal
des F. I7 suffit d'utiliser un opérateur de projection : & tout
vecteur g, on associera

o~
4=a-ap
‘ Lo T
ol étant choisi pour que foq =0.711 vient :

+ T :

fra=-dpp = 0

Yo

’
-
e

soit

-
o =

-+
T
et (5/=Q"'T:_q_ﬂ=(l'ﬂ_)q= Pgs
T, 'l
P étant 1'opérateur de1projection
p=1- T+ |

T

Tout vecteur propre du systéme 1ié vérifiera
xn) = X' ¥ B) = KM Py(e)

Px ) = x () = ' wp x(@).

4.3 Principe du minimuénd de courant

‘La  valeur propre w 2 est la plus grande valeur que puisse

prendre le minimun du quotient de Rayleigh jopgle la variation de (r-1)

B )

liaisons additionnelles.

veifens



Il faut donc montrer gue

2 ‘mage {
W, @{4"{4) e P 4)}[4‘/4)'7 ‘57)]’

=4, o~1

2 .
Tout d'abord, la valeur Yz est vigiblement atteinte pour

fuy # Moy

= g=o (7]

comme on l'a déja vu. Il nous suffit donc de montrer que pour tout autre choix

2
des contraintes, le minimum est plus petit que LA

a) supposons d'abord les liaisons telles gque la matrice carrée
A= MG s g m A ()
""J = “17(4) (3) 2 T B

goit inversible

€es llalsons étant fixées, nous cherchons le vecteur

‘1'1. ol %)

gui’ minimise |

P (‘2”(/‘7 )/(_,/‘l,"( )

moyennant les relatlons
72 a( £ oA ,fLTac = o ( »&'au‘.frmé)
tey = %) = =, 77 T 4)
7 I S prrimaran”

I1 cécoule des liaisons
-4 o
Z A 4= -4 2 %)
y / 7

ce qui permet d'exprimer les dj =%, , ('2-1) en termes des suivants
g

1 2 A'r['ﬂ(‘)/k ,x(_:fz}_]: /%;'(dm)

+4'=)

Le probléme se ramene donc & 1a mlnlmlsatlon de

[J )= 2 M A + /,wao(-’l- f =/ it
E it é/” \:/*"/*2/""
2(2/ﬁ P2 ) Byl
A L
.é/(’ﬁ’ +4:é=/z,/u'd'
M (B w,?) ol

) 2 - 2
= AT = sd
PEY /,L«, ' <=h /(I ‘

< w," ot




Par conséquent,

. ce qui démontre
ey 17( Ry ) /9( ') = W +0 la th®se de ce cas
{“;)~y»4ﬂ9 particulier

b) Supposons au contraire gu'il existe (& moins) un veoteur non pul
z = 2§4 ol %,

1) tel que /fb-(‘;) % -~ O ,(:: /",«-) (’L"‘ ")

Alors, on a egldemment
= o
r4 .4’( /f(/ﬁ& (14)2 < 2

=3 Ly Mk

ce qui achdve la démongtration .

m«f(«;) €ply)=

4. 4 ~ Beriture simplifidée du principe de courant

Pogons /Mumq
et = oo 11
Az Ay, S
Alors, le principe de courant s'éerit
2
QLL = e m (4¢h)’“7 7%“))

Fry o Ao

4, 5 = Le principe du minimax de courant n'a gu'un intérét théorique. Mais il
pernet de déduire 1'important théoréme des liaisons supplémentaives de Lord

Rayleigh.

5 =~ Théoreme des liaisons suppiémentaires de Lord Rayleigh
Soit un systéme asuquel on ajoute s liaisons. Harquons d'un tilde

les fréquences propres du systéme 1ié, et sans tilde, celles du systéme libre. On a

| ~2 2
I wffgwlbswué }

En effet, en applant gh,“%s)les liaisons imposées, on a d'une part

5,:} st TR T W . ’I’%m-*l)
{osm s Papnn J
2.
frease m (T”; s Py T‘«SM*'): ‘et

{4"‘4» s Par s A ppa- ;}

Puisque le second maximum se cherche sur plus de variables.



h-5-
D'autre part )

wh e man o (s in)

{4%+.r~/’ﬂ¢+m~|}

Or, pour tout ensemble de liaisons {'{“AH»"') onin-4 lj, m &

o
™ (-1 At 4"4#1,—4) < (1"'4: 4 1"'4, /""‘A-H 2 1 4+‘L'\)
2 ln
car le second minimum se recherché avec woins de liberté. Deés lors, on a aussi,

pour tout 1/{‘»4_,.,---/ 4\A+m~\3

M(1A+\ -;4“'/”,1_-;} € /max (/f"'«) 9 Pos Pomtrr - '%Aﬁ'z.-x)
4?ZH rh+143

et encore

mese ’W‘(’\ Aas -y Fare )“ mant- “’"‘(1‘%» s T /1’Lo+z »)

{pasy s fair-) {faerr-7 faann

Bremple - Considérons une poutre sur deux appuis.

P R - PN 2
-~ ~ z N
* ) AY /‘\
A— —L\— T -7 ////
08 777 777l
7777 w* 7001 w?

Supposons que 'on y menage un appui supplémentaire. Le premier mode vérifiera
w* < w < w?

. N
A AN ~ N
g A2 -~

' 2 e . 7 3 I3 rd I} . .
La valeur w 4 sera vérifiée si l'appui supplémentaire vient & se confondre avec
» rd ’ 2 I'd 0 a4 . - 7z
un des deux appuls d'extrémité; la valeur W, sera vérifiée si 1'appul supplémen-

taire ge place au noeud du mode 2.

6., Coefficient de mesure d'erreur de krylov et Boyolioubov

6. 1 Etant donné un vecteur v, gquelconque, définissons son premier itéré ¥y par

la relation o4
g7 Py © MY,
On en déduit aisénent
T _ T = G TK

& K?» - f(?'ﬁ ds Mye T % e

si bien que, du fait de la positive définition de la raideur,
, T
o < (y-y ) Kly-4) = yT*‘wz%aK%.*soKa
- 4 'K
- L&' a| o \Jo



T e € -
o

On définit alors le coefficient de mesure d'erreur de Krylov et

Bogolioubov comme la grandeur

} 0_2:: C%x“éfmﬁfﬁo) - V gn—r K5| - g:KL&e

5 W g, FHUTR

CSIUNURPC—

Posant m
Yp = 2 F'.Z Ko,
A=
on obtient directement
m,
a5 F P e o)

dtol

m. 2 2 s '
G_ﬂ. % [M‘fh")"‘] F’«l wﬁv/*. 5

% 2o =40
,i:, F’ ‘/J.‘

Des lors, gi
:’j}’f?m | Meplad -] = | ,\4[)(7,0)_4 ,

c'est-d-dire si f(xo-) est plus proche de wf: 4 que des autres valeurs

M

propres, on a

T 2 >‘4{>[1°)’4‘

ek

2 A {10)
W, =+— > ‘-ﬁ—"‘ C'est la borne inf. de Krylov

et Bogolioubov
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\iil - Anortissement

1. Fonction de dissipation de Rayleigh

On sait que les équations de Lagrange ont la forme générzle

< ) oL L Q.=

?

?c ﬁ&

Qi étant les forces non conservatives. Parmi celles-ci, certaines admettent
P..-24/0¢q
P -28/0q,

q% étant une Ffonction de a, que 1'on appelle fonction de disdipation de
Rayleigh . Si Ri = Qi -~ Pi, on a dene

1lexpression

o oL ..'?jé. R, =
-T(’aa\)+?7¢. 25 tRe =0 (2)

1

B e e
P

2. Conservation de 1'énergie en présence d'une fonction de dissipation

Multipliant 1'équation (2) par éi' on obtient afuss Ao a b

=4 s L2L 0% .
y + -F= +2K:q = o (3
ale ?7 ) T 29, 9. {24, 9. T )
par allleurs, on a “
d’L aL. i .
— :;:é — “+S—
ok z?q.ﬁ' é5q 97
d'ol
~, L 'aL )
=9L . _dL 2= 4
i 7 9; dt <29 1o

ce qui permet d'éerire (3) sous la forme

OLL ok
— - TF (l ) -EEq + R4 .

iod a

ol apparalt le Hamlltonlen
B =pi gi ~ L (4)
4

généralisation naturelle de 1'énergie totaf% En fonction de cette nouvelle

grandeur, on obtient tout simplerment

olH 2@

st =

(5)
dt g 1T 9

0 i 3 s
~0
i
Y
PN
——r— . o,




[ A
i

BEn 1l'absence d'apport extérieur d'énergie (Ri=o), le Hamiltonien ne peut croitre;
il s'agit 14 d'une forme particulidre du second principe de la thermodynanique;

qui s'exprime par la condition que la dissipation est positive:

e

B34 vo | (6

———— g

3, Clagsification des différentes formes d'anortissement

On appelle amortissement la propriété des systémes vibrants de perdre
de 1'énergie mécanique au cours de leurs vibrations. Cette propriété est évidemment

liée A l‘inégalité (6). Selon la forme de la fonction de dissipation, on distingue.

a) 1'amortissement visqueux ou newtonien, caractérisé par une fonction de dissi-

pation guagdratique : on a donc

A A v
- '5;!'6'?;' 9.9 (7)

Bij étant une matrice. L'inégalité (6) s'éerit alors
56 - Z B.gq -2 o0
i)‘ 4/ ?4' 71 - 2 q_:.‘ -

ce qui revient & dire que lag matrice d'amortissement B doit &tre semimdéfinie posi-

tivee La force d'amortissement vaut

P - Z8.9.
o= Z 51,

L -

et est donc proportionnelle & la vitesse. Au démarrage, elle est donc nulle

b) L'amortissement par frottement sec ou coulombien,correspondant & une fonction

de dissipation de la forme

_ PRVE
¢ - (75 B, ?57{) (8)
On a alors

23 7 il

’bc] ; ( ‘2&". B;/ c]-‘. 71' }4/1

dtol

Qv
(ReX

42'7‘4_"’;:17—:: gf-f’

ce qui nécessite encore, pour respecter la condition (6), que la matrice B soit

N

seni~définie positive. Dans ce mod&le, la force d'amortissement est homogéne
de degré O en les vitesses, ce qui signifie que sa grandeur ne change pas si toutes

les vitesses sont multiplides par le méme facteur.

¢) Il est évidemment possible d'imaginer une foule de fonctions de digsipation

particulidres.
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4. _Efude d'un systéme b un degré de liberté avec amortissement

. T= 4]z max? me o
""E — x

m e> V= 4 Aa* A >o
AN > f

o XM @: % cat cre

L'équation (2) s'éerit

_ e (2T ) BICASNCK: S-S (9)
; - r *J
olt ?74' 374' 374’
pYata . -
. 4 (e 4-«4%96 = ;f
ou  Catort '
x + S a4 i/% x = E—ﬁ—

M ™
Pogant
le = A / m (2 , fréquence naturelle du systéme conserdatif
et » associé )
C -2e1
™ ¢ ’ (& » taux d'amortissement )
On obtient
v, . YA
x +26na +1L=x= ’19/”“' ( 10)

Solution de 1'équation homogine: olp'a’7ua/l1'm Lmauf'efish‘.?;w A deut
31+2£_Q}+_(22';o} .
et Ao nana st elome

é:ﬂ[-au/sﬁfi] | |

Trois cas sont & distinguer, selon les valeurs du taux d'amortissement

a)

£ > % : dans ce cas, les solutions de 1'équation caractéristiques
gsont réelles :

3‘:.!7.( ga *8) Lo A

3,: a(-£-Ve& ) <o,

et on obtient une combinaison de solutions décroissantes

e ETE L A (Ve nE) + Bh(VEET 2t) ]

b) £ <1 t le radical est imaginaire et

x = e-F’be[A cw()ﬁ'—? b))+ Baim (Vg )]

A

e e

A X
oscillations décroissantes \
5 b
c) € =1: alors, l'éguation s'écrit

x4+ 2024+ NFx =0

Une solution est

-t
x= A e

car cette fonotion vérifie

(a2 2> ) p ek

i
Q



Vil - &
on obtient une deuxidme solution sous la forme

7= B[Eﬁ) €~nt

car

- L
Ntx = 0t BE :
. _At 16..'0..&-
Q_Q;f: 211 Be - 24
e . -.CLt
O = ée"n‘t
soit

B = ct +D

Finalement, la solution a la forme

x(#) = (Ct+D) € 1t

( amortissement rapide)

On dit qu'il s'agit de 1l'amortissement critigue

Cherchons & présent la solution élénmentaire de 1'équation. On doit
avoir, si B est cette solution,

E[f‘):o dcwz: ]-»w,ot
Els)=o
E,[O) =
ce qui donne, selon la valeur du taux d'amortissement @
a) € >4 (supereritique)
t E
E=h Pty pe®
E{o): A+Bzo —> =~ A
E'lo)= Az, + Bél: > AS 4/(3)-%2)=

2.(1\/?:7
soit ﬂ{m-—&)b -Jl(vz‘?-é)t]

ELH) - 20 V%1 [e

{ - EF —
| E(N = _av’?T K(ﬂvr/ﬁt!

b) £<1 (subcritique)
-Et

e i Vagt b i li-e tJ
ELE) - [e -e
2; 0 Y 4-¢2

'{E(H: et

_m[—— Aw(aVi-¢ £) a

e) E=4 (critique)
On note gque pour E =1,
Aon { - Va-e® E) E
, —
n Va-g2
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si bien que

La solution générale de 1l'équation

. a0
oot LESNL 2 pL0x = EAKA

Vadt

est don‘, selon le taux d'amortissement

a) €71 (supercritique ) J(: -&T f“'”'f)
< T

v = o EE(R MET En) + BALDVEET E)) ¢ ﬂm%(ﬂr

b) (subcritique) .
x = & S A con(TFAE) 1B (2 o) f — m(nr—?e)L—

c) (critique) E
X = —€ (Pn’:f'%)*# J;C-—-%-—ﬁ :f(:mt) dT

5. Répone harnonigue d'un systéme & 1 dd) avec amortissement visgaeux

Pour f (fr') = r? cwwf:,

on obtient 1l'équation
.. . 2
A +2enx + x> % e wt,
@n ginplifie trés fort le probléme en notant que, comme

T
cmAwE = @ eaw

il suffit de chercher x sous la forme
Lwk
== K (ze )
z étant un nombre complexe. On aura alors

x = ﬂé@sﬂ.‘.wé - U}Av‘wwf;

la premidre partie représentent la composante de x en phase avec le signal, et

la seconde, la composante déphasée de 90°
Ty
/ﬂ Avame

1o Ry
/) Rebardl.
On a alors 1'équation complexe
{%e‘iuob)" +2e0(n e*“”b). 4 nt éeiwtz o ef'wt)
soit
i tie aar )y = g

ou encore,

gl(a"w)

il




Ltamplitude du mouvement est donc

i\%l:i'§' ;)§=

a2t m

1
3 a/h.ul(.’ ?0 actBun OW‘E’M’ .

et la phase vaut

! £ !
.~

Lasgy = Ay —Z !

! - !

Examinons les variations de ces deux grandeurs. On nofera gue
jf: est la réponse statique. On a
.
z
= ( =) = 254 rad
S2
d(Z)- @

et cette grandeur s'annule pour

K
m

1

2
ot
En dechd de cette valeur, elle est négative, et au deld, positivel Done, z croit
depuis:?i = 0 jusqu'Z la résopance d'amplitude qui se produit en
W
—_ = -2¢*
. 4 €

A
soit un peu avant w = .£L. . Pour cette valeur, gui n'existe gue si € ¢ ;F:
‘ z
pour les valeurs supérieures, la réponse decroit toujours lorsque la fréquence

d'excitation croit - on obtient

A 2 Ley At (4262 s HeP(a-€Y)

‘1@'2_

' % A

g Tmex T 2e Vpex y

On remarquera que pour £=o , (z) oc , et que 1l'amplitude décroit & masure

]

max
que €& croit .
L
A 1'infini, (z)~:> 0 comme ’Z:z

w e
Passons aux phases. l:'omx'jZ = 0, on a arg z =0, et la réponse est en

phase. Pour 5% =1, on a arg z =-514, ce qui signifie que la réponse est en

guadrature de phase pour la fréquence propre du systéme consernatif associé,.

C'est ce que 1l'on appelle la résonance de phzge.A la résonance de phase, 1'ampli

fude vaut
PRI 2ioc L
¢r-  2¢ > 2



w ey T 1
soit 1'amplitude statique divigée par le double du taux d'amortissement

On peut donc déterviner celui-ci par comparaison des amplitudes

statique et de résonance de phase. Enfin, pour -3':». -» oo , arg z tend vers-TC.

fo8

ke

> /0

|
|
|
|
i

Exoincne encore l'accélération. Sa grandeur est

a = whly) = %%139

En w~o, » &

2.
(o) = & _9’,1;
~™ o
en Wy 2

(a}w_%; E’ﬂ:@fg 3/[2&'"4)

™ 2gwla
et enfin, en W —> o2,
0 %

o) » £ @LAZ o~ g
™o wtfat

lalm
g |

La yitesse, enfin, a pour grandeur

& w3

am S

u

|| = w‘}\

Pour wwn~ 9, gm a

-
vl > 2= 7/



pour (WY -2,
v &

I % S eam
et enfin, pour W - 2,

lw} = ©
awmivt

3 |

&

| = s w(A
4
6. Aspect énergétigue de la réponse harmonigue

Examinons le travail de la force appliquée « On a
ﬂ} %&(4' )
73“1%'2“‘

avec

, (. Lt -1
P - [(4-%»)" 4+ 4= ]

On a donec

3:2& [U“——)th + 2£__.—Aw1u)t]

M

1 ' W
_gu @z[_IA-Q%')Ath + 2-2_-;:&0’4“*&],

M

et la pulssance dissipée vaut :

*5\’, L@ [ (4,~>Aw;wl’wéwb{-2£ W res wb]

{]

QI@?’[a—a& £ s 2wt - 4(4-“’1')4%?—“":]

tl

Lz puissance fluctue done avec une pulsation 2 W, autour d'une moyenne qui vautb

v

! ? w @LE w ! ( puissance active)
- 1

!

On peut aussi obtenir ce résultat en calculant la puissance complexe

100 A4 . A w w ]
A e N

ce qui définit
- la puissance active Ao i yae ndactive
= ’ % 4 .
v e rw - - % SRS P )
0. RQ- Lrwtet | qoag-dgeiien
~ La puissance instantanée s'éerit

TH = 7 ('4+c942wt) - (/7,&4.),,2.,0(:




- Vil =9
On notera que la puissance active, & la résonance de phase, vaut —

z A ] tlw
P 3Y S — e = 3=
J’zl” R 25‘:)_(2 J2 _/h

tandis que la puissance réactive s'y annule. Cette valeur de la puissance active

conditionne la dépense d'énergie nécessaire & entretenir la vibration,

7. Btude des systdmes amortis n degrés de liberté dans le cadre de 1'hypothése

de Rayleigh - Bagile

En général, 1'équation d'un systéme amorti & n degrés de liberté s'écrit
Mé‘f Bé+—K7; fOJ
iwt
Dang le cas d'une excitation harmonique on a f (r) = ge v et, pour

une réponse de la forme

L4

g (4 =32

wk

On obtient 1'équation
(kk-wM+iws)y = g

Malheureusement, en dehors du cas ou l'amortissement a été expréssément prévu,

Y g ' . . Wil ' . .

a l'aide d'amortisseurs, la matrice B n'est pas comme, car l'amortissement nait

de causes aussi diverses que peu chiffrables: hytérésis, frottements dnas les
assemblages, dissipetion dans 1l'air ambiant, etc... On doit donc scuvent détermine:
1l'amortissement & 1l'aide d'expériences. Celles-ci consistent en géneral & exciter

un mode domné et & resurer son décrément dans le temps.

Face & cette difficulté, Basile a proposé l'hypothése que la matrice
d'amortissement B est découplée dans la base des modes propres du systéme conser-

natif associé, en d'autres termes, que
T
Ly B *g) = Z‘Ec/“/ w, 57)

55 étant le taux 4'amortissement modal. L'avantage de cette hypothtse est
énorme. En effet, déveldppant q en modes propres s
et 2 O!'[/‘/a-{‘
ﬁ j ] J) J

on obtient
,'72[0‘(; M%{i) 4 D!j 67{,{1) ~}-O(7K’JL(-{-)): ’Tp/}‘)/

solt, aprées prémultiplication par XTi y

. . y -
i (g + 2800 pwfolg) s %y £1H)
ce qui constitue n équations différentielles découplées.
Dans le cas de la réponse harmonique, on aura
f)(T _f_ e«twk
(2) e 99’(

v ). S. et

/

d'oll les égquations découplées

(W, - wt + 20 &, Wn )/u;fq’ s e,



Vi - 40

goit

S, . I

T [
W, w208, W,

exactenent comme dans le cas d'un seul degré de liberté Il suffit alors
de recombiner pour obtenir la solution. Il semble gu'n fait, cette hypothése

était déja présente dans les travaux de Rayleigh.

L'hypothése de Rayleigh Basile a été vivement critiquée par certains
auteurs. Il existe une autre méthode, parfaitement rigoureuse, due & FRAEIJS

de VEUBEKE : c'est la méthode des déphasages caractéristiques.
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S— METHODES  NUMERIQUES D'ETUDE DBS SYSTEMES DYNAMIQUES LINEATRES —

Dans le cas général, il est malaisé, sinon impossible de calculer exactement

s

la réponse d'un grand systéme, I7 faut donc avoir recours & des méthodes numériques,

1. Méthode des déplacements modaux

Cette méthode suppose que 1'on conmaittles modes propres %(r). Elle n'est

vreinment avantageuse que dans le cadre de 1'hypothése de Basile,

On sait que la solution générale est alors de la forme
X = 2 o ¢ %2 , (1)
AL
Pesal; vérifiant les équations modales
e £1H
Q(A:-f 25‘;(;.);&:(*:4—(.\)“_ c(‘,: = ’(..—-jor—l (2)

o ?

Etant donné le second membre, on peut/;;oudre exactenent chacune des
équations modales, du moins pour quelques types cdlassiques de variation de la
- force dans le temps, au besoin, on infég‘re nunériquenent., Mais lorsque les
modes sont nombreux, c'est-i~dire, lorsque le systdme est grand, les équations

sont trop nombreuses, et on se contente de syperposer un nombre m de modes

inférieur & n, c'est-i-dire que 1l'on écrit
Vg
xy Z ol gy (1) , (3)
= .

avec m « n et souvent, m << n .

On peut justifier cette méthode de la maniére suivante :
La fgce £ peut 8tre décomposée en intégrale de Fourier dans le temps, ce qui
raméne & une sorme de réponses élémentaires de type sinusoidal. Pour celles-ci,

on 8ait que 1'on a en général (voir chapitre précédent)

(ol | Ay P
L -
Ly .
2wt i &Y 4-¢* PRIE = (4)
Dans le cas d'un arcrtiesenent - - _.maDes lors, la norme des modes

négligés s'éerit ~ | :? !
= wyrl < = 0
\f”f‘m.r‘d‘ | < Tomn JO 4 pPof gl (1-87)

Or, on a, pour

f= f (53- M =(3),

la relation

X%‘i)f= Pi /“»i

f= "x,“f Mx(3)

ce qul st eCrl'@ enCOé’e
M-'f = = q'ﬂ{ X(j)’

relation qui entraine -
q .
LRSI P L) il

TN
Co . _ ’ ...'/...

soit
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N

(2) f

|

I1 en découle que
m

A TVl
.Léw /ud} < e (5)

4wy, T (4=,

ce qui montre que la masse de 1'érreur décroit comme _1 ’

quelle que soit la fréquence d'excitation . wm ﬁ

Pour les excitatioms dont le spectre décroft rapidement avec la
fréquence, la situation est méme plus favorstle, car un mode excité & basse
fréquence répond de manidre qua. -statique, ce qui permet de supprimer

le facteur ey € . MBme chase si 1'amortissement est supercritique.

2. Méthode des accélérations modales., (Rayleigh - Williams)

On améliore encore les choses en notant que les modes excités trés
en-degh fle leur fréquence propre ont une réponse quasi-gstatique. Si donc

on arréte le développement & une fréquence & partir de laguelle le spectre

de 1l'excitation devient négligeable, il est préférable d'écrire pour les

modes supérieurs T
A Xrz) .
i T b, (@
‘ '

S

Cela revient éviderment A ajouter & la solution de la méthode des
déplacements modaux
N (1)
qu K= —_ May;)
M
Mais précisément, on veut s'éviter le calcul des modes de fréquence
trop élevée. On y arrive en remarq:ant que . - y
ey ¥ oy Xy
= MMOL(‘-) = ?-— i‘%—d:iMQ(g) :(I*ié ‘—““‘““M/q(:) ):ﬁ)
ol 1'on retrouve 1'opérateur de projection g@thogonale défini pour la
recherche des modes supérieurs, si bien que la correction de Rayleigh-Williams
s'éorit -
Agq= K(T-= WH - KO - 0u #
£=) i
Comme on peut s'y attendre, des études détailldes ont montré le
gain 1ié & cette correction est trds important lorsque le spectrede 1'exci-
tation décroft rapidement vers zéro pour W —»>02 , trés faible ou négatif
dans le cas contraire. Il n'en reste pas moins que la majoration (5) reste

d'application.

Y
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3, Intéeration directe

Dans le cas géhdral, on peut utiliser une méthode d'iamtégration directe., On
entend par 14 une méthode numérique pas & pas. Contrainement & une opinion répondue,
ces méthodes ne sont pas une panacée, et comme 1A montré HUCK, les méthodes de
superposition modale fournissenﬁéouvent des résultats comparables pour un moindre

temps de calcul.

L'arsenal des méthodes directes est trés fourni. Parmi les trés nombreuses
méthodes que 1l'on trouve dans la littératudte, nous ne retiendrons que l'algorithme
de NEWMARK, que noug introduirons par le biais de la condition de conservation de

1'énergie.

Utiliser une méthode pas-i~-pas, c'est remplacer 1'équation & intigrer par
une éguation aux différences, Cette étape est extrdmement délicate, mar la solution
approchée peut diverger ou &tre par trop impréecise, Par divergence, il faut entendre
que la solution numérique croit sans cesse ou gscille avec des amplitudes de plus en

.

plus grandes, du falt des erreurs inhérentes & 1'algorithme.

Dans le cas d'un systéme mécanique, on peut donner & la stabilité de 1'algorithme
e signification trés simple: L'énergie calculée & chaque pas doit rester constante
FAY
en l'absence d'amortissement. On pourra méme parfois désirer un trés léger amortissement

dfi & 1'algorithme, de manidre & mater les erreurs d'arrondi.

L'énergie s'éerit, comme chacun sqit,

T+ V= $d Tt T Ky (8)

Au lieu d'essgyer de résoudre 1'éguation

Mg + By + By=1,
il est plus pratique A'utiliser des éguations dédoublées ol 1'on

distingue la vitesse v :
+ K .
My + By =% (9)
Mq - My =0

ce qui fournit un systdme de deux équations du premier ordre. Proposons

nous, entre instants ty et t, , de résoudre ceg équations par la méthode de (galerkin :
rz . . "2
{j} T (Mr+ B+ Kq)db = | faTpelt
f
¥
leQ(Mq-Mu)oLt: o (10)
a et b étant des vecteurs de pondération & choisir de manigre appropriée. On

notera que 1l'équation de conservation de 1l'énergie s'éerit, pour 1'intervalle]t1,t2[ '
Mg T
- = ) - 2 B' OUJ'
f’l gl Jh(ﬂ ‘f 51 7 ) (11)
Choisissant des représentations pour q et v, par exemple lindaires :

q

]

(1“'6) q1+9q2 _ 13—1:1
, =

(1-8) 2 + © g tp - 4

v

it

veofoee
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dans quelles conditions la conservation sera- t-elle réalisée ?

On vérific qu'il suffit de pouvoir poser a = § , = v,

oo aut dome  [1F4T M 4 4TBG 4 7K q)dt S J f

J@Mg - aTMe) b=

. ‘,‘

sxoi’c,k par soustraction, . - Tae ) de
LMo +qTRg)de = [ ETF 978

ce qui équivaitt bien 3

4% . }
(g MVZ.-*—qT X )———(v,gTMV,I"‘q&T Kq,’ ) = j“(‘_c{T‘F"ngi)d‘r

I'algorithne conservatif de Newmark correspond précisément 2 des approximations

lindaires, donc & des poids constants. Les équations (10) deviennent alors, pour
h= (% -t )

w(u-u) v Blg,-q,)+ KL 1*123: - Sn Polb “f*’—h
M(qfq/&)‘" M’Bx Uji}--;—..o

goit
B+Eh_ Jo, + My
( 2 ) 2

i

(-] q,+ M+ L“’jl A

+ Wb
2 4 v

2
ce qu:'i s&'f?iﬁzmatriﬁj.ellement a, ) B K%{_ ] ] Fﬁ'ﬂyz /Qu]
& M ~M3)2}["’1]' M M“/L

On peut d'aillenrs vérifier directement la conwervation de l'énergie : en

]

multipliant la premidre équation par 1 (qp - q1)T, la seconde par (vz-v1)T,'

1
puis en soustrayant, on obtient b

(a8 fe, 0.0+ & 7Kg - 47K a,) 5 (T TH
=fa,- ‘1) gy

L'énergie est donc hien conservée,ce qui mpllque gque 1l'algeiithme est

inconditionnellement stable (quel que soit h) Par ailleurs, on peut obtenir un

amortissement d'algorithme en ajoutant & 1'éventuelle matrice B des termes amor—

tigseurs de la forme de Rayleigh
Bsuppl =(i X +/—7) M H
qui vérifient d'ailleurs visibiement 1'hypothése de Rayleigh - Basile.
Le terme ﬁM provoquera un amortissement décroissant des modes, tandis que le

terme o K amortira surtout les modes de haute fréquence.

En effet, on a alors pour un mode ”5(1)
+
2 ;b = d 9[“') K'xh‘ + ’ 9("(1) 7(”)

i i
P>
-m o~
= g

\”; 8
‘..

-

~
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W

(5)

dtol

285 = F +olw g
w

Terminons cette bréve incursion dans 1'integration directe en signalant
que mfme si 1'énergie se conserve, elle se redistribue entrc les différents
nodes, ce qui se manifeste en général par un certain allongement de la période.
I1 s'agit d'une forme de l'erreur de précision. Plus ou moins grande selon les

algorithmes, cette erreur est cependant inéwitable,
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25; VITESSES CRITIQUES DE FLEXION DES ARBRES

1+ Introduction : Les phénoménes que nous nous proposons d'étudier concernent

les arbres tournant autour de leur axe. Ces arbres seront supposés chargés d'un

certain nombre de disques représentant les masses en rotation.

L'expérience montre qu'd certaines vitesses, il nailt des instabilités
et des vibrations de forte amplitude. L'instabilité fondamentale se caractérise
par un mouvement de précession sans déformation, comparable & celui d'une corde
3 danger. D'autres mouvements de forte amplitude peuvent neftre, sous 1'éffet

ge la force centrifuge ou d'une anisotropie de raideur des paliers.

2. Présentation élémentaire

Avant d'entamer une étude détaillée du mouvement, nous nous attacherons
& montrer que des instabilités peuvent naftre. Considérons & cet effet un arbre
tournant sur deux appuis, dépourvu de masse propre et portant en son milieu un
volant de masse m. Supposons que, par une cause fortuite; l'arbre prenne une

fléche y; Il en résultera

- une force de rappel élastique

43ET
N . 71, N ) FQ= —————-—-—H)
7 7, /[3 d
Y
centripéte |
\ - une force centrifuge
/ Fe = /muoq'z.
Tout se passe sans probléme tant que F, < Fe.
ce qui a lieu pour
L T
Wt < lBE;,
mi
. 48 BI f o aqan
Mais pour w = w13 . ! les deux forces sont en équilibre quelle que so:

la position : il y a donc fngtabilité. Cette instabilité est appelée vitesse cri-

tigue. Elle se caractérise par un mouvement comparable & celui d'une corde & dans:
Zigue P

3« Mouvement d'un systdme 3 un disque concentrd

Nous supposons d'abord les disques concentrés;c'est-é~dire que leur
extension radiale n'est pas trop grande et que 1'on peut les assimuler & de
nasses concentrées sur 1'axe de 1'arbre. Cette approximation simplifie trds
nettementles équations. Le vecteur-positionf??du‘centre du disque s'écrit alors
=

o = 51 + (1)

oll g serait le vecteur~position du méme point
s'il était au repos, et r est son déplacement.
Nous utiliserons deux répéres.

- un rgpére galiléen (xo,yo), dans lequel on a

e e 4 e o) | -



- un repére tournant avec la vitesse , dang lequel
a = gkl o‘ﬁ'i'”/ (3)

on a évidemment
{Q’_o: f)’.c@:s_f?.t-ca);w\il.t (L,)
Y,z Aam ~SLE+ yooh AL

La vitesse s'éerit donc

* : .
7 oLo:&.ce—&JL'pg»w)w.rLt-Jl(owm.mt»racew.(lt) (5)
b > % ‘3 = @ A JLtJr—gC«sﬁJlt-t—JL('xm‘,J?_{:— gz.wwﬂt)
2 o

ce qui donne pour 1l'énergie cinétique

)™= a5 3?‘ + N (o 3L> +2 N ("x\é - ac%) (6)
[ s e .
R

dtolt , o ’ (
27 = m[911+81)+ rm_n?‘fxz?--az) +zw,.n/xa~. oca) ;)

L'énergie de déformation est celle d'un arbre circulaire @
T, .2
2V, = /&(7+5) (3)
I1 faut encore y ajouter 1l'énergie due & la pesanteur :

Z\G_;’Wg%:: nm?(%éQAJlbwkauaJlt) | (g)

les équations du mouvement s'obtiennent alors de llexpression générale
de Lagrange

4 (3T BT v
olt ’B{“)

e ® 5. T
1 ik

soit iei :

e + 2 JL‘é +/W1.ﬂ7" - e = ’Vﬂa s 2 ‘S [43)

s
- —lm +m_c13-/%3 = mgeesnE

On constate que la pesanteur constitue une excitation sinusoidale. Main
avant d'étudier son effet, exaninons d'abord le systéme homogéne associé, .Cherch-t

une solution de la forme
o X £w5u)t
{(a S Amwt

2
et posant p = k/m, on obtient le systéme algébrique

{[4»”»#71&01))(’ 2__{Lw\é:o (44)

_onwh o+ (pEnt-st)d =0

it



A=

qui n'est compatible que si son déterminant est nul, ce qui s'éerit
N2 2
(wlsn®4p5)" - 4 .0% =0,

ou encore,

[w1+ -Qz»/’«l)?' _ LIJL"’((»L-IJIL—,«Z) + q_a?'(_r)_": 'sz): o .

Les solutions de cette équation sont

N T IIILY

= ‘2~Jll 12 F”JL’

CU/L")‘ ﬂl""/f"»z:

ce qui revient & dire

2
wz:‘¢z+_alfszL - (pedr)

Ainsi donec, le systéme a deux fréguences provres, données par

“&.:(4L+‘Q) et Wy = ).4,—.0.'. On remarque imnmédiatement que pour 2= f,W,=o,

ce qui doit implguer unetinstabilité. De fait, dans ce cas, les équations (10)

stécrivent, dans le cas homogéne

L

0(‘*2’{1‘3.':0
EIW IR

(42)

On déduit de la premidre

(,;}:—2-‘—?—;—1—‘ P [,’3)

et en réintroduisant ce résultat dans la seconde, on obtient

2+ 4nta=s

équation qui admet pour solution générale

= A+ A es2 0t + Rgasn 200E. (14)
I1 en découle
0= o 4 ntAcad At - 4T, o 2T,

d'ol, par (13),

(2'} 2N A, lnt - 2 0A3AMZAY,

ce qui entraine

On constate donc que pour(] = p, fréquence propre de vibration de fleni

du systéme au repos, le mouvement se décompose dans les axes‘tournants, en
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- Une déformée constante indéterrinée, dite instabilité principale

( mouvement de corde & danser)

~ Une déformée de précession & la vitesse = 211

Dans des axes fixes, le premier mouvement est une précession directe de vitesse

). et le second, une précession rétrograde de vitesse{—.ﬂ)

C'est pourquoi la vitesse L = p est appelée vitesse critigue princi-

pale de flexion de llarbre

.

Exanminons & présent la forme des modes dans le cas général. Dans le cas

gubcritique (S2<fp ), on a
w
2y - A ‘
i w, }] A ) (46)

d'ol, par (11),
Y 2na(ptn)

X e
41 t ~rL /r t.fl

= T4 (i)

It
N
+1
i+
D
S

-3 A
ce qui signifie gue la premidre fréquence propre correspond 4 une précession

relative directe, de vitesse (p»i@, et la seconde, & une précegsion relative

inverse, de vitesse (41+—Q- ). Dans le domaine supercritique ( a5 ), les

relations (16) doivent &tre remplacées par
Wy .
Z‘*’r\}: E A

ce qui donne )

v 2alast) = -4, (43)
X - T A

si bien gu'il s'agit d'une précession rétrograde dans les deux cas. Dang le systé

d'axes absolu, il s'agit toujours d'une précession de vitesse py directe ou

rétrograde.
Revenant au fait que la pesanteur constitue une excitation en -2t , il
est utile de s'interroger sur la possibilité d'une résonance h la fréquence
De fait, dans le cas suberitique, on peut avoir
Wy = 4L--5L = L
(19)
pour ~fl= ¢42 « I1 y a donc une résonance due & la pesanteur pour une vitesse

égale & la moitié de la vitesse critique principale. Cette vitesse critique

secondaire se manifeste sous la forrme d'une précepsion de vitesse_q dans le
systéme tournant, soit 21 pour un observateur fixe.

Notons enfin qu'un faux~-rond aux peliers s'exprime en premidre appro-

ximation par une erreur de forme

Ane & wr26 (Lo)
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Pour une vitesse de rotation_fl, il en résultera donc une excitation en 2 L
On remarquera gue cette pulsation peut &tre atteinte dans le domaine subecritique,

en posant

W= p-L= 20 (21)

ce qui conduit & la valeur 1= 4&}3 JIL s'agit d'une précession directe. Nous
avons m, par ailleurs, qu'une précession rétrograde & la vitesse 2 L peut &tre
obtenue pour (L = %/1-

En résumé, il existe une vitesse critique principale pour une vitesse
de rotation égale & la pulsation propre de flexion de 1l'arbre au repos p, et des
vitesses critiques secondaires en p/2 et p/3. A une vitesgse donnée, les deux

pulsations propres soht _n+ p et l( p - {1 )‘.

4. Mouvements d'un arbre portant plusieurs disgues concentrés

Pour le disque,i, on a sous forme matricielle, en posant
CY('“: (’7(4:/ ’3;.}) + C
i v LT N . . + 2 -[2. . ’-—\'.. 3
27T = ﬂ(i)Mla"h) + L Yeap "< Fea) T "< e

avec

my @ e o o My
Mi‘_‘ 2 Né': 5 G{ <
© myg o My -y O

Assemblant alcrs pour l'ensemble de 1'arbre, en un vecteur position

f = (x,, = X, )
12 Tpr cree X9 Ty oceey ynr

on a visiblement

T Yy T Ay |
ce qui permet d'écrire 1'énergie cinétique sous la forme
27T= G.IT Mt} + 12_3277,\/7 + 2-!2,‘7T6”c%/ (22)
aiec
— 1 _ cA _
™ ! M oo
i o |
M= M, | |
i e
i
)" Lo
© J o o M
— 's " 4 | ( -
. — 3 R _
s o | ™
A ° l m l
- m
SR R IR Y B
-m,’ | {
' o -M Lo
L ™ i I _



Quant & 1'énergie de déformation, elle a la forme

T

avec X de la forme
A \ 3
K(o
K=

Le probldme des vitesses critiques revient alors, comme dans le cas ‘.

d'un disque, & chercher les solutions de 1'éguation
- “4&{ 4.0 hlq + ZquC%E% ~’<C)= 2,

ce qui s'écrit encore, en termes des vecteurs x et y,

~ ~
- ?Q ~ 4+ 4QF—KZ 2+ 20 M q - Kx=o
~

_Q%’Aﬂlf/\\’\\a’vz_ﬂad"{a:o (23)

T

A nouveau, on cherchera une solution du type
S L= QL Ced ‘>\~Q—t
. 2
{%: b A A2t (24)
ce qui,méne au systéme matriciel symétrigue
" 1 20 2)\__/2_2[/\\,\ -
(K-C\M)JL M) - Y
A o 2
_oxatfhox 4 (R-0OFm)a*Ma=o (25)

Les vitesses critiques principales correspondent & x = 0y, soit au

systéme découplé
{(R_leﬁ)ouo
(k-*fM) g =0

dont les deux équations, d'ailleurs identiques, se résolent comme un probléme

classique de vibration et coincident d'ailleurs avec la recherche des fréguences

propres de flexion plane du svstéme au repos..

Les vitesses critiques secondaires dues & la pesanteur correspondent

N L4

4 A = 1. On obtient le systime
{(\?_iﬁlﬁs)u. 24ty =o
Caatmox +(R-202M)y=o _

dont il est aisé de trouver la solution. En effet, la différence des deux équations

g'éerit
Koo R
xX - N =z o
K o
ce qui entraine x = y; leur somme vaut alors

> 2

(?(— Li——’l?';\’\)’;"v (K =45 “")3: o
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et entraine donc
~
(K-40"M  o=o,

ce qui est précisément 1l'équation des vitesses critiques principales, sauf &

remplacer £ par 2.4 . Ainsi done, -les vitesses critigues secondeires se produi-

sent _encore & des vitesses €anles aux moitiés des vitesses critiques principales

Enfin, pour ™\ = 2, on obtient le systéme
~ o~
[(K-S.{L’Lﬁ\)fx- 4 nFMy=o

~

~
C 4t owr (K-saTM)yEe

qui adnet la solution x = y pour
~ A
(K-302"M) x= o,

ce gui méne & des vitesses critiques pour des vitesses trols fois plus faibles,

et la solution x = - y nour

(/I%’._Q?'Q)'l o O

Il existe & nouveau des précessions rétrogrades & la vitesse critique principale.

La conclusion de tout ceci est que les méthodes permettant de calcular
les fréquences propres de flexion plane des arbres au repos permettent également
de calculer les vitesses critiques. Tel est en particulier le cas de la méthode

de STODOLA, d'ailleurs construite dans ce but.:

5e Influence des moments gvroscopigues dans le cas de grands disques

Dons le cas de grands disques, il Taut tenir conpte de 1'énergie
cinétique de rotaticn. Nous examiner-ns le cas d'un disques Un point du disque

est alors défini par le vecteur N IR -
& et q + vt —T\r
T1 est commode d'introduire ici trois repéress

- un repére galiléen, ol

a0 =g + T + D, (27)
- un repére tournant & la vitesse , dans
legquel
Ay =gy T f D, (28)

- le »cpére du disque, ol

a, =qq + T, + D (29)

a’  -aq*
Les transformations seront écrites

a, =8 a 4 a, =Qa;, a = Tag: : (30)

ol 51 et T sont deux matrices orthonormeles 3

m n



X -3

Etant donné que go est constant, de méme que Py 1'expresgion la plug simple
de a_ est
o)

= 2
8y = 4 * S1rt * Tpd (52)

Bxprimons les deux matrices de transformation S1 et T

a) calcul de S1

On a visiblement

N 3o
IN e { %

i

o=y Ceb ALt - g Al QL

fx_{,éu(a.ﬂ.b *Yp o 2E

1

2= bk
)
> Xy
dtou .
Cob S2E — Auq Lt ° 7
€54 = 4~L1*Q.t Ceh Sl b o

(33)

b) Cnlcul de T

OnatT- S1 Q= S1 82 83, ol 82 représente une rotation d'angle & autour
de 1'aze vyt

G [ oy = o co2 0+ 2O
¢ : . 0
0 By= ~ XY 4
%t: gc
&
Y . s
x g g \i (:) d'oh -
' ﬁt " Ceb 0 o Hunm D
S = ) 4 @) (3)4)
o, z
- 5D o 4D

Quant & S_, il s'agit d'une rotation d'angle @ autour de llaxe des x:
3

2C

-
=

&
Yo $a WY T Bty
EPCT i LA Wi {
~d'ol
A lo] o

Sz | o @y oy (35)
Fo) /QunLF Cmdtf’



On a évidemment

sszz w I et 5.0 8. =1 (36)

Les vitesses valent donc, par dérivation de (32),

6= S+ St Thy,

]

d'olr
. .y e
v AT SIS R+ g S S Ay T T
o ) v -Tn o
¥ AL S, R+ 20y SIT’T\BL + 208 S Ty,

ce qui permet de calculer l'énergie cinétique par

2T = j v A
v

On peut d'ewmblée simplifier ceitte expression en notant que seul Py varie dans

le disque ; de plus, comme nous supposons celui-ci synétrique, on a

\g dm = J‘ 4AOL<AWW T o

T
et, en posant Py = ( a, b, e),

ja_L,a(/m = J bao\m = J,&c.c\'wv - o

v
A= fv(bv_+ &) dom, Bz yv(“z“z)al'w’ C= jv[,,ngt)alm,

si bien que les seuls termes restants sont -
— - » - - v
2T =m L"',Z SISty + 'z.ZSjSﬂn_/b + 2, S, Sz ]

+{ug%%h)am

Les trois pfemiers se réduisent aisé~ent en notant que

est antisymétrique, puisque

(STS) = STS,+ sTS

4

70
,(»
=

X

N
Ik

De plus, on a

Or, la matrice R1 egt d'un calcul aisé ; on a tout simplement

L o ©



dtol

X-40
. ﬁz o <
]
th R4 - o ._n.l ,
< o]

[~

ce qui ramdne les trois premiers termes de 1l'énergie cinétique &
2 -3 2 2 . .
2T, = m (g +95) + L (H Yy ) -2 Ll (%k}k'ﬂt%&)

ol 1'on retrouve les termes des paragraphes précédents. Ce sont les autres gui

narquent l'effet des couples gyroscopiques. Pour ceux-ci, on notera gue, comme
TTT: T

on a
v T
T T = TTTT T
comme, par ailleurs,

on a

T:: S:,, S'l-gg + 8, .g:,_S_g + gqszsé

gibien que

T STSTST(4,58 4 §S S+ S5S)
= STST RS, S+ STR S+ Ry,
aveg .
1] T - LY
Ra= SqTS»\ y ?z = 3.5 3 Q_g: S,;rs& .

R1 est déja connu; quant

EY R, et RB' ils s'écrivent respectivement

o~

o [e] 9
R, =

© o o~
2] Q [v] 5 ?3: o © “‘f
-8 o o ? 0 v}
On calcule alors
0 & Aim é~°”‘?
STAS. = . ¥
3 273 ...9)\,‘.,‘&? 0o o
) )
ot --9ca$T o )
. "y --51(9&9<067 rllﬂ””hgﬂ
S5, NS, S, =
0 .J)_/b—me
-r‘!‘.cia9wﬁw
gD o
{ .
L n sty -




Le résultat final est

- o é)hk1?..JQJbo@cboy 6’ﬁy97 +.chaa5'&iqw
TTT = |-6o0mip +-Scosdiep 0 Dl 8 —cp
, —éwoy)-_/).-mé}\iaf ~ POy 0

Du fait des relations d'orthogonalité (40), nous ne devons calculer que
, » l-T'
les termes diagonauk du carré P = TT T,
Ils s'écrivent
qa4: éz+ NEcnté
] .0 . N
.2 . 14, . - Aun B
[, = © Auaip 0 (4-cor 94\1\41\{))_’2,.(19{5\»4\{)@4‘70@6 tp - 2L A

. N 02 7, *
(A Otw?'nr w1t (A-cea®® CDAL('O>+2'—O‘QM€MSP“”Y +p ~20Hmb

3
La réponse linéarisée a'obtiendra en limitant en termes & 1'ordre deux
en les déplacements et les vitesses, ce qui donne
Pz 67+ n*(4-6%)2) -
AP qh?..fl(q;e +<7oé)+~0-?‘(4‘£pq) .
By 65§72 (Fg- 50 )+ (6+42)
L'énergie cinétique de rotation s'écrit donc
Q_—rzg: nr j?a%);"’-) dw 1 8% J(a= cv-‘)d,u. - (plf(ip?‘+cl) o
+ 06" [(mat)ebm & 27 I(Cz'f'z)d’”‘" 4 00)
+ ;Jl(goé-etp)j‘c?‘ow -0 j”Oh”’ ((/;s-s)—c)o
O% Bl

s , 2 N 2 1
2T, > A%C +£59?’+Ax{>"‘+ (n-¢) a6+ (&-c) ¢

4 @ (h+B-c) (8- e¢) - (R+c-B) (SDGO-H;JQ)

Bssayons de comparer 1l'ordre de grandeur de T2 a celui de T1l On notera

d'abord que 1l'on a

C =mnpt = rayon de girationj;

par ailleurs, on a,en se donnant une épaisseur moyenne h du disque,
T

A35(§+@)dm ~ %rmr%‘%wmjz; %w HW+L.~)

valeur qui, dans le cas d’up disque relativement mince, différe peu de C/é
D&s lors, on a approximativement
A-C ".‘—E;_\Mfl': G“C .
A+ ~C ~ —)G-M{’Z;'; %Cf}‘z
Bifin, le dernier terme de 2T2 peut &tre omis , car il ne produit pas de forces

d'inertie.

114

Notons alors que l'on a

6 = O 1317‘2 , {:%’&m?mwo ol o de GL’I-/M.&&[Q,
PR RV
¢=0(T) |, 45



_ .
) -t

EréQ': C)[.“' - TLJl
AGts O (% "‘3’1 i)

d'oﬁf
(A”C> atet: O (’MTLE'.,Q Ke)
(BﬂC,)_D,Q‘ O(»*'mlﬁ'ﬂ 3t>
2 (a+8-0)lp6-06)= O(’”’“"Q?'Q (“‘t‘é”w*?”)

On remarque donc que les termes de T2 seront négligeables devant ceux de 'I‘1

chaque fois que

1,0
2 M ﬁ, << A
Z /QL

gsoit
L
ce 2
P m
Ainsi par exemple, l'erreur ne dépassera pas 5% & conditiong que
7 %
A Rl <
—i .7% < 0,0%

soit

On obtient donc une erreur inférieure & 5 % en négligeant
1'inertie de rotation, chnque fois que le rayon de giration des
disques est inférieur & 10 % de la demi-longueur d'onde du node

2
En général, 1l'erreur sst O ( %Z TTFJiZ )
V4

Il découle de cette analyse que 1l'erreur est plus forte pour les vit--

ges critiques supérieures que pour la premidre.

La nise en oeuvre d'un algorithme prenant en compte les ternes rctat i
a été décrite par GERADIN (+)



A1~ HOYTONS SUi LES STSTELES CUITTRGS | Ai-A

St

1. Généralitis et prepierg exemples

- \ . 1 R L2
Jusgu'd présent, ncus avions toujours supposé les systimes discrets. M.ug exari-
. R . . B e
nerons ici le cas des systimes continus. Les principes de base restent les ri. .n»
ainsi que nous lenmontrerons d'abord dans le cas d'un arbre sur deux apyuls,

fléchissant dens sa configuration de repos pour la rotation. Si u sa masse lin -

ique, y |
B - on a ?
1, ' PR
‘ ! A
3 " — OT = J o ol (4)
~ \]/’U" — : L
- - )
tandis que 1'énergie de déformation
gléerit 1 7
~ \Q' i H O) bl
2V = ET " ol ) o= \/2)
o
Le principe de HARILTON g'écrit alors
Ea ]
51 (T-V) dt = o o w(t)) = a(t)z0 (3)
4
Pour faire apparaltre la notion de modes propres, considérons un nsuveuent de 1~
forue - -
° pr (k) = te (x) A w € (4)
. 2T T .
entre £, = 0 of A,= - = . Tenant compte des relations
27w 2w
Aw{z'wt bk = J (e,),; wk = 1 {5)
o © 2

On raméne le principe de HAMILTON & la forme spatiale
i ¥ N
z — R .
4 é{wlj /V»V- O,JC‘ j L‘I,(,u" olx B:o {g)
2 A A ‘

quel que soit la variation Su cinématiquement admissible, c'egte-d=dire vérifian*
les liaisons aw temps %. Dans le cas d'une poutre bi-nppuyée, ces linisons inpli-

guent

5u. (O) = 5u {,(’) =

Cherchons donc l'j variation pre: 1iére du principe (6). On aura :
0= w? f ,uu.éu ohe  ~ f ETu§uW" da
et le dernier terme peut &tre 1ntegre par parties :
¢ | r Hs ¥ 1 ¢ WY s,
[eTursy - - [ETw'ss'] 4 ) ETw") Suolx
) e P

Une seconde intégration par parties est nécessaire pour se ramener b sous

le signe somme : on obtient alors

: s -1 fo e Y S o
foem e N i - (l’.' :I Ad P o k. ¢
PR ] A i R ‘

[
-
—
-
-

‘/

bl

f"_

"“!



Ainsi donc, la varisticn premidre se raméne a
L (- o L |
Ozj[wlf'/\u, ~(EIL¢.”)HJ du dx —]:EI/LL"S%(]a —\'KEI/—L”) 5"“]0 ) (:”
o

Comme nous l'avens dit, Su.(o) =%u (1) = o, ce qui annule le Jlernier terne.

En vertu du théoréme fondamental du calcul des varistions, on annule séparéve -t
. s . P < oo

les coefficients de S« sous le signe somme et les coefficients de ow ef Gy

aux linites, ce qui mdne aux équations.
it —
(Ex )" - Wt e dacs Jo 4T %)

ETw"(o) = ET 4"(L) - 4 (3)

Les relations (9) signifient que les moments sont nuls aux extrénitése Ltérusts ¢
(8) est 1'équation différentielle du probliéme. Blle s'interpréte comme suit :
sous l'effet du mouvement, il nait en chague élément de longueur dx une force
dtinertie —‘pAdx. ¥ = L'effort tranchant
vérifie donc
I\\ },LU' olae OL T '

e “;Ek = /Acr

le moment,compté positivenent si v">o,

vaut

v ﬁ\)ki;atﬂ, M = BI g
< Wi | \)p4¥cﬂﬁ4 et on a
N ) lL' E%lﬂ. - -T
M J = T4olT olx
d'oll

M -
e

Ou encore,

1

I
(EIM") -{-/Au-” o

équation qui, moyennant 1'hypothése (4), se ramdne 2 (8) .

Cherchons les solutions des équations (8) et (9), dans le cas EI = a"c

L'équation (8) s'écrit alors

A
- Mo o= O
oW Ter
ou encore
p.w - F)qu = © (-40)

en posant

ET
L'eéquation cardetéristique assocciée & (10) s'derit

L £
23’~’;’GI o

/54 - wr (44)

I%



solit
. 2y
Bt =
ce qui montre b 1'évidence yue ses racines sont

- t et " = *t x;/%

La sclution générale est donc

Ac= Pces ha + 84‘,5\4,/3.% + C 0&/57(— + Dok fBa (4?)
/ !

On remarquera que la fréquence est a priori indéterninée, et il en est

de mfne de F Ce sont les conditions aux limites gui fixeront les fréguences

provregeixprimons d'abord la nullité du déplacement et du moment en x = 0
n a d'abord

0O=u (o) =44+¢C (13)
et d'autre part,

O=u"(o)=/82(C—A) (14)

Notant que le cas P = 0 est saps intérét, car combiné avec la rslation (13), il

impliquerait u = o, on est amené, en comparant (13) et (14), & écrire

A=C=0,
soit

= B sin Px +D sh.Px. (15)

De la méme facon, le déplacement et le moment s'annulent & 1llextré-

ité : on a donc

=

u (1) = B sin Fl + Dgh Fl
u? (1) = - F Bsin Bl 4+ F Dsh Bl = O (16)

I1 s'agit d'un systéme howogéne de deux équations en B et D, Pour que ce systih 2

aduette une solution non nulle, il faut que son déterminant s'annule, ce qui

siéerit
2
2 F sinBlshll=o (17)
AU

Or, nous avons # que ? n'est pas nul, (g qui impligue sh Fl % 0. Les seules solu.
tions correspondent donc & sin ?l 0,
soit

1 =nTT (18)

Cette équation fixe les fréguences propres. En effet, on en déduit, en tenant
conpte de la définition (11) de B:

A= Wt mh (19)

= L 1 s



dtol i 2 2 .

v , M T [49)
W =

Ainsi qu'on peut le constater, il y a une infinité de soluticns, correspondsnt

aux différentes vrnleurs de n E N +. Les modes propres correspsntont sont de 1r

forie T 2
é )!/V‘ ’_':___...__: g 2 <
AL = B ,ﬁ ( )>

Puur bien faire sentir 1'effet des conditicns aux li-ites, exsidin. o

en quoi le probléme serait modifié si, ou bien d'une poutre sur deux appuis, il
s'egissnit d'une poutre console. Dsns ce cas, on aurait
u (o) =u* (o) =0,

PR - . ey
et les termes aux liites Ge Llexpression (7)

deviendraient

- [EZZ:/Lnscﬂ Janzi - [IETIluJO'SLL}x:K ?

NNNSNNS

ce gui conduit aux conditions
u" (1) - u"'(l) = o,
signifiant la nullité du wmouvement et de 1'effort tranchant, reswectivensnte
Pour le reste, la solution (12) reste valable. Exprimons -~y nos acuvelles condi -
tiong aux lirdites : on a
0=u (o) =4+ C
0

u' (o) = {3 (B+D),

Il

d'ol l'expression
u= 4 (ces ?x - ch Fx) + B (sin Px - gh ?x),
étent entendu que B £ o, sous peine de nullité du délacenent. L lextrémité, on o
W) = - A (Pl ech sl ) - Bﬁz(awphﬂiﬂ): 0
o 3 . ) 3 v
W) = APl shpt) - B8 pt vk pt) =0
Lla compatibilité de ce systdre, en dehors de la soluticn nulle, exige gque
5r 2' o ' /?—2 ~
/5 LQM/GZ,LGA/M) + ( Aim ﬁ[~1£/.f)]\ °,
i e ABE s 2o pl el 4 AL AL = o
B+ B¢ ﬂ-mﬁvtm_ﬂ— ﬂ~,~

ou encore,

2 Cvd/3€ OA/QZ + 2 = o,

clest-d~-dire

A
cmﬂ[ - - W [2.//



Cette équation est , malheureusement, ncins siaple gue 1riquation (1r). werc . -
dont, 1l uperposition des graphes de ces deux fonctions pernet de situer les

racines sans probldne @

N0

En dehors des gquelques preridres, elles sont données approzinativement par

/3/%,8 ~ (4;7-4/%:

Pour une reilleure précision, on peut faire les calculs par unc voie itérative

portant de la valeur précédente de y = Fl, on calecule 1'itéré ﬁayk par

- 4
Ced E&,v ] %2 J

s0it, pour recherche le zéro nuuéro n,

%&' (m - 4)Tl;+ aAM[ )19;‘)

( se rappeler que la fonction arcos a ses valeurs entre 0 et TC ). La conve: -

gence est assurée, car

ok r 4
:gf_amm ('0&3«‘)]

Y SR
)JJ(T

de nwdule inférieur a 1

k valeurs de y = Fl E
i { i Q.r ] ,
n l 1 2 3 | 4 j
(5 Bl ‘ 1,8751 4,7300 7,8548 10,996 J
T 11,5708 | &,7124 77,8540 70,99
o) &




2, Poutre appuyée - encastrée

)

PES > Lz solution générale est la .:& e cuc sour 1
:: \ <5L“2£’f_ poutre bi-appuyée. Mais les conditions aux
:1 AV li-ites sont ici
’rr
u (o) = " (o) =0
% u (1) = u" (1) =o

Portant done de

u =4 ch FX + B sh ?x + C ces Fx + Dein Px,

4 WLE
/’3 g 7

on a d'abord, en % = o,
O=u (o) =4+ C

0=u" (o) = FZ (4
d'oli pour F # 0, L =C =0 et

u = B gh Fx 4+ D gin Px

avec

il

]

1
Q
~

Les conditions en x = 1 sont alors

0 =u (1)-Bsh Bl + D sin Bl

0=u! (1) = F (BchBl + D ces B1)

Toujours en supposant F # 0, ce systéme n'a de solution non triviale que lors;

son déterninant est non nul, c.i.d. si
w4 3 o 3L - J’bﬁu;ﬂﬁz _

soit si

/3,/52 = //’/L/ZZ

I1 est assez aisé de trouver une approxination des solutions de cette équation

en faisant un graphe de ces deux fonctiong

'¥(d) \
Yo7 N Ay

AL. - — —/




Comne 1n fonction thx est tris voisine de 1l'unité pour Bl suffisannent grand

les solut.ons vérifient & psu pris

Ay (L -

sauf (5€ = 2%7 Ce sont donec

e g .
o S s %

S
&l

Ak /A,\,\ﬁ - IL-:; +

Partant de ces solutions approchées, on peut les. anéliorer war le processus

itératif ’
gy T aacﬁa('Aﬁ'xm}
car | y ,
e Y 4’ ,’BL"( s —— ”-—’f’ﬁ x/ <& A
-g—/; [ Al 3 (/ /)] = 4-{—'/"&2-76 ( )

(et mdme trds proche de zéro)

i n * § i

s S

: : 1

{71 . , . ¢ ,

!'74"”( 5,926990817,0685834 |10,210176 !

l }3111 3,9266023 |7,0685827 110,210176 1

T | j

On a alors
g1 TiET A )7
twh i t - -(f"n + ;_-;)
/M /%4 '
3. Poutre sur 3 appuis
< A S - Dans ce cas, il faut écrire le principe de

a b A nanidre 4 faire apparattre les cornditions en x=c-

on ecrlra done

N o (f /)ET,U,“«:/% -wz(j f/uu oz 4hf
7

) . . , . , . . .

d ,EL Qméibwéf Lors des intégrations var parties, il convient de distin
guer a+ et a_on a done
-

erarf ] ferarie] Eransa T Eran sl

C e ) S e

. jcl,uffgu'o:z b | ET s T rwaua/x+/pwsua,(]



L

o

&

Ler variations 8u et Bu' doivent étre identiques en a - et a +. Par congéquent,
on obtient les résultats suivents ¢ ]
ET v Wb pw =0 daws Joal Ve, L0 oo (1)
ET u'(o) 8ufp) = ET ') éu'(8) = © - (2)
[EL & (o) - T a"(ay) ] Sulfa) = o (3)
ET u™{0)§uls) = ET ™ (@) fle («?) = o ‘,*//..)‘
[L"I x"m[&q—) - Elﬂm{ﬂ...)] Su () = o [5)

i!

Les cond.itions ( .4) et ( 5) n'apportent rién, car Su (o) = Bu (&) = Su.(l) =
Tor contre, les conditions ( 2) entrainent
0= 8I uw (o) = BI u" (1), ()
ce qui exprine la nullité du nonent aux extrénités. Ouant 2 la condition ( .3)-
elle conduit &
ET u" (a) - BI u" (a+) = o (3)

ce qui est une expression de 1'équilibre des nonents au droit de 1'appui.

Pour la résolution, on posera & nouveau

P (

e L

)

oG

La solution s'éerit alors pour chacune des traveés scus la forme

we Adfrt Bobfou s Coos pns Danfin l9)

e

les constantes 4,B,C,D différant d'une travée & l'autre., On obtiendrait par ce>..
néthode huit constantes i déterminer par les conditions aux linites x = ¢ et - -

Z = 1 et les conditions de transition en x = a.

I1 existe cependant un procédé plus simple @ dans 1'intervalle
on pose
4z Mgz A, J{/}x. + E,,J/Zﬂx +C, ﬁ/ﬁw + Dy demfSe ]
. 1. - / e l’
m. x./:m/»y&e, Jue i, /o) - ,.1,1.4/4{) zo, el ,4(4”/0) ol s A ueteia b

1 0\4/«9 E/ 1 efa,zt'
u =1, +u,

2
z . !/ . L2 PRI 4
U, etant la fonction de type { 9) gul s'annule avec gn dérivée et sa dérivée
seconde en x = a. (de waniere A vérifier les conditiocns de transition). On dcrit
enfin que u (1) = u" (1) = 0. De cette nenibre, la déternination des constanter

est grandement sinplifiée.

a) détermination de u,

Tout d'aberd, on a

u, (o)=A1+CT=o

u", (o) = 5 (1"11—(}1) =0



JANEE
et comme F = 0 correspond, vu les conditions d"appul, & la solution triviale
u = 0o, on doit avoir {674 o et
.A. = C = 0O
1 i
On a ensuite

Ay [a) = B,\ J’gl,/’)cz, + D,‘ éwﬁa

By, = - P %
et ?’4,/34
A /7() = DA [ /51;*’)/97<. - 3—;;%3 L&/&z ]

b) déter -ination de u,

d'ou

2

My = Agul/jf/c”o) + 8, gf[n,/.Z/;c- a) + (fLCcA/D)fx.“ﬂ/ # szb'«'ﬂﬁ/? —a).
[é,lors)

On peut donner & u, la forme pratigue suivante

O=u2 (a)=A2+02

w (a) = p (B, + D))

O
i

i

0 ="us (a) = }32 (A2-02)

conme on peut supposer {3 ;é o, il vient

d'ol
Ay /L z 9 _/JW/;/QL a) /,J{/Z[’Z a)

¢) conditions aux linites en x = 1

Enx> a > on
uln) = D[Mﬁvc»’é—ﬁf'%ﬁ J—L?[/‘Mﬁ//c )~ Yit/”ﬂ”“)]

d'oli, en posant b = 1 - a,

(17) D[/é"w/gﬂ-',ﬂ:/é—» é’[’/\/)'i'i'D(’)m)/}jf»- /357”0
- 7 T . Awm fa , — v 3 ,L‘ A -
,a.”[!’):/l [, LM}foﬁﬁ%ﬁf) +Dz[ 4 /36 4 ﬁ)]

Divisons la seconde équation par , puis considérons les équations provenant

de la deni-somme et la deri~différence des deux éyuntions obtenues. Il vient
94/3”/./\/3@—} /;W/BLJ"O

{m —;&%/y&ﬁﬂ ¢ @%/ﬁ,-_—o




AL ~AD
m———
nt
hd . 3 7 3 3
e gystene n'admet une solution non nulle que si son déterninaiden

= oLk b - ﬁ%% e gl sin i

est nul, soit, buisgue fa £ o, pour
Hhfa ,M/éﬁ_%/,@z - e ApL dsafilz o
C'est une équation en B. Posant
A s = /M
On obtient
Mﬁ m&/%flﬂm%) - Av‘w{‘{,/ﬁ‘y m/m—g) = o

Lo résolution de cette équation est difficile dans le cas général. Etudions
— e .
d'abord le cas particulier ; ~> O » A cet effet, nous écrivons 1'éguan—

tion aux fréquences prepres sous la forme
.Aﬁggﬂg’/fré’) _ ,/,«1;4&/5;.:,,%/[4@)
AAK P! }/

On a alors, au voisinage de zéro,
Ay s, dhpheg) e Ap-giy

adtol

A hrh-g) g L2
o;l/f e (50 g )

et, de la nére fagon,

4“‘"0’% =~ y5 ./‘fl:w(}/{flv{f;)t:/éﬂ:ﬂ&’~&/§c@dr)

d' ol

s mgles)

. -3
pive g

ce qui néne h 1'équation

}/g[ /H} ()/b)v' /Qd_ﬁ-
qui équivallt &

s

On retrouve 1l'équation de la poutre encastrée, dont les solutions sont données

en premidre approximation, par

y (g )



R - A4

Ly

<

Passons alors au cas général o < 1: < o0,5. Le cas 5 = 0,5 correspond
/
3

A une poutre gur trois appuis, en deux travées égales. I'szprsgsion
) <
TE?: Akff4&JM—j}

8tant lourde & nanipuler, nous la simplifierons comme sult ¢

DN R DG )
| 2 ( e"- e v )

on o

' -2 ~2y[4- €
et coupte tenu de la petitesse de e v ef @ X[ 7) s elle se ginplifie
approxinativenent en

=~ %:(Anefafg)

’

Cela étant, 1'équation & résoudre peut s'écrire
oy = A (1o CHES ) g G (1)
&/ = S (4-e Aea g .

I1 guffit donc de tracer sur un néme diagranne la fonction sin 3’0% la fonction
du second mensbre, et de rechercher leurs points de rencontre, gul sont les solu-

tions cherchées. On obtient de cette manidére les valeurs suivsntes ¢

Racines X/T[

" fe
v ordre ' ‘ |
NG 1 2 3 | 4 ?
2 . j
: i
0 L 1,25 2,25 ( 3,25 4,25 I
i ".L f
; f |
0,1 j 1,35 2,40 i 3,54 i 4,63 'E
I ' % é
: | §
0,2 L 1,48 2,68 i 5,68 5,00 ;
e * 5 :

| | |

0,3 i 1,60 ' 2,85 | 3,75 4,55 ;
| | f
: z ‘5
S L | 3,60 5 :
i r i i
| ! =
0,5 2 2,5 % 4 L 45 j

| , 5




.7'\ 1o
e

0L
Gonf-yeenent »u trincipe d'-ddition des contraintes de Rayleigh, ces valeurs

doivent toutes s'intercaler entre les valeurs de la poutre sur deux nppuis

(@), € (=), < (@),

@tCses Clest bien le cas, puisque la poutre sur deuz appuis corresuvcnd &
Yo
o
T
4 - Bguations générales d'un systeme élastique vibrant.

- M

Soit un corps vibrunt de volure V. Son énergie de défor: ation s'éerit

( dans les notations indicielles - voir cours d'élasticité )
- A -
et son énérgie cinétique,
T = /fz ff’“’i”«: AV
v
Pour wn nouvepment sinuscidzl,

,U4‘ = /01‘ 4(;\4(4\)[:

’ Z'Tt Py -
et en intégront entre O et T = —3 , le principe de HAKILTON prend la forte

du probléme aux valeurs nropres

," ‘}‘ C el Lu’)_.
54~ S | Ak RSP AY.
1 4 : L <
{ 2 Jd, Tk T M = Jf .
Les équations d'Buler - Logrange de ce principe variationnel déter.iinent les

modes propres. Cherchons - les : on a
! " ' i/ -~ N5 a0
| Coi gy S S5 (D, 4 D))y = jC{J%BDﬂEﬁ dv
v g v
g o m S dS< (Dl e ) dv.
2
étant entendu que 1'on n parti la frontidre en une portion S1 ou les déplacnents

sont fixés et une portion 82 libre de toute action. Comme, de toute évidence,
(
w -
- 6["‘5’ I qui"v';: dv] - - Ldlj }Dn)‘{é/{ﬂ_‘ dV)
Y Y

en est conduit aux équati ‘ Srivée arti Too= Cigg € ‘7
ondui ux equaticns aux dérivéés partielles ( 4) {}&ﬂ ﬁd

D, G'j'.._' -+ 1101/3‘ e = O ( dans V)

1
auzxquelles sont associées les conditions aux liites
d[; > O A -g4
{ /h‘G}(. - o A ”SL

]

Cez sont les éguations générales des nodes Propres.




5, Approximations AT - 4D

Les équations sux modes propres scnt compliquées ot, on dehors de cr:
trés particuliers ( poutres simples, plaques circulaires, cogues cylindriques
Lo
librenent appuyées...), il est tréélggé’de pouvoir lesrésoudre analyticguement
il est donc nécessaire de consentird des approximationse Trubtes ccnsisteant a
restreindre le nombre de degrés de liberté i une valeur finie ou au moins, 'plus

faiblq. Pour arriver & ce résultat, diverses néthodes sont possibles.
'

5. 1 = Méthode de Rayleigh

La méthode de Rayleigh consiste & présupposer la Torce du mode, et &

calculer sa fréguence & partir du guotidient de Rayleigh

p
whe plu) = ule)
r T )
T1 étant l'énergie cinétique pour w = 1. La justificetion de cette méthode se

trouve dans lp principe de Rayleigh.

Soit par exenple & calculer la fréquence provre d'un ressort pesant
i C S¢ Le appt o availtpas de mane,
auguel est attaché une rasse,Ba déformée serait lindaire. On failt l'hypothtse

Ll 17 que cette déformée constitue encore uno

UL el P . .

A @ WJ / / bonne approximation dcrs le cas ou le
Jgﬁmgmww . ¢ s

ressort posséde une nasse non négligeabl
\vj @n a done
st /’
— SV,

Al f'x} = «U4 Q'_'/-{.’
d'ol £ 2
— 2 / A 4 yoz
- AL n s o= e
214, mode’ 4 o/u/"fl olz [_rm,j/ué),ufq,
Quant & 1'énergie de déformation, elle s'éerit toujours

2@(: /k/b/r\L;

ce gui donne ,4%
A At
W oaT, (/lmé/,«ﬁ)uﬁ e ‘;:‘/“E

Voici un tablenu comparant ces valeurs aux pulsations exactes cnlculées periir

des équations différentielles :

Tableau de B2 = W2 ul/K

£ P s et R b J c
pllm | 0,2 | 0,4 { 0,6 | 0,8 1 2 5 10
Pexect | 0 0,433| 0,593 0,705 | 0,791 | 0,860| 1,08 | 1,32 | 1,44 {,57
;’BMD,,,, 0 0,4%3 | 0,5% |0,707] 0,795 |0,866 | 1,10| 1,37 | 1,52 |,73




,(Q
On constate que, méne pour les grandes valeurs de Z,, ’

,’Y-’la
reste trés bonne.

5 2 = Méthode de Ravleigh - Ritz

la correspondance

C'est une anélioration de la précédente. On se donne non plus une forme, vnis

un ensemble de forwes dépendant de k parandtres ¥

‘ :U(“)

= o
u (i) étant des forwes arbitruaires, si ce nlest gue les

At = k)

=1

confitions sux limiton

portant sur les déplacerents doivent &tre resputdes.les

sont ainsi transfori:ées en des fonctions de k variables

cipe de HAMILTON. '€ il
5{ Uldy, °‘J’z) - Wt Ty (dyy o) b=

les variations portant sur les k varaibles en question.

équations globales

_C")u* . °© 1,, .
- w N = a
CEA CER ’

qui forment un systéue linéaire hoogine de k équations
forme

2
Kg -—w Mg =o0

Aingi, par exe-ple, soit un arbre pesant sur deux appuis,

fonctionnellss U et T1

et le wrin-

dqr“/ Q%

On obtient ainsi les ¥

& I inconnues de la

wortant en son vilisu

7

un disque de masse M. Cherchons une sclution de la forne

s 17 QJM{ t}/«l Az A‘f""“" “"jé: +

= IMJ de,wjzjij#' Les conditicns d'appui
L_] On a .
LSS 2 TET
27U = | ETu" du- A

A

L/% +/B

et

L
27'4;f/.«»41d«+}‘4AL: P

ce qui méne au systioe natriciel

4
NTET .
} = - LL)Z(,M‘]L/A-%') ©
243 '
griET v L
S M/N.Z

277 e
v

sont visiblenent vérifid

R Aim

J16mEL

L4
"L oma
= &



( ici diagonal ), nenant aux pulsaticas propres

- “4FT
L TUET . T
“i W, = £ . p3

Z

) z(M.,L/u £2° i

Une variante intéressante de 1la ~éthode de Rayleigh-Ritz est fournie par la

néthode des élénents finis,olt 1'spproxination est locale, tout en respectant

les conditions de raccordecent nininmales. A& ce sujet, nous venvoyons le lecteur

aux cours spécialisés.

5,3 « léthode de. Dunkerley

ofu. {A«Lvt'«q&. e K‘O-yw .

exerple, un arbre port nt plusieurs i-asses, dont éventuellesent, 1l'une cuutinue)

Clest une application déguisée o Btant donné, prr

supposons que les déforrmées sous chacune de ces nasses prise séynnrdrent, différc:t
s q I 2 y

peu. Soit u la défornée sous toutes les :iasses

\ { ‘ :jm KNG ak
“ —X et appelons ui la défornéeVeous %a nasse i¢ On
N
! } a donc
My My (Mg U ()

cutsf[ﬁ) T — »
' .

—— v, s .
/1(”1“/*' 4{1}[‘4)-{-- + 31/‘4)/u}
T1(i) représentant les contributions de chacune des nasses. Donc,

4 T e Tla) t e d Ty ()

R

w? U

Or, on & nécessairerert, par la propriété de ninimum du quoti .ent de Ragleigh,

;li_- = M = -T'-‘(i] {u) 5 moas /ﬁv&J— c{(,’%y"auf O,J‘L:JLU}L o 8] I(J—O.v!u.«?,a/;

'7. —— /
W (wy) AU )
ce gui inplique
A < - 4 = 3
wz. < LDA‘
soit
2 A Maad . 5&‘%{@\4/
63] >/ f A 2 aih P !
T Wz
bothe “

Cette bawrre inférieure de la valeur propre constitue 1'approxiiation de Dunkerlay
Aingi, par exemple; dans le cas de 1'arbre décrit en 5.2, sous 1n charge répartis
on a

. Yo

w?. TWETL

=
L~p3
2(pz )

et, sous le volant
7

w,t = HEE T
L M
ce qui donne
Tyﬁ e L

U)’L 3 . 3
YT e M w2
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KI1- BQUILIBRAGE
i

A

s

/

1 = Introduction

Considérons pour commencer une nasse on tourncat ou brat

d'un fil de longueur r. La force centrifuge s'dcrit

/’/’”rn\ n

- F = n Wrs (1)
' <EE; ) Cette force provogue sur le centre une action pdricci- s
\ji_}/’ qui peut 8tre gfnante & bien des points de vued elle pr —

voque en effet des vibrations et, dans les cas uxiréres,

3

elle peut désé gquilibrer 1'enseuble. La formule (1) montre que cette force af .

It

de deux facteurs essentiels : la vitesse de rotation, qui intervient ou carré,
le groupement

b =nmr

(2)

que 1l'on appelle balourd.

Dans les applications pratiques, un balourd est par ezeunple provocu!
par le mauvais centrage d'un moyen sur un arbre. De tels déséquilibres peuvent
avoir des conséquences catastrophiques sur la fiabilité des organes de nachincs.
En effet, outre des vibrations souvent génantes, ne flt-ce que par le bruit
qu'elles engendrent, les réactions aux paliers s'en trouvent augnentées, avec
toutes les conséquences qui peuvent en résulter. Notant que, d'une port, l'affsi
des balourds croit fortesent avec la vitesse et, d'autre nart, les grrndes vites

font approcher les fréquences propres du bAti, on peut dire gu'il est ndcessoire
P b4 X

d'éguilibrer un rotor si 1'on veut le faire tourner vite.

2., Principes fondamentaux de 1'équilibragze des rotors rigides

2. 1 - Considérons un corps rigide en rotation autour d'un sxe denué.

Chague élénent de masse dm de ce corps induit un balourd élénentaire r @m cuqusl
correspond une force centrifuge wgr dn perpendiculaire & l'azxe de rotrtinn.
Choisissent des axes liés au rotor,
on a —
d ;:(, = WA dm (5>
Le rotor sera équilibré autour de 1l'aze de
rotation Oz si tous les balourds dléncntsinc
forment un systéme en éguilibre, ce qui izpl
gue la nullité de la résultante et du meraznt
de ezs forces. Comme toutes les forces s.nv

radiales, 1'équilibre de translation selon Oz et 1'équilibre de rot
autour de cet axe sont vérifiés a priori. Il ne reste plus qu'd vérifier la wil

de la résultante paralléle au plan xoy, ce qui s'écrit
— 3

R - f"/i’ch | (4)

EN

s \4
2t 1n nullits des roments autcur de Ox et Oy, co qui s'derit

"~ )




ou, globalement, en posant M¥= (M, ;- Ma),

m* j%ma‘mwo (5)
L'opération con81stant 34 annuler ce torseur ( M”) s'appelle équili-

brage dynamique. On pafle parfois d'une opération plus simple, 1'éguilibrage

statigue, consistant & annuler la résultante R seule. Cette opération est en cFf~.-

trés sisée, car le centre de gravité dunrotor est défini par

5

— P {
™., I = T ot
C,
. \"
Laissant donc le rotor tourner sous son propre poids, on aura un moment mg r, i

G
. Le rotor s'arrétera donc lorsque le centre de gravité sera situé en~-desr .us

de 1l'axe. Fixant une masse additionnelle -u -
sommet du rotor, on recommencera, et il est

IM%§ possible de définir des cycles convergents.
v

Composant avec la condition d'équilibre dynanique, il est aisé de voir gue 1'é: ii-

librage statique ne convient gue pour les rotors trés siinces ( le noment est

alors nécessairement faible )

-

2., 2 ~ Réduction des balourds & deux plans

Le torseur des balourds ( R, M ) peut &tre roprésenté par deux résul-

tantes en des plans différents de coordonnées 2, et Z., arbitrairement choisicc

1 2
I1 suffira pour assurer l'équivalence
-7 e
que -
- R 7? = R
~

— 4 *

Rig,+Ra 3= M,

De la premidre équation, on déduit
—p

ﬁi = 22) - ]?4

et en réintroduisant cette valeur dans la seconde, on obtient
- ek -
R4 ("0""32) = M- Rz,
soit
T
—> M¥ LR 12

ETe
> o o M¥_R3,
%z‘v34

Cette propriété est capitale, car elle permet de ranener le problime & celui

s
l

et

2
3]
P
{
Y
it

de de 1'équilibrage de deux plans distincts pris sépardnent,



-3

i

2. 3 ~ Méthodes d'équilibrage

Y

Les méthodes d'équilibrage consistent en général & placer le rotor
sur les paliers élastiques. Elles se distinguent par la nanicre de séparcr les
deux plans d'équilibrage. On peut distinguer trois procédés classiques:

(1) : immobilisation d'un plan 4'équilibrage & la fcis

(ii) : immobilisation d'un palier & la fois

(iii) s aucune imnobilisation

La pise en oeuvre de ces néthodes sera étudide plus loin

2¢ 4 = Conditions d'éguilibrage

On mesure en zénéral le déplacement ou 1'accélération. Le systére

a une équation de la forme

mz + CoE + Ao = bw ﬂe ( b = balourd )

. - bt P At
7’_;‘2&7‘_% 'f'le: ﬂL:’ W&”(w , o= 41.: /:.&17:

est la pulsation propre du systéme. Pour une réponse de la forne

o
x= Rz )

soit

on obtient b
(/ftzi—w?‘«f 2,‘50)[»)5 = ~n—;"f—-
soit
‘ bt

9= SfEwiiZicwp
Itamplitude est done

bLuL/AM,

1] 9
V(.p’:wl}'—} 4 p

et la phase (retard) est donnée par

2&w
Ay =

A 1'inverse de ce qul se passe dans le cas d'une excitetion dlanplitude indépen

dante de la fréquence, on a

Ainn _L&LEL_ S

ws 20 L
A {31 m
w—so T = ©

L'anplitude devient donc 3 peu prés indépendante de la fréquence pour les vites

suffisantes. Plus précisément, on a un diagramme de la forme ci-dessous:

lé\hq
b




On aura, pour ﬂ petit,

fzim
A I o
» 1

;’j < (1t ) ([@——‘;’;)5 4e*

pour

solit
A . 1 LJ
W 2 - W &”.L‘if QZI
yrR G R T T )
ou encore
[’l A . ng— r 2.
W p 2y _ g L A+ 4e2) (rem) > 0
— - 4+ + + 7 .
/rLL’ L’Yl-f"l?) (, f’)) /’,\1. ?}
\Al la potitesse de q, nous simplifierons cette relation en
Lo (N
qu-—‘*«’——’; -2 L (+he) >o
17 *
Les racines de ce trindme sont

ot 2tV a-2ninhe?)

/’41,2 } 2')/1

Tl stagit de se trouver & droite de la plus grande, soit

o > Ar VA-2oy(nae) g ~A(prhet) = A

A ——

2 - -

A 27 ) 1
Ainsi par exenple, un systdme tres faiblerment amorti aura une veleur du coeffi-
cient %?]ﬁ/b inférieure & 1,05 pour

[
Yo S5 20 At Wl ¥ 4,5

A ’

Hoyennant cette précaution, on se trouve dans une zone ot 1l'amplivude varie p.u
lors d'une fluctuation de la vitesse de rotation. Pour ce qui est de 1a phasc,

gon diagramie est classique. Elle variera peu au voisinage de T si

(f T

/}"%(P = M < nr{)
LUL“ 3’\‘1'
I soit .
Zewp < m [wh-pY)
T rs " }“’
ce qui conduit & 1'inégalité
o [

w £ w

.__o_z-"-'-;{’

ot o

Les racines du trinfmes sont données par
83-_,%+\/[5~__)L+
A 47 g

Il s'agit de se trouver & l'extérieur des racines, ce gui aura lieu pour

-4 > O

(RN



Ainai, pour n = 0,05 il faudra vérifier

%> 20 £ + ?4+(2m)2

ce qui donne

En résuné, on a obtenu les résultats suivants ¢

% condition de se placer i une vitesse égale & 5 3 6 fois au noins la fréguence

propre de vibration du systéne, 1'anplitude esgd pronortionnellelau balourd et la

phase indépendante de gelui-cd

3, Bouilibrage d'un plan

On suppose donc que les dispositions sont prises pour gqu'un seul plon
de vibration soit libre. La question est & présent de déterminer 1'amplitude et

la phase de son balourd. Pour ce faire, considérons une référence gquelconque (

(z0y). Le balourd y est représenté par un vecteur b = mr. Il est équivalent,
N et plus pratique de congidérer le nombre
complexe
P
p .
4
5‘55 . - b= 'kﬂ e
{ - JC
L'image de ce balourd, sous forme d'amplitudes sera déerite par un second novbre
conplexe
R
a =5 -a/l ,e

La relation entre ces deux nombres s'éerit
a=1yb,
ol .
At
:ue'f
y = lyl
est 1'admitiance. Ce nombre complexe est inconnu a priori, mais les considdratirn:

qui précédent montrent gu'il ne dépend pag d#t balourde Le probldre de 1'équilibra

du plan équivallt en fait & déterminer expérimentalement 1'adnittonce, puisqu'ellc
permet de trouver b & partir de a. On notera que dans ces conditions, les ampli-

tudes ne doivent 8tre mesurdes gu'd une constante multiplicotive prés

3¢ 1« Premier procédé : mesures d'amplitudes ot d'angles, avec rotation dans les

deux sens

a) On effectue une prepnidre mesure dsns le sens direct, ce qui donne une

réponse

2, = %b: )\d)@'{'(]o,jg



b) On fait une seconde mesure dans le sens inverse, d'ol une réponse
— -
a; =3 b = Iyl b

En effet, le déphasage temporel reste le méme, si bien que le déphasage angulsirc

s'inverse., On en déduit aisément Y par divigion des deux *quaticns j

. .
N Y ean) -
Q.-
A
ce qui signifie que est la noitié de 1tangle -o
entre ay et a, . En »rincipe, ntest connu qu'k
un oultiple de pres. Mais nous savons gue

~T £ kf{o , ce qui détermine le probliue.

c) Pour déterminer 1'amplitude de b, il faut une troisidme expéricnces Dans

celle-ci, on placera un balourd b:r & 1'opposé de ». Alors, dans le sens dircet,

on aura
a,x y(b-be)= Iyl (Iblo Ik 1) S
ce qui entraine
| a,] b - 1b, |
lao“ Lo |
dtolr
123
bl — b, | = (6] —
|G\£L]
goit encore
b
oy = 2]

&y §
( on notera en effet que © IGS)ZMoi[)

3¢ 20 Deuxitie procédé - iHesures d'amplitudes et d'angles =~ Rotation deng mm seul

seng

a) On lance le rotor et on note la réponse
a=yb
b) On ajoute un balourd additionnel br dans une position quelcongue
- iPr
b = / b, /e YF,
et on nesure la réponse, qui s'éderit évidemment
a, =7 ( v+ b )

I1 en découle

a lo
*a b+ br

ce qui entraine successiverent

S o

a,~o br R ~



2|

=
i
~d

et
; a
bz by —
“a - A
.
¢'est-a~dire
Yol
b= Ik
la, - al
arg b = ar br + zﬁga - arg ( a. - a )
3. 5. Troisidme procédd mesure 4'amplitudes seulepent
Variante 1 : 4 courses
Les quatre courses sont :
Course ‘ Balourd additionnel ‘ Rdponse
! l 9] | a = Z-E’
{ Gl -
2 I ‘3‘: )b’,,) 24/34 ‘ o‘o\‘a‘la-‘-b')" Q+ab4
.
? | b= bl |y fbib)s asyl,
. 'y ) . ]
* [ by hal el 1 o,z [byby) = a4gh,

1

Quand rien ne s'y oppose, on prend P1 Pz P3 & 120° les ung deg autres.

Pour expleiter ces résultats, on notera que pour k = 1,2,3, on a

a

dtou
R ,\3&

scit, en passant aux complexes qujugués,
a=ak-y b&
Multipliant ces relations par et (d+ FK)

- 4o

et notant que

——

Q. = SQl €

la) ot = &, ot PR o,

, on obtient

RIRTI

Ces relations suggérent une construction graphique, due & SOMMERVAILLE : on ccg—
sine des vecteurs de longueur /a/ aux angles F1 ?2 et P3' Far les extrémités
de ces vecteurs prises commecentres, on porte des ares de cercles de rayon
respectifs (a1p, Iéek et YéB(. Ces ares de cercle se rejoignent en un point I
alors; le vecteur ¢ = OM n'est autre que
6= - 25 lkhj e«o(

d'oh



Veariante 2 : 3 courses

Les trois courses sont ¢
course 1 @
course 2

course 2 ¢
My

/!

Xii-8

Al

tel [ibyl = 1yl

arg €= ~p+ T+ o = (5+Tf

soit

F=

]

(nodulo 27

arg € - TC

Dans la construction de Sommervaille,
on a alors le choiz entre deux position
M, et U, . I1 en dde

1 2
uination sur 1'angle B. Pour la lever,

coulera une indéter-

on essaie une des deux déterminetions,
en faisant tourner. Si 1'équilibre n'es
pas réalisé, c'est l'autre déterminn-

tion qui est la bonne,.

4, Néthodes d'équilibrage proprement dites

4. 1. Méthode du berceau

Ctust la méthode la plus directe

X B

berc emu,

]
z z
77777

®
Av o
e %Ia‘f
777 /T
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Lo rotor est nosé sur un berceau mobile. Deux pointes p, solidaires du bati,
immobilisent un des plans I et II. En immobilisant le plan I, on peut mesurcr

le balourd du plan II.

Avantage : méthode évidente
Inconvénients :-ne g'applique qu'aux gros rotors, car le berceau a
lui - mlpe une assez grande nasse.

~ construction malaisée.

4., 2, Wéthode des paliers élastigues successivement blogués

Cette méthode est plus simple & réaliser, mais elle sst moins directe

Les deux paliers sont inddpendants. Cl'est sur
e B
/;j??,/ ces paliers que 1l'on fait les mesures. Mais, &

v ( 1la différence de la néthcde du berceau, la cor-
/
///i;/?/ \@ rection ne peut évidérment se faire au droit

des paliers. Ainsi, on doit équilibrer sur deux

plang différents des plans de resure. Il en
découle que la vibration du palier ', par exemw

ple, dépend des balourds de 2 plans.

Exaninons ce probléme de plus prés. Le palier 2 d¢tant blogué, un balourd bT d-ng

e L S, le plan d'équilibrage 1 Zquivant & un bolourc
4 ’ 2 e
= - — J::—*———fq, dans le plan du palier 1. De méme, un u
£ : L ?{ balourd b, dans le plan A'équilibrage 2
P ‘lﬂ S équivant & un balourd
< J) L 2-2,
S > oA

s

dens le plan du palier 1. On a donc en général
- e L@-ﬂ}/
ay = %—'L‘Pzz"ﬂ' >2 |

et, d'une maniere analogue, lorsque le palier 1 est blogué,

a, - %.’: [(L-D)b+ 4 b,
cela ¢tant, on procdde en 2 temps »
le étepe : on annule la vibration a, 'a 1'aide d'un balourd additionnel

1
dans le plan d'égl. On aura donc, aprés cette opération,

L (byrn) +(L-4y ) by = o

4




AL -A0

2e étape ¢ on annule la vibration a, 3 1l'aide d'un nouveau calourd additicnncl

fans le plan d'éq 2. On aurz donc alors

(’K“"ez ) (541“‘4/‘4) - /[4 (bz. ¥ :'lfl) = ®

soit ) .
(L-8) () o bih = =407
Or, on a
d'ol . )
Y, M'&)/ﬂ&.)],@ _~{14r2
[4- EOLL e - -
4,
soit .
/ﬁ,fz "'éi’+‘{£74~{;)’[.’ ﬂ,%& b, = - V2
A4,
et, comme )
/[4 4“(2 A J
{7
o ' .L
o=
I1 en découle
/?. [{— ’64)
’:) ar, = L - V2
L LL
ou encore ‘
2 14-2;)
b= =M1+ 2 *tE"ZT—“"
Les corrections définitives sont évidemment 01 = - b1 et ey =~ b2

4. 3, Héthode d'équilibrage sur

laiers élastiques vibrant sinultanément

b L ‘ Ici, on se base cntidrerent zur la
4 2. :

1linéarité entre l'anplitude et le

balourd., On écrira en général

2 Ay = %445”4'342.’31

SR LR



~n fait trois courses

1e course : dans 1'état initial

b 4+ b megure amplitudes et phases
ﬂa'f\o: L(ju ! ‘3(1 2

‘3 b + \JLL bl.
addition d'un balourd v dang le plan d'éa.]

4, LByt v) vy, (i)

2e courge 3

=
<
Hi

&
i

ﬂzl(‘%“”") T 42 a

A

3e course @

.

addition d'1 balourd w dans le plan d'ég.2

Oy = Cé”b,‘\‘ 9, (b, +w)

)

- g
Sgur= Y2, By ¥ oy (Pat W)

On a donc
R gy~ o
- T s ——
{D“w' Ao = YV > G Py
- L
Q. , - 2 ’ S - X 20
A0 20% Goa "V > L‘d(g“ = 2 o
« -
N ~ - - A 4
§ Qoo™ Gy = YW — Lé,,z.. —
lo, —a . e,
2 LL,LO_ L} A —_— {31 Sy oy 7o
L
o

Pusant alors

A \3'\ Léu <f\2 oz\ 4

on oa

b=

L 1oy e T dn Mo

b A (. 32‘ nu*‘jna‘zo

Exercice ~ Soit & équilibrer un rotor sur deux paliers élastigues vibrent sirul-

tanément. On fait les courses suivantes

v r——— o

iz
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Boloced =, ‘
¢ourse KL /ffw-( 9 1"v£‘~@v | l P cléLcL 2 \
4hé®4u 4
Maye /olfa.n mese phoje | amgl. | /Jlm | gl ] phase |
! _ -~ 6o 205 °© 75 gg©
gt M
2 o - Py o
' A84 | Mo . Fo 300 L o
3 o o Go
I 3 ‘ 12y | 450° ju'LM 226° | S0m | 25°

Quels sont les balourds des plan 1 et 2 7

Réponse

-

Plan 1
Plan 2

11,09g & 14¢

14,42 & 314° 30!
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