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Résumé

On présente une théorie des poutres faiblement vrillées pér une
voie nouvelle qui rend les développements particuliérement simples,
L'approche proposée jouit de la propriété que dans le cadre de la
méthode des €léments finis, l'erreur de la théorie décroit lorsque

le maillage se raffine.

ABstract

A theory of weakly pretwisted beams is presented by an original
and particularly simple way. A very attractive property of this
approach is the fact that in a finite element implementation, the

error due to the theory itself tends to zero when the mesh is refined.
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1. INTRODUCTION

Afin de prévoir rapidement les propriétés d'une structure au niveau
de l'avant-projet, 1'ingénieur a besoin de théories simples menant 3 des
calculs peu coliteux. Pour le calcul des aubes de turbomachines, on se
tournera donc naturellement vers une théorie des poutres vrillées, de
maniére 34 réduire autant que possible le nombre de degrés de liberté
d'une analyse par 8léments finis. Au stade du projet définitif, une telle
approche se justifie d'ailleurs encore en tant que recoupement d'autres
"calculs plus compligués et , par 13 méme, plus sujets 3 des erreurs

diverses de données, parfois bien difficiles & déceler.

L'approche que nous présentons est nouvelle., L'idée de base est
.de considérer que la poutre vrillée est obtenue par une rotation initiale
fictive de chacune dé ses sections 3 partir d'ume poutre non vrillée,
selon une généralisation d'un concept qui apparaissait implicitement dans la
théorie des coques plates de Marguerre [ 1] et que nous avons interprété
et tendu [2, 3 ]. " Notre théorie est donc approchée, et son erreur
est d'autant plus forte que l'angle total de vrillage est plus grand.
Mais justement, cette erreur peut €tre rendue aussi petite que 1l'on veut
par un découpage en éléments, ce qui donne 3 la pré&sente th@orie un trés

grand intérét pour les calculs par la méthode des &léments finis.
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2. THEORIE DES POUTRES FAIBLEMENT VRILLEES

2.1. Pour décrire une poutre vrillée, on peut imaginer qu'elle a &té
obtenue & partir d'une poutre non vrillée, par rotation de chacune de
ses sections dans son propre plan, autour de son centre de gravité,

Si ;; est 1'axe de la poutre, ces rotations définissent un champ fictif

de déplacements, que nous appéllerons déplacements initiaux, de la forme

(1) ﬁl = - y(2).y ﬁz =1 (z) ex | &, = D,

I1 convient de prendre garde que ce déplacement initial n'est que pure
fiction. Les seules considérations qui nous guident dans son choix sont,
d'une part, 1'obtention de la poutre vrillde i partir d'une poutre non

vrillée, d'autre part, la plus grande Simplicité. On remarquera, en particuldier 1

que le champ de déplacements initiaux proposé ne comporte aucun gauchisse-i!
ment., Notre point de vue n'implique nullement, en effet, que ce déplacement
- initial corresponde 3 une quelconque condition de minimisation de 1'énergie

de déformation.

Soient alors Uy, Uy et ug les véritables déplacements élastiques,

que nous appellerons &galement déplacements ultérieurs, La mesure de

déformation de GREEN du déplacement total (ﬁi + ui) sera
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Dans ces expressions , nous faisons usage de la convention d'Einstein

de sommation sur les indices répétés.
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Nous adopterons, dans ce qui suit, la mesure de déformation suivante:
: ~ 1 2
%) g.. = (g..) -8..=8., +E.

Ces expressions permettent de faire une théorie compléte des poutres
vrilldes, incluant &ventuellement 1'effet des grands déplacements. Mais
nous nous limiterons au cadre plus restreint de la linéarisation g@omé-
trique, consistant 3 ne retenir dans 1l'expression des déformations que
les termes linBaires ou les déplacements ultérieurs, ce qui revient &
écrire

1 1

C'est 1'hypoth@se généralement connue sous le nombde petits déplacements,

bien qu'd proprement parler, seules les rotations doivent &tre infinité-

simales,

La définition des déformations 3 partir de l'expression (4) nécessite
en principe 1'usage des modules définis dans la poutre prédéformée,

c'est-i-dire , pour le calcul de l'énergie complémentaire [ 8,14 ]

_ 1 .
Cijp =F [ Gy Gy =V Gy5 G 1 s
ol E est le module de Young et v , le coefficient de Poisson, tandis

que les Gij sont les composantes du tenseur métrique aprds la déformation

dy

initiale, donnés par Gij = Gij + 2 éij , soit, en écrivant y" pour el
ETREERS
Gpp = 1+ ¥
Gyg =1+ o2 (x2 + yz)
Gp =0

[

G

93 = ¥ (x + yy)
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-~

L'approximation fondamentale de notre th@orie consiste i identifier ces

expressions des modules avec les expressions classiques

8. - v6,., 6

1
Cijwe =F L) 85 64 iy Sk 1 o

aij étant le symbole de Kronecker. L'erreur sera donc petite si

Lo 6y mo. | s I 8., =3
ij 3 J ij J
ce qui aura lieu si

(a) wZ << 1

M) fy'=x], [p'y|<<1 .
La condition (a) signifie que 1'angle total de vrillage est petit,
Cette condition n'est pas une restriction réelle, car il suffit de
découper la poutre en &léments de faible longueur pour qu'elle soit

vérifiée dans chacun de ceux-ci,

La condition (b) signifie que la variation de 1l'angle de vrillage
sur dne longueur &gale 3 la largeur de la poutre doit &tre faible,

En ce sens, nous nous limitons aux poutres faiblement vrillées,

2.2, L'introduction du déplacement initial (1) dans les expressions (5)

conduit aux expressions suivantes des déformations :

€3 =Dy upr ¥ Dy,

i
=)

(6)  { €9y =Dy uy =¥ Dy uy

| Y12 TPy Uy Dy ¥t ¥ Dy uy Dy
)
- - 1 )
€33 = D3 ¥y =¥ ¥y Dy uy + 47 x Dy u,
= — 1 1
) { Y13 D, ug + Dy uy + Dy u, = ' y Dyu; + P'x Dy u,

- - N 1,
Y3 = Dy ug * Dguy =¥ Dy uy =97y Dy uy +gxD, u,,




Pour &tablir une théorie des poutres vr111ees, on partira du

prlncipe de Hellinger-Reissner Eli} » stipulant que la fonctionnelle

~ > > N R N
€)) IV {011‘€1l(u) + czzszz(d) + 033833(0) + mlzylz(u) + 113Y13(u)+T23Y23(u)

- gElo7y * 05y + 95y 200

-Gy

2 2

)1- ( T12%713% 793

119227911933%922%33 Sty

: > ~ . . -
oli ell(u) > Y12 ) , sont les déformations exprimBes en termes des dépla-
>
cements u, G119 Typ » ***s les contraintes, considérées comme des variables
- > . . .
indépendantes, etga(u) s le travail virtuel des chargescappliquées, est

stationnaire pour la solution du probléme &lastique.

Dans ce principe, la variation des contraintes restitue les &quations
de compatibilité sous la forme des relations contraintes—~déformations,

notamment

-+ _ 1
Ell(u) =3 (011 VO,y = v033)

> 1
) sZZ(U) =3 (022 - Vo - vo33)

NN |
Yo (W =7 712

™

Nous poserons d'emblée 017 = 095 = Typ = 0, ce qui a pour effet,
d'une part, de ré&duire la fonctionnelle ci-dessus 3 1l'expression plus

simple (nous &crirons dorénavant €43 POUT é33(3}, etCaoe)

| 1 2 1 .2 . 2.,
(10) va {033 €53 * Ty3 Y13 * Tp3 Ya3 " 35 933 " 38 (T3 * T IV- (@),

d'autre part, l'abandon des relations (9), qui étaient, pour parler en un
langage imagé, '"'sous la responsabilité” des variables que nous avons fixées

i zéro. On peut donc, en principe, attribuer 3 ¢ des valeurs

11° %22 Y12
arbitraires, Mais il convient de faire un choix qui soit simple et qui,

de plus, permette de représenter les déplacements de corps rdgides, sans
lesquels 1'équilibre globdl ne pourrait tre respecté. La manidre la plus

simple de respecter ¢es deux conditions consiste i poser, comme de nombreux
auteuns [7,16]
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(11)

Ces hypothéses semblent en contradiction avec les hypothéses
0112 Og99s Typ = 0. En fait, en ce qui concerne l'application du principe
variationnely il n'en est rien, comme 1'a déja souligné Sander[9'] pour

un probldme analéque surgissant en théorie des plaques.

La solution des &quations (11) est aisée 3 obtenir. En effet,

on a, en vertu de (6)

e11 = Dy (up * yuy)

€yp = Dy (uy = guy),

u, * ¥ u, = A1 (y,z) e wul = A2 (x,z)

il

I1 vient alors

Yip =Dy (uy *Yuy) + Dy (uy = 4u;) =D, Ay +D; 4, =0,

ce qui n'est possible, puisque A1 ne dépend pas de x et que A, ne dépend

2

fae

pas de y, que si

I1 en découle qﬁe

il

u; + Ju, A4(Z) + Ay(z) .y

u, - ¢u1 AS(Z) - A3(z) oX

A4 et A5 &tant deux nouvelles fpnctions. Résolvant alors par rapport

a uy et u,, on obtient, en posant




| 2
= GA4 - wAS)/(1+¢ )

K]
i

<
1

2
= (AS + wA4)/(1+¢ )

ol
I

2
—A3l(1+lp) ’

la solution suivante

=4
it

u- e x -6y
(12)

[~
i

v+ oOx - Y0y
2.3, Revenant 3 la fonctionnelle (10), nous &liminerons les variables

U339 Tygs Toy €M faisant usage de leurs &quations d'Euler re§pectives,

o33 = E €33
T3 = 6 vy3
T3 = G Y3

On obtient ainsi un principe analdgue au principe du minimum de 1'&nergie

totale:

1 2 2 2 .
(13) E-J v {E e34+ G(¥j3 + Yp3)} dV - (u)  min,
la minimisation devant en principe porter sur le sous-ensemble de

(Hl(V))3 des déplacements vérifiant les conditions d'appui.

I1 nous reste encore i déterminer le déplacement selon l'axe de la
poutre. Pour la plus grande simplicité, nous négligerons totalement les
gauchissements de flexion, nous limitant pour ce type de sollicitations

-~

3 de simples rotations o et B , ce qui revient 3 &crire
(14) uy = w(Z) + x a(z) + v B(2)+ k(z) W(x,y),

oli W représente le gauchissement de torsion. Les glissements g
a(

9z

t
3 e+ Y23
ont alors les expressions suivantes, si 1'on note (.)' pour :

7.



(@+u"+pv') - vy 6'(1+w2) + k Dl W

Y13

B+v'-pu') + x e'(1+¢2) +kD, W

Y33
Pour rester consistant avec 1'approximation consentie sur les modules,

. . o1 2 . e . .
il convient de négliger y~ devant l'unité dans ces expressions, ce qui

méne 3

1

' " o '
Y13 (o +u'+pv') ~yo'+k D, W

(15)

LW

B+v'-ygu') +x8" +k DZ

Y23

Enfin, la déformation normale s'écrit

(16) =w' + x@" + P’ v') + y@B"' - ¢° u') + (x2+y2)w'9' + k'W

€33
L'énergie de déformation, définie en (13), s'@crira donc, Q &tant la section

de la poutre,

1 * 2 2 2
(17)Z(='§ J dz f {H w'+x(a"+p"'v")+y B¢ "u" )+ (x"+y7 )Y 0" +k W]
o ]

2
+ G [(a+u'+¢v'-ye'+kDiW)2+(B+v'—¢u'+xe'+kD2W) ] }a@

Le premier terme, précédé du module de Young E, sera appelé Eénergie
d'extension, et le second, précédé du module de Coulomb G, sera appelé

énergie de cisaillement.

2.4, Pour ce qui est du gauéhissement de torsion, on admettra qu'il a
la méme forme que dans la poutre non vrillée, c'est-i-dire qu'il minimise,
section par section, 1l'énergie de cisaillement, pourr8'=1l : la fonctionnelle

3 minimiser est donec
2 2
(18) (O, W-»"+@w+n"} da ,
Q .
avec la condition supplémentaire

;
(19) J Wdo = 0,
nécessaireﬂpour assurer l'uni¢ité de la solution. Le gauehissement vérifie

donc 1'&quation de Laplace:




Dy, W+ Dy, W=0,

avec la condition de contour

(nl,hz) étant le vecteur normal au contour. Il est &galement possible
d'obtenir un certain nombre de relations classiques relatives au gauchis<
sement par uné méthode directe, c'est-ad-dire en exprimant la stationnarité
de la fonctionnelle (18). Nous en démontrerons quelques unes, non

qu'elles soient nouvelles,mais pour présenter un mode de démonstration

qui reste valable pour certains gauchissements approchés :

a) Faisant &W = x, on obtient
(20) [ D, Wdo = f yde =0,
« f

i condition que 1'on utilise les axes principaux de la section comme

-> >
axes e et e .
X y

b) De mfme, pour SW = y, on obtient

(21) [ D2 Wda = - f xdQ =0
Q £

¢) La relation qui suit nous servira plus loin : pour W = W,

la stationnarité de (18) entraine

(22) J[(D1W)2 + (DZW)Z ] do = f (y DWW - x D, W) de
Q Q

Cette relation permet de trouver une borne sup@rieure de la premicére
intégrale, En effet, en vertu de 1'in8galité de Schwarz-Caushy, la
seconde est majorée par
1/2 2 2 1/2
o/ (f[ o0 + om% an)t?,
Q

oi l'on a posé

I =‘J « + y%) da ,
P g
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ce qui permet d'&crire

2 2
e [ ro@isomtym <o

d) Inversement, pour §W=xy, on obtient la relation

Jﬂ(y D)W+ xD, W do=1,~-1,

11=Jx2d§2, 12=Jy2dﬂ
Q , Q

Utilisant 3 nouveau l'inégalité de Schwarz-Cauchy, on obtient

1/2

1, - 1] < 12 (f [ ;0% @, 0% 140)
2

soit encore

(24) f [ @D + (D,N7 ]1da 0
Q .

P

La détermination du gauchissement étaﬁt une tiche ardue, il est
souvent utile de pouvoir estimer son effet par une méthode approchée.
Pour ce faire, on peut chercher une approximation de 1l'extrémale de la
fonctionnelle (18) par la méthode de Rayleigh-Ritz: au lieu de minimiser
(18) dans Hl(Q)/R, on le fait dans S/R , §$"@tant un sous—espace vectoriel
fermé de Hl(ﬂ) « Or, les démonstrations ci-dessus resteront valables dans
S & condition Que S contienne les fonctions x,y et xy. La présence de
cette derniére, en particulier, garantit quevl'effet du gauchissement,

mesuré par la grandeur

1 2 2
IQ[(D1W) + (DZW) 1de

sera non nul chaque fois que I, # I;e

Ainsi, par exemple, on pourra chercher une solution de la forme

I I
2 1 2 2
W = Yl X + YZ y + y3 (x" - Ero + Y4 (y - ?TQ + Y5 XY,

oli § représente l'aire de la section, Cette fonction vérifie bien la




-

condition (19). On est ainsi mmené 3 minimiser la fonction

2 2 2 2 2 2
vy *vy)e +[4 Y3 ¥ brg v D7 I+ [(Y4"1) + 4y ]I2
par rapport aux variables Y12 Yor Y35 Y, et Ys s ce qui fournit

les conditions

Y1=000=Y4=O
. I, = I
?

5 12 + 11

d'otl finalement

I, -1
@) WepmT W
2 1

Cette solution approchée, exacte dans le cas de 1'ellipse ainsi
que dans le cas asymptotique d'une section rectangulaire infiniment

mince, est bien approch&e pour un grand nombre de sections. Elle

-

conduit 3 la relation

2
(12 - Il)
I ’

p

f[ 0.0 + 0.m%] de =
1 2

Q

ce qui montre d'ailleurs que la borne (24) est suffisamment fine.

2.5, La résdlution -exacte ou approchée- du probléme (18) permet
d'obtenir le gauchissement de torsion, tel qu'il se produit naturellement
et sans contrainte lors de la torsion.,uniforme d'une poutre prismatique.
Pour &tudier la torsion non uniforme, on considére,ce gauchissement comme
un mode de déplacement fondamental, au mé€me titre que les rotations de
flexion, par exemple, Dans ce qui suit, la fonction W sera donc supposée
connue a priori. On peut alors calculer 1l'énergie de déformation (17).

Si 1'on pose

11.
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2 2. .
vy~ +yH)de , L =f (x2+y2)2d§2,

Ll = J X (x2 + yz)dﬂ » Ly = f 3
Q. Q

Q

B. = f x W do s B, = f yWdo , B, = J (x2 + yz)w df
2 3
Q Y Q2

-3 - fﬂ[ o+ o Fa

on obtient
24
26) U =%J [E {ow

o}

!2 + Il(a'+lb'v')2 + 12(8'—1!}'11')2 + Kk'z

# 2L (@'+p'v'ytet ¢ 2 Ly(8'-put)le + LSw'26'2+2 Ipw'ze'w'
+ 2 Bl(a'+w'v')k"+ 2B, (B'-p'u')k' + 2B3w'6'k'}

+ G {9 (o+u'+pv') + Q(R+v'=yu') + Je'z + (Ip—J)(S'—k)f} ldz
2.6, L'expression ci~dessus peut encore &tre simplifiée 3 condition
de consentir 3 deux hypoth&ses = supplémentaires, Llune de celles-ci,

connue sous le nom d'hypoth&se de Navier, consiste 3 négliger la dé&for+#

mation due & l'effort tranchant [10 ], ce qui s'écrit
27) a=-u' - yv' B = -v'+ yYu'
Cette hypothése est valable dans les trés nombreux cas oii les

dimensions transversales de la poutre sont petites devant sa longueur.

Les relations (27) impliquent les suivantes:

a' + w' v! -u" - " "

(28)

1

B'_‘p' u' _v"+,‘pu"

La seconde hypoth&se, due 3 Wagner [10] , consiste 3 lier l'amplitude du

gauchissement k 3 la torsion 8' par la relation

(29) k = o'
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Cette approximation se justifie lorsque la raideur de torsion de Coulomb
GI? est nettement plus grande que GJ, c'est-i~dire, en pratique, pour les
sections minces. Cette hypothé&se implique en particulier la nullité de la

torsion lorsque le gauchissement est totalement bloqué.

L'introduction des relations (27) 3 (29) dans 1l'énergie de déformation
(26) conduit 3 1l'expression

')
o) U =.% J [E (g w'” + Il(u"+¢v")2 N Iz(v"-wu")2 + Ro"?

o
- ZLl(U"""I!)V")d)'e' -2 LZ(V"-IDU")U"@' + LBIP'ZB'Z"'ZIP‘I"ZG'W'

+ 2 B3 p'e’e" 3+ GuJ 9'2 ] dz

On remarquera que les termes de flexion pure s'écrivent encore

(I1 + wz 12) a?

2 n2 ",
+ (12 + Il)v + 29 (Il—IZ) u''v"
ce qui fait apparaitre des termes de couplage dépendant directement
de 1l'angle de vrillage ¢ . Lorsque les deux moments d'inertie sont
égaux, cette expression devient

"2

11+ @ + v = 1@+ v I=1, = I

ce qui montre que le Vrillage n'entralne pas de couplage flexion-flexion.
3. EXEMPLES

3.1, Pour illustrer ce qui précéde, nous &tudierons le cas d'une poutre
uniformément vrillée (y'=cte) dont la section présente deux axes de
symétrie., Nous utiliserons, pour la simplicité,l'expression (25) du

gauchissement. La symétrie entrafne alors les simplifications suivantes:

Par ailleurs, on dé&duit ais&ment de (25) la relation

2

(1, - 1.) 41.1

(31) J=1 - 2 1 __172 .
P I2 I

p
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La fonctionnelle se ré&duit donc 3

2.
() =_]_-_ E o 12 2 n2 2 n2 - "nen
(32)1L > Io[ E.{Qw + (Il+¢ Iz)u + (Iz+w Il)v +2w(11 Iz)u v
+ Ke=§!2 + L, lp'%,e'z + 2 L, plotw' 1 o+ c30'?1dz .

Examinons d'abord le cas de la torsion d'une poutre console sous un
moment d'extrémitd : il s'agit donc de minimiser 1'expression U +P ,

avec’ ' :
33) P o--memr .
La minimisation porte sur tous les champs de déplacements tels que
1 2 2 2
w4€H qQO0,2[), u£H QO,&[ ), v £€H (Qo0o,[), 6€ H" (Jo,2)

qui vérifient en outre les conditions aux limites cinématiques exprimant

l'encastrement, soit
w(0) = u(0) = v(0) = v'(0) = 08(0) =0

Un tel encastrement est dit imparfait, car le gauchissement de torsiom,
régi par la valeur de 6'(0) , y est laissé libre. Le blocage du gauchis-
sement rendrait automatiquement la torsion non uniforme, ce qui masquerait

les effets que nous:voulong mettre en &vidence sur un cas simple.

On remarquera tout d'abord que dans la fonctionnelle ’&L h@ , les
variables u et v sont totalement découplées de 8, ce qui permet d'affifmer

- * ~
d'emblée que u=0, v=0, et de ne minimiser queZL +5a s Ol

2
u *x =-%— I [E {Q w'z + Ke"2 + LBxp'ze'z + 2 Ipw'e'w'} + GJG'Z}!]dz .
(o]

Pour rechercher 1'extrémale, on calcule GCM# +#) pour des variations
arbitraires de déplacement (Sw,860) € Hl(]o,z[)x HZ(]O,Z[) vérifiant en
outre les conditions cinématiques '

(34) sw(0) = 86(0) =0,

ce qui donne




L

s (WP = f [ B{Q w'sw' + Ke"ae":+ig3w'ze'ae'+1pw'(e'6w'+w'ae')}

(o}

+ GJo'se' ] dz - M §6(R) =0
Par des intégrations (formelles) par parties, on obtient 1'expression
{EQ w'(®) + EIp pve' (L) Sw (L)
+ E XK 6" (2) 60" (2) - E K 8"(0)806'(0)
+# {=EK 0" (1) + (6J + ELy y'2)e' () + By’ (1) = M} 80(4)
2 ' 9
+ I [{ -E ou" - EIpw'e"}s w+ {EK8'V - (GJ+EL3w' ye'
(o]

- BL p' w'} 66 ]dz =0 .

La nullité des coefficients de 6w et 80 dans 1'intégrale exprime dlors

les &quations différentielles cherchées:
(a) - EQ w'" - EIp y' " =0 dans 10,4

®  EXe"™ - (GJ * ELy ') o" - EL ¢’ w' =0 dans 10,1

tandis que les conditions aux limites naturelles correspondent i 1'annu-
lation des coefficients de Sw(&), 60(2),80'(0), 86'(%) dans les termes

intégrés : ce sont
L At =
(¢) [ EQw EIp v'e'l, . 0

"y 2 1 1] —
@ [ -EKe" + (G + ELy ¢'%) o' + BL ¥ w'l = M,

(e) ERg" =0 en 2z =20 et z =4

La condition (c) sigpifie que 1l'effort normal d'extrémitd est nulj;
la condition (d) exprime le moment de torsion en termes des dérivées des
déplacements; enfin, la condition (e) signifie que 1'effort généralisé

conjugué au gauchissement est nul aux deux extrémités,

15.
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Cherchant une solution telle que 6"=0, on obtient, en combinant

(a) et (b) , la relation

qui, combinée avec (b) et (d) , donne
2
2 _plp 02y o
GJ + ELy 3" - E-E- ¢y e’ =y .

Ces deux relations entralnent encore

M
p' = L
2
GJ + E(Ly - =)y
(35)-
1
W' = ____E_‘p' MT -
Q 4
2
GJ + E(L,y - ER)¢'
I2

On notera que le groupement (L3 - 52-0est positif, car

(36) I o

Yo

(xz + y2)2 an . J 1d2 =1L

{[ (x2 + yz) ds }2 < f
Q Q

Q 3

D&s lors, la torsion entraine nécessairement une contraction de la poutre.
Si 1'on calcule les tensions dans une section quelconqueiczua partir de (16),

. on obtient

P! I
37) c =E . MT (x2 + y2 - =)
A IZ B Q
GJ + E( L, -_EFSw'z

Leur moyenne est nulle, ce qui est logique, puisque 1leffort normal est
nul, et ellesssont négatives dans le cercle de rayon VIP7Q s positiwves

en dehors.

A 1'inverse, un effort normal provoquerait une torsion négative, dite

de dévrillage.

La solution (35) montre en outre que le module de torsion pure

est donné par

2
(38) *-3+E @ - Eﬂo
¢ \b3 TR
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soit, si 1l'on pose

r =x2+y2,

I
(39) J* J+-(E3[(r4—g—£r2)d9
1Y)

On retrouve une formule due i Carnegie[ 4] .

3.2, Nous avons vu que les erreurs intrins@ques de la théorie sont de

deux types, les unes de 1l'ordre de w'(x2+y2) s les autres dépendant

de ¢2. Les premiéres sémblent 8tre inévitables dans toute théorie des
poutres vrillées [ 5,6 ] et sont généralement trés faibles. Quant aux secondes,
dépendant du vrillage total, elles peuvent 8tre rendues aussi petites

que 1'on veut par découpage de la poutre en &léments, Ceci s'applique en
particulier aux &léments finis pour lesquels le raffinement du maillage
entrafne la décroissance 3 la fois de l'erreur d'interpolation et de

1l'erreur due 3 1'utilisation d'une théorie approchée,

Pour mettre ce fait en évidence, nous considérerons le probléme
de la flexion d'une poutre console vrillée, de section rectangulaite.
Nous confronterons nos résultats i ceux d'Ammam [5 ] (Eléments finis) et ceux
de Carhegie [ 6 ] (Intégration directe des 8quations d'&quilibre). Pour
faciliter la comparaison, nous utiliserons les mesures anglo-saxonnes

comme ces auteunrs, Les dimensions de la section sont

g€paisseur : b = 0,0635" (0, 16+mm)
largeur : h = 1" (2,54 mm)
longueur : & = 6" (15,24 mm)

et le module de Young est &gal 3 3.107 1b/in2 (2,068.1011 Pa).
On applique une charge d'l 1b (4,45 N) 3 1l'extrémité, dans la direction

0y (probléme 1), puis dans la direction Ox (probléme 2).

La solution a été établie de la manidre sulvante : le prineipe
variationnel s'écrit, pour une charge selon Oy, par exemple,

L

(40) _%-_f {EII " + an)z + 2E112 (u"+1,l;v")(v"-1])u")+EIé(v"—1bu")}2} dx

o

- P v(R) stationnaire .
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Si nous considérons ici un terme 112’ c'est pour permettre les
changements d'orientation de la section de référence d'un &lément
i 1'autre, tout en conservant le méme systéme d'axes. Dans chaque

élément, on posera
(41) v(z) =9 (2) -y,

ol b, est 1'angle de vrillage total, et ¥, 1'angle de vrillage au

premier noeud de 1'élément, Si il et TZ sont les moments d'inertie

de la section dans ses axes principaux, on aura donc tout au long
d'un &lément

2 = . 2
1 Il cos we + IZ sin we

| ]
1

= 2 = . 2
2 Il cos we + I1 sin we

~
o~
[\
~
=~
il

112 = (Ii - Iz) sin we cos we

Cela étant,si, au lieu des moments naturels

=
i

. E {(I1 —vwllz) u" + (112 + wIl) " }
(43)

=
il

- " ]
, = E {1, \pIZ)' u" + (1:2 + wllz) v'},
on utilise leurs deux combinaisons suivantes :

sy M= -y, My =M, +

la variation premi&re de la fonctionnelle (40) se réduit 3

(45) J % QM&G u" +ﬂ428 v')dz - P 8v () = 0,
o
c'est-ad~dire que l'on retrouve une expression formellement identique 3
celle des poutres droites. Il en découle que la solution wérifiera

les relations

(46) /I/Ll=o, a%zé}?(ﬂ,-x),




dont on déduit, en faisant usage des définitions (43) et (44), les

gquations

(47) u" = - A V" , v" =(/’§4_2_ ,
avec

W(I, = I) + (1 - 21
A T ' 12
T
Il + 12 -2 ¢112

(48)

2 2
{\p(I1 - 12) + (1 -y )112}

B=T1I,+ 29I, ., + 2 I, -
2 P A TV L T 2 T -ze1,

Les relations (47) et (48) peuvent €tre intégrées numBriquement avec

grande précision. De cette fagon, on obtient des r@sultats qui, mise

i part une trés minime erreur d'intégration numBrique, sont des solutions

exactes pour les maillages considérées, et non des solutions par &€léments

finis. Leur comparaison aux résultats d'autres auteurs permettra donmc de

mettre en é¥idence la convergence de notre théorie approchée,

Les solutions obtenues, pour des angles de vrillage allant de 0°
d 90° sont consignées dans les tableaux 1 et 2. Dans ces tableaux, U

et V représentent les fldches d'extrémité exprimfes en pouces (1 pouce

il

2,54 mm) , NEL le nombre d'éléments; et ¢, l'angle total de vrillage

4 1'extrémité, Les mémes résultats sont &galement représentés aux

figures 1 et 2, On constate que pour un découpage en 10 &léments, les
résultats sont excellents, méme pour un vrillage de 90°. Pour des
vrillages de 1l'ordre de 15°, on obtient déja une excellente solution avec

un é&lément.

Dans le cas du probléme 1, la comparaison avec les résultats d'Ammam
et ceux de Carnegie fait apparaltre une tré&s bonne concordance. Avec
10 &léments, notre solution approchée donne des résultats comparables

3 ceux d'Ammam qui approche la théorie exacte par &léments finis,

Les erreurs sur les modules d'@lasticité &tant, comme= nous l'avons
. 2 . . . .
Wu, en Y, on doit avoir (cf. annexe) , pour un vrillage uniforme, une

erreur sur le travail de 1l'ordre de

19.
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> . . > . P
u étant la solution (u,v) , u la solution approchée et h le pas du
découpage. Cet ordre de convergence a effectivement &té obtenu par voie

numdrique, comme en témoigne la figure 3 .

Annexe -~ Dé&monstration de la relation (49)

Considérons l'espace U des déplacements admissibles muni du produit
scalaire (.y.) correspondant 3 1'énergie de déformation exacte. Soit
a(s,.) la forme bilinéaire correspondant 3 1'énergie de déformation
approchée., Les modules approchés &tant proches des modules exacts, on a,
pour tout (v,w) £ U x U ,

GOy | &, W-a&,®|<ell¥ [T

-~

-3
Le probldé@me exact consiste 3 chercher le déplacement u € U tel que

pour tout 3 € U, on ait
61 @& =P

-

et le probléme approché, 3 rechercher le déplacement gh tel que pour tout
veu,

62 a@,m =&
On déduit de (51) et (52) que
U,v) - a(a’h,\’?) =0
soit encore
->
@ - U,v) + (5,V) - a(@,v) =0,
ce qui entraine

1@ -39 < ell& 11 IR,

—). g
quel que soit v € U, D&s lors, on a encore

20,
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| [u

5 -+
v4U ] |

soit
6 E-% 0l ce R,
ce qui entraine encore

6y E -l £ 113

La norme de l'erreur est donc de l'ordre de € , Pour ce qui est du

travail, on a directement
1P @S]« I 115511« = PRI .

Or l'erreur que nous considérons est, pour un vrillage uniforme,

donnée par

(56)  e=y¢ 't n?,
donce
> '21'12 -
G5 | @G-8 s =g |91 1] ],
1-9%'“h :

ce qu'il fallait démontrer, La relation (53) montre qu'en outre,

->

| E-2 | = o

: 21.
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