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1. Imaginons (fig. 1) une biche tendue sur un cadre: les dépla-
cements de la biAche et du cadre sont différents, mais des efforts sont
transmis de 1'un & l'autre par le clAble qui tend la biche.

La philosophie des éléments & cadre est similaire (fig. 2).
Li'intérieur de 1'élément a son comportement décrit par le champ des
déplacements u. Les déplacements v du cadre sont différents. La liaison
entre u et v se fait & 1l'aide de multiplicateurs lagrangiens 1. On

écrira donc le principe variationnel

Z{%f (ow)” H duav - f 1T - v) ds} -f?t;TudV
S

¢l Va é1 v
- J[ v a5 stationnaire . (1)
S2
étant entendu que v = v sur S1. On remarque par ailleurs que les
tractions de surface t sur 82 sont appliquées aux cadres d'éléments.

Deux éléments voising ont en commun les déplacements v de leurs cadres.

Examinéns le rdle de chacun dés champs.dans le principe (1) :

a) 6u-—-{ - DT(H du) = f = 0 dans Ve’l

T
L"HQu) -1 =0 sur Sgp -
L'équation de volume exprime 1l'équilibre local avec les forces de volume;

sur le contour, on obtient 1'interprétation des multiplicateurs 1,

qui ne sont autres que les tractions de surface.

b) v, 6v = 0 sur S1 (conditions cinématiques)

1 =% sur 5, ( équilibre sur la frontiére)

=1

0 sur les interfaces (équilibre des interfaces)

fl

c) 1+ u = v sur gy
La variation des multiplicateurs restitue, comme foujours , la
condition & prendre en compte, ici, 1°égalité des déplacements du
cadre et de ceux de 1l'intérieur de 1'élément.

Le principe variationnel (1) peut &tre appliqué élément par
élément, Se'lon les hypothdses faites sur les différents champs, il
donnera:
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fig. 1




- les éléments conformes
- les hybrides primaux de TONG /1/
- deux expressions du patch test de B. IRONS /3,4,5/ pour

les éléments non conformes.

2. ELEMENTS CONFORMES

Les éléments conformes correspondent & 1'hypothese u = v,

On peut aussi les obtenir en exprimant que les multiplicateurs 1

sont totalement libres, dfol la condition u = v. Le principe se
réduit alors 3

2% (bu)THaudv-/ETudv-/ TTw av  stat. , (2)
él Vé1 v 82

c'est-a-dire le principe du minimum de 1l'énergie totale. Nous ne nous

étendrons pas sur ces éléments qui sont bien connus.

3. HYBRIDES PRIMAUX DE TONG /1/

Dans ce type d'éléments, les multiplicateurs 1 sont discré-

tisés; par contre, aucune hypothése n'est faite sur le champ des
déplacements de cadre v. En particulier, la variation de v sur S

2
donne

1=-‘E° (3)

ce qui limite en fait 1l'analyse aux champs de tractions de surface

ayant la méme forme queileéﬂnultiplicateurs 1.

Etudions 1l'application du principe (1) dans ce cas. Partant
de l'hypothése classique
u = M(x) a,

on calcule, comme dans un élément "déplacement" classique,
s [ Cowouav = 32"/ (o om an) & = 3 a"0a
v v

avec

g=[(omTEomar . (4)
v
Sur chaque bord, nous entendons par 1a les faces ou les

AN V4
cotés, on pose alors

lbord = 1\Tbo:c'd( g) bbord ’ (5)

o1 § représente la ou les coordonndes du bord. On Se donne en outre
un systéme de forces généralisées Epord telles que la matrice de
connexion de bord, définie par la relation

8hord = Fpord bbord ? (6)
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soit carrée et inversible. La relation (6) implique

1 R !

bord Nbord bord Sbord.® (7)

I1 en découle

J(lT(u - v) dS = &8 R T jf e (Ma - v) ds

bord €pord bord bord bord
= g%ord(cborda - qbord) .
en posant
Cbord = Rzgrd bordNiordM ds (8)

et en définissant les déplacements moyens de cadre

=T T ’
Ypora = Rbord bord Nbord v as . (9)

Faisant la somme sur les différents bords, on obtient
T T T
Jifw-vas = X g (e ey =g Ca-a, (10
S bords

en introduisant le vecteur charge complet

gbord il

gbord k

la matrice de connexion

c=[c

core Cpng i)

bord 1
et le vecteur déplacement complet

qbord 1

Ypord k

Pour obtenir la matrice de raideur de 1'élément, nous supposerons

qu'il n'egt pas adjacent & S_,. On obtient alors la fonctionnelle

2

T T
} ada~g (Ca=~q),
a2 rendre stationnaire par rapport & a et g, ce qui méne au systéme

matriciel



Ja = CTg = 0
- (1)

-Ca = = q
K ce stade, on notera que la matrice J est singuliére, car

pour tout déplacement rigide a

ge o0 2

T
aR J aR =0 .

Le systéme (11) est-il régulier? Tout revient & déterminer si les con-

ditions
v Ja = CTg = 0
Y -Ca =
impliquent a = g = 0. On notera d'abord que Ca = O implique
T 7.1
a“Jda = a Cg =0,

c'est-a~dire que a est un déplacement rigide., Il vérifie alors a la
fois

Ja = 0 et Ca=0 . (12)
La seconde équation signifie que les déplacements moyens d'interface
gont nuls. Nous dirons, dans ce cas, que le déplacement correspon-

dant est une pseudo-bulle (une bulle est un déplacement identique-

ment nul sur les bords). Dire que le systdme (12) admet comme seule

solution a = 0 revient & imposer gu'aucun déplacement rigide ne soit

une pseudo=-bulle, En d'autres termes, pour tout déplacement rigide,

1'un au moins des déplacements généralisés Ca doit &tre différent de
zéro., Cette condition est satisfaite dans tous les éléments raisonna-
bles. Il reste & vérifier que la condition CTg = 0 implique bien g = O,
Cecl revient & dire que le rang de CT est le nombre n_ de forces
généralisées, Si n est le nombre de paramétres a, et gb’ le nombre

de pseudo-bullesg, on a

rang(CT) = rang(C) = n-n .

On doit donc avoir
na"’nb=nq.
Le nombre de pseudo-bulles est souvent difficile & évaluer. Mais il

est toujours au moins égal au nombre n, de vraies bulles, c'est-a-dire

b
de déplacements nuls sur la frontidre. On doit donc avoir

n_ —Hb > n, (13)

Généralement, la condition (13) est suffisante. On a alors, en

posant



Jd -CT
S = = 9 (14)
-c~ 0
la relation
-1 -1
a ) Saa Sag 0
T =1 -1 ’
S
& ®ga gg | |°
ce qui implique d'une part
=1
a8 = Sag q (15)
relation qui inverse la connexion, et, d'autre part,
-1
= 5 = K 16
g gz @ q (16)
ce qui définit la matrice de raideur
-1
K =325 . 1
o (17)

Pour ce qui est des forces de volume, on a

jrfTu av = (‘[ £ av) a = bgola
¥ v

et, par (15),

T T -1 i\
Jgf udv = by S.p 9= 8528
avec
g =57t p (18)
vol ag vol °

4, HYBRIDES PRIMAUX DE MEMBRANES TRIANGULATRES

Considérant, pour une membrane triangulaire, un champ

de déplacements complet de degré k, on aura

n = (k+ 1k +2) = K2 4 3k + 2 .
Les bulles sont de la forme
‘% u'= cy Gy Cq Pk_B(x,y)

v = ¢y c, Cf Pk-B(X’y) .

ol ci(x,y) 0 est 1'équation du c8té n° i. Dés lors,

Moo= (- 1)k - 2) = K2 =3k + 2.

]

On a donc

na—nb=6k°

Adoptant sur chaque c8té des tractions de surface de degré k', on en
aura
2.3.(k'+1) = 6(k" + 1),

5e




k' =0
k>1-

frg. 3
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La condition (13) s'écrit alors

6 k 2 6(k' + 1)
soit
k > k' + 1 .

On obtient ainsi le tableau suivant:

et kmin
0

2
3

Les éléments correspondants sont représentds en fig. 3. L'élément (k°'=0)
posséde cependant une particularité génante: une mise en ciseau est possi-
ble sans violer les conditions d'interface (fig. 4). Il s'agit de

modes cinématiques gnants, nécessitant des précautions spéciales. Pour
éliminer toute difficulté, il faut travailler avec des degrés k' = 1.(¥)
On notera que les pseudo-bulles ne posent aucun probléme particulier:

leur condensation est automatique dans 1'élément.

5. HYBRIDES PRIMAHX DE MEMBRANES QUADRANGULAIRES

On peut construire des elements de quadrllateres gur le meme

princ:.pe° Pour preserver 1'isotropie du champ de deplacements 9 nous’
choisirons pour u des polyndmes complets, ce qui donne pour le degré k

=+ Dk+2) =%k +3%k+ 2,

Sur les cdtés, on a & présent
n =8 (k' +1).
q

Les vraies bulles sont du type
u=cyc,cyc, Pk_4(x,y)
v=oc,c,cy0c, Pk_A(xgy)

soit au nombre de

(*) L'élément dé degré k'=0, avec k=1, est &quivalent & 1°'élément
dquilibre & contraintes constantes. B., IRONS dit /6, p. 160/ :
"Although this element passes the patch test in an equilibrium sense
it is quite unusable, on account of its uncontrollable mechanisms
(ceo). Fraeijs de Veubeke was well aware of this, and probably never
coded the element" . Nous répondons : He did.



To

- 0sik-=1
By = 2
(k =2)(kx =3) =k =5k + 6 si k>2
On a donc _ ) 6 sik = 1
o "™ T Ty ek -4 sik p2 ‘

ce qui méne aux conditions
8(k' + 1) € 6 sik =1 (impossible)
et, si k » 2 ,
8k' + 8 £ 8k - 4,
soit
8k' £ 8k - 12 ,
ce qui a lieu si k > k' + 2 , puisqu'alors,
8 k' £ 8k' + 4 .
La fig. 5 représente les cas k'=1 et k'=2, Le nombre de pseudo-bulles

est donné par

=1 -n = (k% + 3k + 2) - (Bk' + 8) .

) a q

Rappelons gue leur condensation est automatique.

6. HYBRIDES PRIMAUX DE PLAQUES TRIANGULAIRES

Congidérant un champ de déplacements normaux w de degré k, on

n, = Fk + Dk + 2) = %(kz + 3k + 2).

Sur la frontiére, on peut choisir les tractions de surface correspon-
dant & un champ de moments de degré zéro, qui contiennent:

- les charges de coins 2, = A ()

1
- les moments dv'interface M = Jf M ds .
bord 0 n

Les efforts tranchants de Kirchhoff

Kn = Tn + an_t/ bt

sont nuls. ¥ correspondent, les déplacements de coin wi et les rota-
tions moyennes d'interface, représentées & la fig. 6 par le signet:i;.

En tout, nq = 6 . Les vraies bulles sont ici de la forme

2 2 2
7 5 ©3 Pp_g(xs¥)

w = C
et leur nombre est
— 0 si k<4

nb.—-
T(k - 5)(k - 4) si k2 4



k=2, k=4

>

?f 171.8¢

/ x e dépl Jocal

=> rot. moyenne

3?@ .8
fig. 6




e dépl. local
© dépl moyen
= rot. moyenne

focal
moy.




On a donc
%—(k2 + 3k +2) 81k 4

6k =9 si k< 4 .

k 1 2 3 4 5 6 7
n_ - 0 3 6 [10 ] 15 [ 21 | 27 | 33

On constate que n - Eb > 6 dés que k 22 ., Pour k =2, la pente
moyenne est égale & la pente locale au milieu du c8té. L'élément
ainsi défini est df & L.S.D. MORLEY /2/.

Choisigsant & présent les tractions de surface correspondant
4 un champ de moments de degré un:

-~ les charges de coin 23 =l§(Mnt)

- deux moments d'interfacé, -donnds par
1 1

g S ’
Mora 1 = /; - Myds 5 My, = /; 1 M, ds,

- 1%effort tranchant d'interface
1
Kbord = /; Kn ds

la premiére question est de déterminer les déplacements de cadre
conjugués & ces efforts. Appelant v le champ de déplacements de cadre,
aux charges de coin sont associés “les déplacements de coin Ve Sur

les interfaces, on a les moyennes
1 1
Ybord © I./ v ds,
0
représentées en figure 7 par le signe ® . En ce qui concerne les
pentes, on note que les moments ont une expression du type

S S
Moo= A (1 = 1) +B7T

ce qui implique

1 1 _ 2 L 1
Vora 1 =43 +B% » Mg =AE+B3.
on a donce
A” 1/3 "’1/6 Mb
_ 12 ord 1
2
B 1 -1/6 1/3 Mpora 2

et




4 s _2 4
n = G Moorar = T Yooraz) (M =D+ (5 T Myorar + T Yporan)

=
|
g [\

1 8
(4-61)+M

' 8
= Mporar® T (-2 +67) .

1
bord2°® 1

Le travail virtuel sf?écrit donc

1
/M [P YRY

0 n On bord1 sa‘l + Mbordz PZ ’
avec

7 1 Sy OV 1 1 Sy Qv
Y’1='1'f0<4°6z> o 18 $°2=‘1‘fo<'2+61> ou 92 -

On notera que pour un champ de rotations constantes, v = ¢ » O a

on
P1=¢ 9 sog=¢ H

pour un champ de rotations linéaires, de la forme
dv s
3m = v@E3=-1,

variant de (—-)(f) pour s=0 a |// pour s =1 , on a
go1= -y . (p2=y'/ .

Nous représenterons indistinctement par le signe = les deux
rotations moyennes d'interface. L'élément est représenté a la

figure 7. Il compte

n =12
a

déplacements généralisés., Il faudra donc un champ de déplacements

intérieurs de degré k = 4 au moins,

Te HYBRIDES PRIMAUX DE PLAQUES QUADRANGULATRES

Le principe est le méme. Avec les tractions de surface corres-—
pondgnt 3 un champ de moments de degré zéro, on obtient 1'élément de
la figure 8, & 8 degrés de liberté. Le nombre de paramé&tres dfun
champ complet de degré k est

n, =3 + 1)k + 2) .

Les vraies bulles, multiples de ¢ 04, sont au nombre

10203
n, =%k - 3)(k - 2)  pour k 3 2.

‘On peut ‘établir le %ableau sﬁiiraht:

9.



k 1 2 3 4 5 6 7

n 3 610 [15 [ 21| 28 | 36

1 0 3 6| 10

nh - & 6| 10 | 14 | 18 | 22 | 26
a b

L'élément le plus simple est donc de degré 3.
Les tractions de surface relatives & un champ de moments de
degré 1 ménent & 1'élément de la figure 9. Ses seize degrés de liber-

té nécessitent un champ de déplacements de degré 5 au moins.

8. LE PATCH-TEST D'INTERFACE /4,5/

Considérons un élément de champ intérieur u donné et soit g

un systéme de déplacements généralisés ne permettant pas de satisfai-
re & la condition de conformité. Il est 1ié aux paramétres du champ
par la relation classique

qa = Ca.

Définissons alors sur chaque bord un déplacement de cadre v tel que

Ybord T 1\Ibord(g) bbo.'j:‘d ’
de telle fagon que la relation

C

= (%
9ord bord Pbord

soit inversible. Le champ v ainsi construit est la partie conforme

de u . Pour rappeler cette propriété, nous écrirons

v =u. (19)
Supposons alors que, sur chaque bord, on ait
1T =TTu) ds = 0 (20)
bord

pour tout champ 1 de tractions de surface correspondant & un champ

de contraintes de degré k", On dit alors que 1°'élément passe le

patch-test d'interface de degré k" . Dans ces conditions, en choisis-

sant pour 1 un champ de degré k", le principe (1) se raméne &

ZE %-Jr ( buJTH du 4V - Jf lu av - jr 3 My as stat, (21)
é1 v, v S

el 2
I1 a2 la méme forme que le principe de variation des déplacements,

si ce n'est que les tractions de surface imposées doivent 8tre appli-

guées au cadre, c'est-a-dire & la partie conforme du déplacement.

On obtient ainsi des éléments non conformes justifiables

sur le plan variationnel.

10,
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9, ELEMENTS DE MEMBRANE A PATCH-TEST D'INTERFACE DE DEGRE ZERO /7/

Pour des éléments de membrane triangulaires ou quadrangulaires,

on partira des déplacements aux noeuds, de fagon & transmettre au moins
les déplacements rigides., Pour obtenir, avec des tractions de surface
constantes sur chaque bord,

1 J[ (u -1 ux) ds + 1 J[ (u_ - Ny ) ds = 0 ,

bord Y “pora Y y

il suffira que

j~ Jf TTu. ds Jf u_ds = jr n u ds ,

bord bord bord ¥ bord

ce qui aura lieu si 1l'on transmet les déplacements moyens d'interface,

représentés i la figure 10 par le symbole s . Le choix de ce degré
de liberté supplémentaire garantit donc un patch-test d'interface de
degré O, quel que soit le degré du champ u. La partie conforme du dé-

placement est de degré 2 sur chaque bord. Posant, pour une composante,

2
V=p1+132'1§+?3(?s£) ’
on a (fig. 11)

vy =By "’2=P1+P2+F3

~ _ 1 2 b3
v T j[ ( P1 + ﬁz =+ PB( )2) ds = P1 T

soit
v, 1 0 0 ﬁ1
v, = |1 1 1 B, .
v 1 o1/2 /3| By

Inversant ce systéme, on obtient

fi=m

-{ By=-4v,-2v + 67

2
ﬁj = 3 v, o+ 3 v, = 6 v .
Il vient donc
2 2 SZ
ve=v,( - 4"'+32)+v(~2-+3 )+v(6--6"'§),
1 1 1

Une charge t appliquée sur ce déplacement donne donc un travail

1
Jr t v ds t, v, + t, v, +
0



avec

1 2 _ _ fl sz)__
t=f(1=4-+3-—)tds s t,= /) (m22432)7% gs,
17 1 12 2= J, 1 12

/‘ (6 = - 6 ) T ds.

Pour une charge uniformément répartie, T est la résultante, tandis

que t1 = t2 =0

Les degrés minimaux dans ces éléments sont respectivement
2 pour 1'élément triangulaire (qui, pour k = 2, est conforme) et 3
pour 1'élément quadrangulaire. A partir du degré 3,;ilfappaﬂait.
dans les deux cas des pseudo-bulles, solutions de Ca = 0, Leur forme
étant difficile & mettre en évidence, il est hasardeux de définir des
déplacements intérieurs, qui pourraient &tre identiques i zéro. On
peut procéder autrement: aprés une permutation de colonnes — qui peut
8tre représentée par une matrice de permutation P vérifiant toujours

PP =1,
on a

- (cPT)Pa =T 8 . (22)

On peut choisir cette permutation de telle fagon que
C = [;Ce.7 Cl]

~

avec Ce carrée nq x n_ et inversible. Alors,

q=C a +0C. a

e e i i
et
8 (q - Cl ai) ’
relation & laquelle on peut ajouter 1'identité E = Ei pour donner
3 g -3
N e e e
a=|_|= (23)
ay 0
On a alors E =1 - C -1 C q
T T e e i
a = P a = P ~ ° (24)
0 I ay

Les a; peuvent &tre considérés comme les paramdtres régissant les
pseudo-bulles et condensés. Ces opérations se font simplement dans le
cadre d'une routine d'inversion de Gauss avec permutation de colonnes.

On grossit d'abord la matrice C en lui ajoutant (na - nq) lignes de
zéros:

12,
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C n
q
C —>»
0 n =-n
a q
L
n
a

On pratique alors l'inversion de Gauss avec permutation de colonnes
jusqu'd trouver une ligne de zéros. A ce stade, il suffit de remplir
la partie inférieure droite d'ume matrice unité pour se trouver dans
la situation (23). Le passage & (24) est le retour traditionnel &
1'ordre de départ par permutation des lignes dans 1l'ordre inverse.
(Cette méthode. de recherche automathue des pseudo-bulles est un -
apport orlglnal de l”auteuro Utlllsee dans le Togiciel SAMCEF .depuis
19789 elle n'a jamais été publide - Jusqu'icl)

10. ELEMENTS DE PLAQUE A PATCH-TEST D'INTERFACE

Si w est le champ de déplacement de 1'élément, le patch-test

de degré zéro congistera & imposer

LA T‘Wi = 0 (égalité des déplacements aux coins)

- 1
J[ (jlﬂ -1 %%) ds = 0 sur chaque cdté (égalité des pentes

moyennes )

On obtient donc les connexions de la figure 12, identiques & celles

des hybrides, Le champ N w sur les c8tés est linéaire, si bien qu'une

charge de bord Fé se raméne. aux forces F,. et F, définies par (fig. 13)

1. 2

1 1
8 S
F1 = jg (1 - 1) FZ ds o F2 —‘/; 1 FZ ds .

Pour ce qui est des moments, on applique leur résultante sur la rota-

tion,.
Le patch-test de degré un consiste & imposer
LA TYwi = 0 (égalité aux coins)
J/ (w -Mw) ds = 0 (égalité du déplacement moyen)
- Ol
J[ TX ) ds = 0 (égalité des rotations moyennes)
O

1 re) o .
.é s (?;% - .%g) dgs = 0 (égalité des moments. de: rotations)

On le satisfait en choisissant les degrés de libertds suivants:

13.



14.

0
- 1 |
1 B ow
¢1=If(4-61) bnds
0
1 .
1 8y Ow

qui ménent aux mémes configurations que les hybrides. Les degrés mini-
maux sont quatre pour le triangle et cing pour le quadrilatére convexe.
Pour le calcul des charges d'interface, on notera que Nw est
quadratique (fig. 14). Une char,ge verticale d'interface se répartit
donc, comme pour les membranes, en
F, -_-fl-(1 ~4§+3§-§-)i"ds

0 1 1

- 1 s g2, =
-) R =/O (-2-i+3—2-)Fds

1
~ 1 2 _
F =f 6(%~§-§)Fds.
0 1

Le calcul des moments d'interface se fait comme suit:

ow s
avec
1 1 2
¢1,=-‘%-/(4-6ii-) ds+-;if(4-§-—6§-2-) ds = A
0 0 1
1 1 2
gy=b [ (2+6Das+2 [ (28165 as-043,
2 53 1 1 1 2
0 0 1
d'on
A=d, » B=4d,-4
et

ow s s
Man=50-D+dhy .
Le travail du moment imposgé ian vaut donec

/1ﬁﬂ—a—‘£d W, 4, + N, 4
‘dn 95 7 + 8y Py ’

avec
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11, NOEUDS DE LOOF /10/

Congidérons un quadrilatére de membrane de degré trois., Sur

chaque c¢8té, on utilise (fig. 15) les valeurs des déplacements aux
points de Gauss
1 1 1 1
5, =50 -3 v 5, =509
qui sont les racifies. du polynSme ?2(8), de'laIsuité7dés‘p@lyn3mes

orthogonaux sur (0, 1). Il est clair que dans ce cas,
u-llu = Pz(s)oQ,'(s)9

QT étant un polyndme de degré 1. Considérant donc un champ de trac-

tions de surface constantes tx’ on aura
[ 1
b . (ux - “ux) ds = %_ fo 192(ss),a Q1(s) ds = 0

car le polyndme P, est, par définition méme, orthogonal & tout poly~-

néme de degré 1 .gLes noeuds 84 et 859 intoduits par LOOF, assurent
donc dans ce cas "la, vérifivation d'un patch-test d'interface de
degré zéro.

Cette idée peut €tre généralisée i des degrés supérieurs. Le
patch-test, avec les noeuds de LOOF, résulte du fait que la formule
d'intégration & deux points est de degré 3. Plus généralement, avec
ng points de Gauss, on obtient une formule de degré (2ng = 1). Pour
des déplacements de degré k compris entre (ng = 1) (conforme) et

(an - 1), on vérifie donc un patch-test de degré .(an -1 = k).

Si 1%on désire utiliser les sommets, on peut se fonder sur
les points de Lobatto. Pour nLZ:B points de Lobatto, le degré de la
formule d'intégration est (EnL - 3). Dés lors, avec des déplacements

de degré k compris entre (nL - 1) et (2n, = 3), on vérifie un patch=-

L
test de degré (2nL - 3 = k).

12, PATCH=-TEST D'ELEMENT

Reprenant le principe variationnel (1), faisons dépendre

les tractions de surface 1 d'un champ de contraintes d'élément ®

1=LTSO

On obtient alors le principe

éEZE f%—( au)TH Ou 4V - sTL(u - v) ds - f -f—Tu dv - / .‘ETV ds stat.
v ] v S
2
(1 bis)
qui, en restreignant la liberté des multiplicateurs, nous permettra

d'exploiter des incompatibilités plus fortes., Posant encore
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16,
v=T‘-u 9

on dira qu'un patch-test d'élément de degré k" est vérifié si,

pour chague élément,

f s?LT(u - Mu) as =0
S,
él

pour tout champ de contraintes s de degré k", Le principe variationnel

se réduit alors &

1 2 f (bu)THaudv-/'f'Tudv- f T Muas  stat,
él Vé1 v 82
soit (21), Cette seconde forme de patch-test a un certain nombre

d'applications.

13, L'ELEMENT DE WILSON /8/

Considérons (fig. 16) un rectangle de c8tés a et b, sur lequel

est défini le champ membranaire

2 2
uX:-O(1 + O(Zx + dBY + 0(4xy +0‘5(x -ax) + O‘G(y - by)

uy=0(7 +oox + Oy + &

2 2
9 10%Y +Ol11,(x - ax) +0(12(y - by)

Seuls, les déplacements aux quatre sommets sont connectés. Par consé~-
quent, les parametres 0(5, 016, 0(11, 0(12 régissent les incompatibilités.
Montrons que cet élément vérifie le patch-test dé degré zéro.

a) cbté 1=2: n = 0, n =1

t. = =T ,
x Xy y b

, 2
u = 0(1_ +ol2x +O¢5(x - ax) T .y 0 )
u u, = O (x"~ ax

uy uy O(,.1 (x“~ ax)

et
f(t(u-T‘-u)+t(u-T\'u‘))ds-—(—f 0“'-001)_/&(2° ) a
42 X X x Yy y = xy 5. y %11 OX ax) dx
b) cdté 3-4: n_=0, n_y—.—1:
b "Txy o By =0y

u_ = (O(1+O(3b) + (O(2+ 0(4b) x +O(5(x2- ax)

u, = (O(1+O(3b) + (0(2+ 0(4b) x

u - nux =O(5(x2 - ax)
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On calcule de méme

2
Uy -T\'uy =0l11(x - ax) ,

ce qui donne a
- -0 _(t o, 40 o) [ &P - a
BII%(JGX(%C w) + b (u =T ))ds = (T_ 0 +0_0O,) . (x* - ax) dx
Ce terme compense exactement celui du c6té 1-2., De la méme fagon, il
y a compensation entre les c8tés 2-3 et 1-4., Le patch-test de degré
zéro est done vérifié.
En ce qui concerne les charges appliquées sur un c8té, on

notera que
. By . B
U= Ui . ugl).:* By T
d’ol

1 -
fO tx Ux ds t&z‘l 'uﬂ * _?xZ Yx2

avec

- 1 sy T - 1
tXT =/(; (1 ']'_“) tx ds N t =/ - 'l?x dsoe

Les charges sont donc reportées aux noeuds.

14, L'ELEMENT D'ADINI BT CLOUGH /9/ (fig. 17)

C'est le plus ancien élément de plaque convergent, Sur un

reotangle de.o8%és a et b, on utilise un déplacement de la. forme

3 2
7x +0lsxy+0(

3
v +Ol12xy o

3

W=d1+a 1Oy

x+0‘3y+olx2+°‘xy+°‘6yz+°‘ X.V2+°‘

2 4 5

9

+Ol11x3

I1 est donc cubique sur chaque c8té. En connectant aux noeuds seulement
les déplacements et les pentes, on réalise une connexion C°, Les pentes

sont donnédes par

ow 2 2 2 3
T _012+2014X+0lSy+30(7x + 20 xy +0lgy + 30, X7y + &0y

ow _ 2 2 3 2
—-——ay_(XB +o(5x+20(6y+0(8x + 20(9xy+ 30(1Oy +Ol11x + 30(12X.Y

Or, seules les pentes lindaires sont counnectées. Pour le patch-test
de degré zéro, il suffira ici de considérer les moments normaux, puis-
que le déplacement est continu,
c8té 1-2
Osn_ =03 n == 33}]:"”'1"[ =M

y:
—%ﬂ=°‘ 40 _x +0_x° 4ol x>
J
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ﬁ-g—ﬂ:U +0 _.x +,ax +O(11azx

y 3 50 °78
oW 13w 2 3. a2
y_“ y=o(8(x—ax) +o(11(x-ax)
et a .
Qv Qw - T (xP- 3. a2
A Mn( n—T( bn) ds = "My(ds {) (x°- ax) dx o, /0 (x’- a®x) dx)
cété 3-4
0 0
y:b,nx= ;ny:‘);a = Mn.—.My,

ow _ 2 2 2 3
5y = (of +20(6b+30(10b)+(0(5+2O(9b+30l12b)x+0(8x +0l %

‘w

2 2
m = (00, + 200D+ 30, D7) + (A + 20D+ 3a,,b7) x

9

2
o
+O(8ax + 0 ,ax

o
e

ow _ ow _ 2 3 2
T T\'———ay ..0(8(3: - ax) +Ol11(x - a°x

a
o, (5% T 5 as = u (o f (%= ax) ax + o [ (7= a%x) ax)
34 0

I1 y a compensation exacte de ces deux cbtés. Il en est de méme

pour les cdtés 1-4 et 2-3.

Un moment normal Mn imposé sur un c8té de cet élément se

répartit en 1 1
M, = f (1 -2) W as M, = f Eﬁ ds.
1 0 1 n ’ 2 0 1

15, SUR LA CONSERVATION DE L'ENERGIE

Dans les éléments conformes, pour autant que les degrés de

liberté fixds le soient & zéro, on peut poser &u = u, ce qui entratfne

[ (owTH du av - [ Fru av - [ Fuas =0,
v v S
2
c'egt-a~dire le théoréme de Clapeyron, exprimant la conservation de
l'énergie., La méme propriété vaut pour les éléments & cadres, pour
autant que les fixations, qui s'opérent sur le déplacement v, soient

homogéness, En effet,pour 6u = u, on obtient

i
o

ezl( fv, (Quw)TH du dV-félludS) -fV'Tu av



pour &1 =1 , on trouve

Zf 1T(u = v) ds = 0 :

él S,

enfin, pour bv =v s 11 vient

Z/ ILTvdS-/ ?:‘Tvds=0.
él Sé1 82

Additionnant ces relations, on obtient

Zf (bu)THaudv-f v as - /ETudv=
& v, v

vel SZ

19,

c*est-3-dire la conservation de 1l'énergie. On notera que ce résultat

n'est obtenu qu'en chargeant le cadre et non 1'élément lui-mémeé sur S

29

Nantes, mars 1985
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