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PREFACE.

Je pense qu'il convient d’expliquel‘ en quelques mots le long intervalle
qui sépare la présentation des différentes parties de ce travail & I'Académie.

La premiére partie qui traite des courbes planes et des surfaces du second
degré, et dont les résultats m’étaient acquis au mois de mai et de juin 4869 (*),
avait 6té présentée i la classe dans les séances successives du 9 octobre et
du 8 novembre de cette méme année et dans celle du 8 février 1870.

Des analystes distingués voulurent bien me faire quelques observations
relatives au mode de démonstration de Pun des théorémes les plus impor-
tants , et je cherchai & éclaireir le point qui leur paraissait douteux.

Frappé sur ces entrefaites par de grands deuils qui m’dhligérent pendant
~ plusieurs mois & renoncer 4 tout travail, ce n'est qu'a la fin de cetie année
que j’ai pu mettre la derniére main & mon Mémoire. '

Peut-éire eat-il 61¢ désirable que je pusse le remanier; mais d’une part,
le peu de temps dont je dispose ne me P'edt pas permis; d’autre part, en le
laissant sous sa premiére forme , javais I'avantage d'indiquer au lecteur la
marche qui a éi¢ suivie dans invention. Je me suis donc borné & signaler
par quelques notes datées les passages qui pouvaient sembler douteux, et je
les ai élucidés dans une addition également datée.

En cherchant & donner & ces éelaircissements Jeur forme la plus simple,
je suis arrivé A démontrer trés-briévement mon extension du théoréme de

() Tai consigné les principaux résultals dans des plis eachetés déposés 4 I'Académie vers
ces cpoques.
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Pascal, et en méme temps a donner & ce théoréme et a celui de Desargues
une généralisation que je w'avais pas prévue, quoique j'eusse déja étendu
ces théorémes aux courbes planes des cing premiers ordres, el leurs corré-
latifs & celles des eing premiéres classes : cette généralisation qui porte sur
toutes les courbes algébriques trouvera place dans l'addition dont je viens
de parler. ,

Pour les surfaces du {roisiéme ordre ¢t pour celles de la troisiéme classe,
javais depuis Iongtemps préparé un travail dans lequel jéiendais & ces
surfaces, entre autres théorémes, ceux de Pascal et de Brianchon. Il a été
interrompu comme I'autre, et afin de prendre date, j'ai présenté a I'Académie,
dans la séance du 3 décembre, unc démonstration purement géoméirique de
ces théorémes. Dans le présent mémoire je démontre analytiquement les
théorémes de Pappus, de Desargues et de Pascal pour les swrfaces du
troisieme ordre, et leurs corrélatifs pour celles de la troisiéme classe.

La partie de mon travail relalive aux coordonnées triédriques élait égale-
ment & peu prés ierminée au commencement de cetie année ; ; je wai pas
encore pu la 1=eprendle jespere toutefois 'achever prochainement.

Peuat-dtre, si j’ai quelque loisir, pourrai-je étendre davaniage encore ces
théorémes qui renferment en germe toute une géométrie supérieure carté-
sienne ot qui seront accueillis avee plaisir, je I'espére, par les géométres.

Je'w'ai pas encore pu moccuper des constructions auxquelles doivent con-
duire mes théorémes : ce sont 14 des desiderata qui méritent que de jeunes
géomdtres y consacrent leurs efforts. Iy applaudirai de tout ceeur.

Quil me soit permis d’adresser mes remerciments & MM. Clebsch et

Gilhert pour les éclaircissements qu'ils ont bien voulu me donner.

Liége, 17 décembre 1870.
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GEOMETRIE SUPERIEURE CARTESIENNE.

PREMIERE PARTIE.

PRELIMINAIRES.

17Académie des sciences de Braxclles, qui s’honore d’aveir regu dans son
sein cette pléiade de savants illusires & laquelle restera désormais attaché
dans Ihistoire le nom de géométres belges, avait pressenti, il y aura bientot
un demi-sidele, qne les théorémes de Pascal et de Brianchon devaient avoir
leurs analogues dans les surfaces du second degre; et elle avait mis cetle
question au concours & deux reprises différentes , sans toutefois que les efforls
teniés par les géometres les plus éminents eussent paru couronnés de sucees.

Si ces propriéiés avaient 6i¢ découvertes par voie d’extension des propriéiés
du plan & celles de Tespace, lear auteur w'eit pas mangué de se poser ces
autres problémes : Exisie-i-il des propriétés ‘analogues pour les courbes el
les surfaces de degrés supérieurs? Et il les cit résolus; si sa méthode avail
porté en elle-méme le caractére de généralisation.

On divait que les méthodes des Steiner, des Mohius, des Carnot, des
Poncelet, des Gergonne, des Chasles, des Dandelin, des Quetelet, des
Brasscur restent comme frappées d'impuissance vis-i-vis de ces beaux pro-
blémes ; nous voudrions en rechercher la cause.

Jiléve de Brasseur, nous avons appris & son école & admirer les travaux des
géométres qui, depuis Monge, ont ouvert tanl de voies nouvelles d'investi-
gation ; mais nous sommes toujours resié convaincu néanmoins, avec Lamé,
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“de la supériorité des méthodes analytiques, supériorité quoni fait ressortir
avec tant d’éclat d’éminents géomeétres modernes , particulicrement en Alle-
magne et en Anglelerre.

Nous- avons déja émis cette opinion dans des travaux antérieurs, et Pon
voudra bien nous permetive de rappeler & ce sujet qu'en partani de celic
simple idée qu'un déplacement rectiligne infiniment petit d'un point matériel
peut étre considéré comme s’effectuant sar une courbe & laquelle la direction
de ce déplacement est tangente, nous en avons déduit par l'analyse seule,
toute [a thdorie du monvement dun corps solide, et que nous sonmmes
arrivé & des théorémes qui avaient échappé i Pautenr de la théorie des
couples (7). Nous avons été heureux de Papprobation que 'un des savants
- modernes les plus illustres a bien voulu accorder & ces travaux dans une
note adressée & 'Académie des sciences de Paris (**).

Pour le sujei qui nous occupe, la supériorité de la méthode analytique
nous semble consisier en ce qu'elle peut, par cela méme qu'elle est analy-
tique, étendre immédiatement & Pespace les propriétés gu’elle a démontrées
pour le plan, ou & des courbes d’'un degré supérieur les propridiés qu'elle
a démontrées pour les courbes du second degré. C'est ainsi que nous verrons
la méme méthode, an moyen de laquelie nous arrivons aux théorémes de
Pascal et de Brianchou, trouver immédiatement les théorémes analogues
pour les surfaces , ainsi que pour les courbes de degrés supérieurs ; ou bien
la wéthode qui conduit & la génération d’une courbe du second degré, trou-
ver également celle des surfaces et celles des courbes de degrés supériears.

On verra & I'évidence pourquoi Iinvolution de Desargues est particulie-
rement propre aux courbes et aux surfaces du second degré, tandis qu'clle
ne P'est pas 4 celles d’'un degré supérieur; mais en outre on sera conduit 3
donner a cette idée de I'involution une extension que la géométrie supérieure
ne semble pas avoir prévue () ; et I'on reconnaitra que I'analyse est une
méthode puissante, non-sculement de généralisation, mais d'invention,

{*) Voir les Bulleting e Udcadémie, 22 série, t. XX, 0 §, et t. XXIV, n™ 9 ¢t 10,

(") Voir les Comples rendus, séance du 11 mars 1868. Note de M. Clausius % Foceasion de
Penvoi de la traduciion de son ouvrage sur ka Théorie méeanique de la chalenr par M. F. Folie.
(") Depuis que ce travail a été éerit, nous avons trouvé dans la nouvelle édition du Traité des

propriélés projectives, de Poneclel {t. 11, p. 240 et suiv.), cette extension de Pidée de Tinvo-
lution , qqui ne parait pas avoir é1é remarquée des gdomdtres, maleré sa haute importance. 1871 .
i q 2 3 g
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. On nous répondra peut-étre avec Poinsot que c'est une feurense analyse
qui nous a conduit & ces pésultats ; nous faisons si peu de difficulté de le
peconnailre que NOUS SoWMeS étonné que Descartes lui-méme, lorsqu'il
a fait cetie découverte splendide qui rvenfermait en germe toute I'analyse
moderne, ou les géométres qui lui ont succédd, n'aient presque fait aucun
usage de lidée qui nous sert de point de départ, et qui est venue A I"esprit
de plus d’un. Mais de ce que , comme le fait remarquer Poinsot, 'on ne dit
pas une heureuse synthése, s'ensuitil que la synthése fasse des déconvertes
sans qu'il Tui soit nécessaire de partir d’une idée heureuse, et Tidée méme du
couple 'est-elle pas une preuve manifeste de la puissance qui réside dans
tout point de vue nouveatt d'on Pon examine le domaine d’une science, quel
que soit du reste instrument dont on se sert pour Pexplorer ?

Lidée donc , voild le fonds commun suf lequel on doit sappuyer dans la
synthése comme dans Panalyse ; plus cetie idée sera générale, plus aussl
elle sera féconde; mais des deux méthodes qui servent & la développer, il
nous semble que Pon doit préférer cclle qui est susceptible par elle-méme
de la plus grande généralisation.

Aprés avoir pris Panalyse pour base de nos théorémes fondamentaux,
nous wessayerons pas cependant, par amour pour une prétendue unité de
méthode , d’appliquer les mémes procédés de démonstration A tous les corol-
laives, et nous ferons, au contraire , usage, sans aucui serupnle, dans la
déduction de ces corollaires, de Ia méthode qui nous paraitra la plus simple
et la plus naturefle. ‘

Vouloir accorder & un procédé une préférence exclusive, gui porte
souvenl & dédaigner lous les auires, c’est non-seulement se priver volon-
tairement d'une des plus grandes ressources, qui est la combinaison des
moyens, mais c'est méme forcer les yeux de I'intelligence a s¢ fixer dans
ane direction unigque , tandis que par sa nature elle cherche & embrasser tout
Phorizon d’un seul regard.

Lidée qui nous a servi de point de départ consiste dans la génération
d'une ligne ou d’une surface au moyen des interscctions de systémes de
lignes ou de surfaces mobiles en vertu de la variation de cerfains para-
métres; ¢’est done, si l'on veut, une application de cetic méthode des
coefficients indéterminés qui a déja été la source de tant de progrés. Celte
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méthede ne nous semble pas puisée, et nous aurons Peceasion d'en montrer
d’autres applications,

Le titre méme de notre travail indique suflisamment que nous n'avons
voulu que poser les hases d’une méthode qui conduit aux plus belles pro-
priétés de la géométric supérienre, sans invoquer d’autres principes que
ceux de la géoméirie analytique la plus élémentaire (*). Cest dire que nous
ne Nous appuierons pas sur ceux qui ont été employés en géoméirie supé-
rieure, tels que le rapport anharmonique , Pinvolution , le principe des
transversales , celui des polaires réciproques, et que nous rechercherons par
Ianalyse seule, soit ces principes mémes, soit les théorémes fondamentanx
qui en découlent,

Déduire les corollaires de nos théorémes serait une entreprise qui exigerait
peut-éire des années de travail; et en effet, si 'étude seule des propriétés
des coniques au moyen de ces théorémes condujt 3 des développements qui
forment la matiére de plusieurs volumes, on imagine aisément combien de
conséquences on pourrait déduire des théorémes sirnilaires que nous donne-
rous pour les courbes algébriques Jusqu’au cinquiéme ordre ou A la cinquiéme
classe, pour les surfaces jusqu’an troisiome degré on 4 la troisiéme classe en
général, |

Clest 1A un champ que nous ne faisons que défricher, et sur lequel eeux
qui voudront poursuivre ces recherchies sont certains de faire nne ample
moisson de découvertes.

Notre travail se partage tout naturellement en deux parties, la géoméirie
supérieure plane et Ja géométrie supérieure dans I'espace ; dans 'une comme
dans lautre, nous avertissons dés présent qu'en parlant de points, de
droites ou de plans, nous sons-entendrons toujours qu’ils peuvent étre réels
ou imaginaires; et 'on verra que cette maniére générale d’envisager 'étude
de I'espace, qui a été si heureusement introdujte par les Steiner et les Chasles,

donne liew & bhien des rapprochements qui, sans elle, seraient restés
inapercus, :

{*) Nous avons fait choix du titre de géométrie eartdsienne peur indiquer que nous ne faisons
usage que des coordonnées suflisantes, et non des eoordonnées surabondanles {polygonales on
polyédriqnes) dont 1a découverte cst due i Bobillier et 4 Plitcker. 1871.

i r—.



LIVRE 1.
GEOMETRIE SUPERIEURE PLANE.

TERMINOLOGIE Er NoTaTiONs. Dans un précédent travail (), nous avons
donné le nom ' Analogie (dérivé du grec svidepos) & la relation qui exprime
que denx fonetions sout entre clles dans un rapport constani pour toulcs
les valeurs des variables; nous avons appelé ces deux fonctions analogiques,
et nous avons employé le signe - pour désigner cette relation.

Ainsi, au lieu déerire :
Feshf, ¥ =Kk,

relations dans lesquelles les lettres F, /, etc., désignent des fonctions de cer-
taines variables; &, &', ele., des constantes, nous écrivons : ‘

Ff, ¥ f,

et nous énoncons ces relations en disant que F est analogique a f, ou que

F et / sont analogiques,

Le peu d'intérét quioffre fa connaissance des rapports k, &' en géométrie
supérienre, nous a décidé a les supprimer dans la notation comme dans le
discours; et le role essentiel que I'analogie joue dans tout notre travail nous
fait espérer qu'on voudra bien excuser ce néologisme.

Nous appellerons polygones conjugucs de n colés inscrits a une courbe du
nwe ordye, deux polygones tels que chaque coté de Tun passe par 'un des
points d’intersection de chaque cété de Pautre avec la courbe.

) Bulletins de UAcadémie, 2°° sér, 1, XXVHI, 0 7.
Tomr XXXIX. 2

Fig. bet 1L,



Fig. I§ et V.

Fig. V1,

Fig. VI
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De méme nous appellcrons poljgones conjuguds de n + 1 cotes mserits a
une courbe du nme ordre, deux polygones tels que chaque coté de Pun passe
par I'un des points d'intersection de chaque coté de Pautre, un seul exceplé,
avec la courbe; les cotés opposés dans ces deux polygones seront ceux qui
n'auront pas de point commun sur la courbe.

Ainsi, deux triangles conjugués inscrits & une conigue sont, par exemple,
deux triangles de cotds respectifs A, B, G, et a, b, ¢, tels que A passe par
Pun des deux points d'intersection” de & et ¢ avec la conique; B par Iinter-
section de ¢ et par I'une de celles de a; et enfin G par l'aatre intersection de
a et de b; et les cotés opposés dans ces deux triangles sont A et «, Bet b,
C et ¢, parce qu'ils ne se coupent pas deux & denx sur Ja courbe.

Pour tracer ces deux triangles, on commencera par former le premier au
moyeit de trois ediés A, B, (. qui coupent chacun la courbe en deux points; le
second se formera en joignant ces points deux & denx par des droites dis-
tincies de A, B, C, ce qui powrra se faire de huit maniéres différentes.

Les deux mangles A, B, C; @, b, ¢ forment évidemment un hexagone inscrit,

mais on verra que la dénomination de triangles conjugués inscrits se préte

immédiatement & une généralisalion que ne comporte pas la dénomination
d’hexagone inscrit. ’

Nous appellerons polygones conjugucs de n sommets cir conscms (i tne
courbe de la w classe, deux polygones circonserits de % sonumets, tels que
chaque sommet de Pun soit le point de concours de n cotés de I'autre passant
respectivement par les n sommeis.de eelui-ci.

De méme nous appellerons polygones conjuguds de n - 1 sommets circoi-
scrits & une courbe de la n™ clusse, deux polygones circonscrits de n 41
sommets, tels que chaque sommet de I'an soif le point de concours de n cotés
passant respectivement par ious les sommets de I'autre, un seul excepié; les
somanets opposés dans ces deux polyzones seront deux sommets par lesquels
ne passera pas un méme coté, '

Ainsi, deux triangles conjugués circonserils & une conigue sc tracent en
menant de chacun des trois points A, B, € deux tangentes a la conique; 'une
des tangentes menédes par A coupe 'une de celles menées par B en ¢; Paatre
tangente menée par B coupe I'une de celles menées par Gen «; enfin Tes deux
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autres tangenles menées par Get A se coupent en b. Les sommeis 0pposés
sont A et «, Beth,C et ¢, parce qu'ils ne sont pas situés, deux & deux, sur
'un des coids.

Ici encore, on voil qu'a un méme triangle circonscrit ABG peuvent répondre
huit triangles conjugués abe. '

Les deux triangles ABGC et abe forment évidemment un hexagone circon-
serit; mais le méme motif de généralisation que nous avons fait valoir plus
haut nous oblige A rejeter cette derniére dénomination. o

Nous justifierons les définitions qui précédent par les théorémes qui font
Fobjet de notre travail, et nous renverrons dés & présent le lecteur aux figures
I & VII, ou il verra des systemes de’ triangles conjugués ABC et abe, et de
quadrilatéres conjugués ABCD et abed inserits & une courbe duw trOISléme
ordre (fig. I et I1); de quadrilatéres conjugués ABCD et abed et de pentagones
conjuguds ABCDE ci abede inscrits & une courbe du quatricme ordre {fig. 111
el V); des systémes de triangles (ou plutdt trigones) conjugués P, P!, O et
I, I, 111, et de quadrilatéres (ou tétragones) conjugués O, I, lI 11} et 0, 1,
II' , IH’ circonserits & une courbe de la troisiéme classe.

Nous insistons de nouveau sur la nécessité de se représenter ces systemes
de polygones conjugués comme pouvant {ire imaginaires dans certaines
courhes; mais on comprend qu'il ne peut pas entrer dans notre plan de dis-
cuter, dans cette étude générale, tous les cas particuliers qui pourront se pré-
senter ; un lecteur familier avec la géomélrie supérieure s'apercevra immédia-
tement que nos démonstrations sont applicables et aux cas véels et aux cas
imaginaires,
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CHAPITRE L

COORDONNEES RECTILIGNES PONCTUELLES.

Arr. I — Théorémes généraw.

Lenne ronpAmsNTAL. Représentons par d, la distance d’un point z, i & une
droite a2 - b,y -+ ¢, — 0 ; toute courhe du.n" ordre pourra se représenter
par Péquation : , ‘
GOCe =k L,
dans laquelle les paramétres de 4, et de 3, sont donnés, tandis que ceux de
Fo v 0y, el ceux de G, _, qui représenie une fonction compléte du
(n— 2)me degré en z et y, sont & déterminer ainsi que k.

En effet, 'équation d’une courbe du n™ ordre renferme ﬂi; ? paramé- -
tres, ce qui fournira un nombre égal d’équations; G, _, renferme (”'“HZ)U_,M
paraméires & déterminer; le second membre de équation précédente en

repferme 2n +- 1; et I'on a identiqnement :

1 (7 - 3 — 2 t
7 2+ }ﬂw_,_gn_,_]a

ce quil fallait démontrer.

L’équation de la courbe élant vérifice par chacune des équations d, — 0,
g, =10, G,_,=0, combinée avec I'une quelconque des équations &' =0, il
en résulte que chacune des lignes du premier systéme (qui sont deux droites
données et une courbe du (n— 2)m ordre), coupe chacune des droites & — 0
du second systéme en tous points situés sur la courbe. On peut done dire
que les droites d' sont des transversales qui unissent deux 4 deux les infer-
sections des sécantes données 4, et d, avec la courbe dua #™ ordre , el que ces
transversales vont recouper la courbe en d’autres points qui sont tous siinés
sur Ja ligne C,_, (*). |

{"} Nous dirons souveni pour abréger la droite ¢ ou la courhe €y, an lien de ladvoite § =0
ou ka courbe G, = 0. :
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Nous somes ainsi amené i Pénoncé suivant, qui a été donné d’une maniére
plus générale par Gergonne (*), sans- qu'il indique toutefois la forme de
Péquation (1) : .

1. THEOREME FONDAMENTAL. Soient donanées wie courbe du 0™ ordre el dewx
sécantes qui la coupent chacune en n points : si Lo joint les pounts d’inler-
section de la premiére a cewr de la seconde par 1 transversales qui e parient
pas deux @ dewae d'un méme point de la courbe (ce qui peul se faire de

") Annedes de mathémutiques, t. XVIL Nous winsistons pas sur la démonstration précédente,
parce que le fecteur pourra recourir, soit & celle de Gergonae, soit 4 la suivanle, que nous
devons 4 une obligeante communication de M, Clebsch, et qui est beancoup plus générale et plus
dlégante que ces derniéres. o

Soit =10 I’équation d’une courhe du 2™ ardree; Jy et 4 deuk tra nsversales de ceile courbe.

Supposons d’abord geelles ne passent pas pai un point de {5 et soieat & . . 4, les sdeantes
qui relient deux & deux feurs points Einterseetion avee la courbe,

La enurbe p = f — kd"y. .. & ._, = 0a,avec chucune des droites dy el 4,7 points communs;
mais on peﬁt déterminer k de telie sorte gue ¢ = () passe par le point (3,, 4,) alors ¢ o + 1
points commuAs avee g, et d;; done elle les contient lont entidéres, eb par sutte

. § = J‘thnfﬂn
d'ou
= 50510,,_2 -+ kd"nr?’l e Bl
Supposons en sceond licu que (3, 4)) soit sur f, en un point gimple, el que ni 4, ni 4y ne soicnt.
langentes on e point; alors Pune des séeantes &, .. devea péunir les deux points de & et de ¢,
qui se sont confondus en ec point unique, sans quoi une d'entre elles coinciderait avee dy oudy.
Soil donc 4, la tangente & f, on e point; nons anrons :

ddy df di’y LrI,"

Taw . Cde’ Cdy dy

Par suite, on pourra déterminer k de telle sorte qu'en e point 3 ail o point double; ear, pour
celui-ci, 'on doit avoir

daf dd’,
Ay e g =0
d gz St =
df dg’
i —k g r)\l‘l v dn =1,
L. dy dy
don
i
fi== -

#d I;:J’n-ui )

k étant ainsi déterminé, ¢ a de nouveauw n + 1 poinis comMMURNS AVEE g, et 4;; donc, ele.
Le ménte procédé cst applicable aux ens fui sont exclus de I démonstration précédente
{(1870). '
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1.2...(n—1)..... maniéres différentes ), ces n transversales couperont la
courbe en n(n— 2) autres points dont le liew sera de lordre n — 9, ,
Comme nous venons de le dire, il est géométriquement visible que
Péquation de la courbe peut se mettre de 1.2.3 ... (n—1) maniéres diffé-
rentes sous la forme (1), puisqu’il existe le méme nomhre de systémes de »
transversales ¢/ reliant deux & deux les points d’intersection des sécantes Jy
et d, avec la courbe,
- La démonstration purement analytique de cette propriété est moins aisée.
On voit hien qu'en mettant Péquation (1) sous la forme

(4 + o + ho) (y < @ + by} (hy"2 - koga 4 by 4- L)
=y e 2 By) (Y 4+ e+ Yo (¥ + @y + B._y=0,

et en l'identifiant avec I'équation donnée,
Sy A - AT e =0

multipliée par £ — 4, si 'on considére & s kyay kyy ooy ... comme ineon-
nues, les dquations qui les détermineront seront des degrés respectifs 1,2, ...n;
on powrra donc en conclure que 'équation finale résultante sera en général
du degré 1. 2 ... u, et que P'on aura par suite 1. 2... n—1 systémes de
% transversales ¢/; mais il faut bien reconnaitre que sans la considération géo-
métrique qui précéde, exactitude absolue de cette conclusion ne serait pas
tout & fait hors de doute, & cause de la difficulté de la déiermination du degré
de I'équation finale résultant de ce systéme d'équations incomplétes.

fiemarque. Ce lieu des nouvelles intersections des transversales avec la
courbe, qui est de I'ordre n — 2, sera en général une courbe de cet ordre;
mais dans des cas particuliers il pourra se réduire 4 un ou plusieurs systémes
de droites et d'une courbe d’ordre moins élevé » ou & plusieurs courbes moins
élevées, ce qui se reconnaitra aux caractéres suivants :

Si, parmi ces n(n — 2} points, il y enan—1 distinels qui sont en ligne
droite, le lieu se réduira 4 cette droite et & une courbe de Pordre (n —- 3).

Si 2a — 3 points distinets sont sur une conique, le licu se réduira & cette
conique et & une courbe du (n — A)me ordre, etc.
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Si deux systémes, I'nn den — 1, Pautre de # — 2 points%distincts, sont
en ligne droite, le lieu se véduirn A ces deux droites et & une courbe de I'ordre
o — 4 cl ainsi de suite. o '

& n —- 3 syslemes de ces points, le premier de n — 1, le deuxiéme de
n — 2, le troisiéme de n — 3, ete, le (n—3 yme de trois points distinets
sont en ligne droite, le lieu se véduira 4 un systéme de % — 2 droites. Or,
ces 1 — 2 droites, de méme que les deux sécantes données, rencontrant fes
n transversales” en fous points situds sur J]a courbe, nous voyous que nous
aurons affaive, dans ce cas particulier trés-remarquable, & un systéme de
deux polygones coRjugues de n cotds inscrits & wne courbe du ™ ordre,
Cest-a-dive tels que chaque coté de Lun passe par Pun des points d mfersec-
tion, de chacun des €oles de Paulre avee la courbe.

Ce cas est possible pour toutes les courbes jusquau cinquiéme ordre
inclusivement; aa dela, il ne peut se réaliser que pour des courbes particu-
liéres. ‘

En effet, il faut, dans ce cas, que I'équation puisse se metire SOUS Ia

forme .
PP S 2y (2),

équation qui renferme 4n + 1 paraméires & déterminer. Or, celle de la courbe
en renferme n 2; il faut donc que & n - 1 soit au moins égal an nr®
condition qui n’est pas remplic au dela de n—="5 (") '

Pour les courbes des cing premiers ordres, qui sont toulcs réductibles &
cette forme, ainsi que pour les courbes particulicres d’ordres supérieurs qui
y soni réductibles , nous powrrons énoncer ce théoreme :

() Nous ferous voir dans Udddition que, pour les conrbes du quatricme et du cinguidme
ordre , qui sont, avec celles du deuxiéme et du troisibme, les seules auxqueiles tous les théo -
rémes de eclte Premiére Partic soient appheables, il est toujours possible de mencr deux
séeantes telles que leurs transversales déterminent des systémes multiples de polygones con-
ngués, '

(’est A ces systémes de polygones conjugnds que gappliquent le corollairve 1TL ainsi que Je
{héoréme de Pasecal qui en déeoule. _

Nous prouverons nu reste directement ec théoréme dans v Addition , et nous lerons en outre

. remarquer, dés & présent , que nous lui dounerons, dans cette méme A ddition, une généralilé
telle quil sapplique & toutes les courbes algébriques (1870).

Fig.1 et 10,
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. Exrtension pu tugonéme pr Pavevs. Dans wi systéme de devw poly-
gones conjugués de n cotés inscrits & une courbe du n™e ordre, les produils
des distances d’'un point de la courbe aux cotés de chacun de ces polygones
sont analogiques.

Cas particvnigr, Un cas particulier du théoréme fondamental est celui
dans leqael on fail coincider les deux séeantes primitives : dans ce cas les
transversales qui relient les points d’intersection des deux sécantes devien-
nent des fangentes & la courbe, et I'on est conduit & cette propriété :

COROLLAIRE. 7, par les 0 points dintersection d'une séeante avec une
courbe du n™ ordre, on méne & celle-ci n tungentes, elles détermineront
sur e courbe n (n— 2} points d’infersection dont le liew sera de ordre
(n—2)

Ge corollaire donne natarellement lieu aux mémes cas particuliers que le
théoréme I; et entre autres au cas dans lequel le lieu de Pordre n — 2 se
réduil & # — 2 droites. On voit immédiatement que le théoréme 11 s'énon-
cera, dans ce cas particulier trés-remarquable :

GoroLrame pu THEOREME DE Pappus. 7 les tangenles mendes aux n points
d'entersection d'une sécante avec wne courbe du v ordve déterminent par lewrs
n (n—2) dntersections avec lu cowrbe un systéme de n— 2 transversales , le
produit du carré de lu distance dun point quelconque de-la courbe & cette
séeante par ses distances aux transversales, et le produit de ses distances a
towtes les tangentes, sont analogiques.

Nous nous écarterions de notre hut si nous déduisions du théoréme de
Pappus les autres corollaires anxquels il donne lieu, soit par la combinaison
des différents systémes de deux polygones conjuguds inscriis de n cotés,
(ui sont, comme nous l'avons vu, au nombre de 1. 2 ..... (iz — 1), ayant
pour colés communs les deux sécanles printitives, soit en faisant coincider
deux points d'interscetion d’une méme séeante, ce qui la transforme en une
!anuonte.

Nous indiquerons plus bas guelgues-unes de ces applications & des courbes
d’an ordre déterminé ; mais il est an point sur lequel nous devons fixer notre
attention , parce que nous en partivons pour au‘ner au théoréme de Pascal.
(est u,lm -¢i
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II. GoroLLamre. Lorsque, dans une courbe du w™ ordre, il cxiste des sy8-
témes de dewx polygones conjugués inscrits de n cotes, il existera également
des systémes de dewx polygones conjugues inscrits de (n - 1) cotés (*),

En effet » considérons un systéme de deux sécantes s et §' qui coupent la
courbe en 0,1, 2... (n —1); 0/, 1/, 2/ ., (n" — 17); et supposons que les
transversales (0, 07), (1,17),(2,2) ... (n — 1, n' — 17}, que nous dési-
gnerons respectivement par 4, {,, f,... £, _,, déterminent par leurs nou-
velles intersections avee la courbé (n — 2) systémes de n points situés en
ligne droite : w,, u,,..... u, ..

3]

Nous aurons ainsi le systéme de polygones conjugués inserits de n eotés

F8 U Upsy - by by i by

Si nous joignons actuellement les points 0... 0'.. par les n — 3 trans-
versales /, ... £, _,, qui sont les mémes que celles du systéme précédent, puis
par (n — 38, n' — 27), (n—2, 0 — 141, (0 — 1, o —3'), que nous
appelierons T, _ ;, T, _,, T, _,, ce nouveau systéme de transversales déter-
minera, par ses intersections avec la courbe » B — 2 nouveaux systéres de
n. points situés en ligne droite U, U,... U, _, , Ainsi. qu'il vésulte de Ia
remarque que nous avons faite au sujet de équation (2); de sorte que nous
obtenons par ce moyen un nouveau systéme de polygones conjugués inserits
de n cotés '

8,8, U, Uuss 1, Lty Tuay Ty T,

Ces deux systémes de deux polygones conjugués inscrits de n cotés ont
n — 4 cotés communs, s, §', 1,... £, ,; si nous ne tenons pas compte de
ces c0lés, les 2 {2n-—(n—1)| ou les 2 (n -+ 1) cotés restants formeront
un systeme de deux polygones conjugnds inscrits de n 4- 1 chtés, c.q. f.d.

Mettons Péquation (2) sous la forme :

(y— ax — b)) e (y — a4, — buot) =k (y — o'y — b ly~a, o — ¥

u-l);
et menons aux différentes droites y—a, x by =0, ele., par un point

{"} Comme nous Pavons dit plus haut, nous proaverons dans Addition la possibilité de Pexis-
tence des polygones conjugués que nous considérons ici {1870).

Tome XXXIX. 3



14 FONDEMENTS D'UNE GEOMETRIE

x, y de la courbe, des paralléles qui coupent I'axe des Y a des distances
représentées par les lettres yo....; ¢eS paralléles auront des équations de Ia
forme iy = X -t 75, €1C:; don y — % =y, eF, par suite, Péquation précé-
dente pourra s'écrive :

(% — o) o (Yoms — by )=k 19/a— ooy — b . o - o - 3).

Remarquons maintenant que si, par le méme point x, ¥ de la courbe,
nous menons une transversale D qui coupe les oS 0, v O 4y oo
des deux polygones conjugues inserits en O ..eveen 0, , 070 00,
et la courbe en M...... M, _,, nous aurons des relations de la forme

sin (D, dy)
sin (Y, dy)

sin (DD, d3)

. s &
sin (Y, 4y)

g by == OM. . 51— by = OM

3

I

et par suite 'équation (3) s'éerira :

S:l" (D’ é‘ll) "“1 (D 5‘5»71) O ... O’u—l M i-l!] (“ > d‘:") F'i.” (L, a\’"_—i} .
sin (Y, d) ... sIn (Y, d) sin (Y, 4') ... sin (Y, d".1)

OM ... 0, M
Mais pour les auires points d'intersection M,.... M,_, de Ja transversale
avee la courbe, nous waurons qu'a changer dans cette relation MenM, ....
M, _,; nous obtiendrons ainsi n relations de la méme forme, d’ott nous
déduirons :
OM.OM .0,  OM,.OM, .0, M,

OM,_, . OM,_, .0, M,_,

- = T = = AR
OM.0O'M...O0,_M OM,. oM, L0 M, O'M,_, . O M, 0 O M ®

Nous arrivons ainsi & une relation excessivement remarquable entre les 3
points d’intersection d’une transversale avee une courbe du #ve ordre et avee
les 2n cotés d'un systéme de deux polygones conjugués inscrits.

Quand cette relation existe pour six points d'une droite, on dit que ces
six poinis sonl en involution. Nous sommes done amené tout naturellement
A étendre la méme notion aux 3z points déterminés sur la ransversale, et &
dive que ces 3n points, qui salisfont A la relation (%), sont en involu-
tion.
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Cette rvelation & n menabres caractérise linvolution de 3u points, absolu-
ment comme la relation & deux membres ‘

oM .OM  OM,.OMN,
ONM.OM O'M, 00N,

caractérise Tinvolution de 3 X 2= 6 points.

Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant :

IV. EXTENSION DU THEOREME DE DESARGUES. Lorsque Con @ un systéme de
dewa polygones coRjugues de 1 cotés inscrils & une courbe du n™ ordre, une
transversale quelcongue renconire les On cotds de ces polygones et la courbe
en 30 points qui sont en involution ). '

On voit claivement par Ja pourquoi I'involution de six points, la seule
connue jusqwd ce jour, est particuliérement , nous pourrions méme dire
exclusivement propre aux coniques, de méme qu'elle I'est, comme nous le
verrons, aux surfaces du second degré, et pourquoi elle doit étre & peu
prés impuissante dans Iétude des courbes et des surfaces d'un degré supé-
rieur.

On pourrait mettre la relation (4), comme celle de linvolution de six
points, sous différentes formes; nous ne nousy arréterons pas, et nous passe-
rons immeédiatement A Pextension du fameux théoréme de Pascal sur les
coniques aux courbes des iroisitme, quatriéme el cinquiéme ordres.

Cette extension sc fonde sur le femme suivant :

LEMME ALGEBRIQUE. St fon @ uhe velation & n 1+ 1 membres de lu forme

Xy e Ty (@ 0) (% a) - (F, + @) (- ft, ) 2y = G i) sy i)
2L e B T (! 4 a) () 4 ) (o1 + a} T (2 + @) (@ + I (e ot}
dans laguelle a ... a, _, sont des constanies, chacun des lermes des numé-

pateurs sera respectivement égal & Fun des termes des denominateuss.
En effet, il est évident d’abord que si cette dgalité existe, la relation sera
satisfaite; d’autre part, que cetie égalité peut donner liew 2 1.2...n solu-

{*) On trouvera dans P Addition ane généralisation heaunconp plus considérable encore de ce
théoréme {1870).



16 FONDEMENTS D'UNE GEOMETRIE

tions difféventes : car on peut faire & égal & I'une des # valeurs 2/ ou 2! ...,
ou x',_,; puis &, & 'une quelconque de ces valeurs, sauf celle quon a
prise pour x, ce qui en donne n—1; puis x, a Pune quelconque de ces
mémes valeurs, sauf les deux précédentes, ce qui en donne n-—2, ef ainsi
de suite; ce qui fait qu'on aura en tout n(n—1){n— 2)...3.2:1 solu-

tions.
Si I'on démonire maintenant que la relation donnée nen admet pas davan-

tage, le lemme scra établi. :
Or, cette relation peut se décomposer dans les équations suivantes, au

nombre de n : ,
— - — -—-+._ a _+ _— ——4.—7 __'_._;. o | = - _-g‘_—
a xl \a  x A & X X & . Tay

(-1 -1)(4 »1) (1 | ‘I) (: 4)(4 4) (-I -1)
Up_y x () Xy ty Xy gy T Tyt €Ly 4y Loy,

. .. t 1 ,
Nous les écrirons, en posant ;= a, ~—¢, elc. ;

(@ + &) e+ &) (e + E)o= (0 + &) (2 &) s (0 - £,,)
(an—l -+ E} (“uﬁl -+ ‘;::') " (anfl + éﬂ—l ) = {a-u—l =+ é') (au~l -+ é;) " ((’-u—J + iz;l—l)'

On voit aisément que ce systéme de n équations du 2™ degré peut se
réduire & I'une d’entre elles et & n—1 équations du (n— 1 e degré de la

forme ; :
(a _ “l} Z'{:l A i:'ll—l -+ (ECE - a“ll) EE&_ . Eu—% R (0:"_1 - alr:jli) Zé == ele.

(o — a, ) SLELE )+ (a.“’ — aﬁ_,) N TN B (& — 1) 2& = ete,

Celles-ci & leur tour se réduiront i un systtme formé de Pune d’entre elles
et de n— 2 équations du (n—2)" degré, et ainsi de suite; de sorte que le
systéme primiti{l se réduira 3 n équations, la premiére du n™ degré, la
denxiéme du (n— 1) degré, ete., la n™ du premier; et 'on voit que,
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sons celte forme, elles ne peuvent admetire au plus que 1.2. .. n solutions,
coq.fd. ()

V. COROLLAIRE DU THEOREME DE DESARGUES. Si dewx systémes de deux
polygones conjugucs de n edlds mscrils d une cowrbe du n™ ordre sont situcs
de telle maniére que (0 1) couples de cotés se coupent sur unc méme droite,
les (n—1) autres couples de cdtés se couperont sur cette meme droite ).

En effet, si nous désignons, comme plus haut, par 0...0, _,; 0'... 0, _,
les points d’intersection d'une transversale avec le premier systéme de poly-
gones conjugués inscrits; de méme par P... P, _; Pr... P _, ceux de la
méme transversale avec le second systéme ; par M... M,_, ses points d'in-
tersection avee la courbe, la relation (4), appliquée aux deux systémes de
polygones, s'écrira :

OM .0, M oM, .0, M,_, . PM .. P, M PM,, ..P_M,
L1 - el —_— e e ———— -
oM ... 0,_M OMyy o Op M, 7 PMLL P M PM,_ .. P, M,

Mais par hypothése P, P,....P, _,, P’ coincident respectivement avec
2 1 2

(*} A cetle démonstration, qui nest peut-&tre pas entiérement rigoureuse, on préférera cer-
tainement la suivante, que nous devons & une obligeante communication de M. Gilbert. Repre-
nons les équations qui expriment Vinvolution de 3z points, et considérons les deux fonetions de

degrénenz:
O S IO LA . (@ =+ 2) (@, 4+ 2) o (Bt =+ B}
[ -

EBy e Bny TL . By

Elles soni égales pour z = 0; elles sont en outre égales, en vertu des relations qui expriment
Iinvolution, pour n autres valeurs 2 =, 2=ty, ... Z==8,_; 0o, o1 sail que deux fonctions
entiéres de degré i qui sont égales pour 7 -+ 1 valeurs de la variable sont identiques; donc nos
deux fonetions le sont; et, par suile, les coefficients dez" étant dgaux, les dénominateurs le
sont.

Quel que soit z, on a denc identiquement :

(% = 2) (@ 8)  (Taey + 8) = (@ + 8) (&) -+ 3) o (Ba—y + 2}

Ces deux polygones identiques, égalés & zéro, donnent les mémes racines pour z. Gelles du
premier song
— &, — &y — &n:

celles du sccond
— @, =&y — s

le'théaréme cst done démontréd (1870},
(**) Ce corollairve recevra, dans Udddition, la méme généralisation que e théoréme (1870).
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0,0...0,.:,, 0'; de sorte que les deax relations précédentes pourront
s'écrire, en réunissant en un seul tous les factears communs :

C R _
OM..0_M OM.0_M oM, L O M,
et '
c ¢ Co _
PM.P_ M PM, L P_M, PM,_ DM,
d’ot I'on tire : -
oM ... 0, _M OM,_, o O, M, |
DML P M P, L P,

Si nous posons actuellement
OM=u; OM=ux .0 _M=r,_s; OM=2+0a..0,_ M=0+ q_, ete;

et si nous employons les mémes letires, affectées d'accents, pour désigner
les distances P'M. .. .., ces relations deviendrount :

{(® + a) (2 4 4} o (0 + @) L (r e o u, ) rr,,,g)l

(;n + @) (o) + ) o {0, - a) o (&4 @, ) (0] + @y_y) . (% o+ a, s)

et I'on en conclura, en vertu du lemme algébrique qui précéde, que chacun
des 2 est respectivement égal & P'un des #'; ou que chacun des points P/, ..
P, _, coincide respectivement avee I'un des points O/,... O wts € ¢ o d.

Remargue. 11 est & remarquer que la démonstration suppose qu’aucun des
points O ou P de la transversale ne coincide avec Pun des points M ou elle
coupe la courbe, puisque le premier membre, dans ce cas, serait indéter-
miné.

Ce corollaire, combiné avec celui du théoréme de Pappus (), conduit
de la maniére la plus immédiate 4 Pextension du théoréme de Pascal, que
nous énoncerons sous cete forme :

V1. Exrenston pu THEOREME pE PascAr. Dans un systéme de dewx poly-
gones confugues de 0 44 cdté sinscrits & une courbe du v ordre, les cotés
opposs se coupent enn -1 points situés en ligne droite (*).

{"} Cc shéoréme, comme celui de Desargues, sera généralisé beaucoup plus encorc dans

Udddition {1870).
"
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En effet, nous avons vu (I1) q'un systeme de deux polygones conjugés
inserils de n -1 cbtés peut se décomposer en deux systémes de denx poly-
LONes CONnjugues inscrits de n cotés ayant ﬁr—i colés communs. O, si nous
considérons la droite gui unit Jes points dintersection de deux cotés du pre-
mier systéme avec les cotes opposés du second, cette droite coupera les n— 1
cotés communs anx deux systémes cnf-— 1 points, lesquels, joints aux deux
points d'intersection précédents, forment un systéme de n 41 points en
ligne dreite; nous pouvons donc dire que nous avons affaire & deus. systémes
de polygones conjugues inserits de n cotés, situés de telle maniére que # + 1
couples de cotés s¢ coupent sur une méme droite; il en résalie done que les
n—-1 autres couples de cotés se couperont sur celte droite, ¢. 4. [- d.

La remarque faite & la fin du corollaire précédent prouve que ce sont les
points dintersection de deux couples de cotés opposés qu’on doil unir par une
droite pour pouveir appliquer ce corollaire; pour la méme raison, ce seront
encore les autres couples de cotés opposés seulement (i se couperont sur
. cette droite, parce que les couples de cotés non opposés des deux polygones
se coupent sur la courbe et que je corollaire n'est pas applicable a ce cas.

Tels sont Jes principaux théorémes qui scrvent de fondement A la géome-
trie supérieure, si 'on'y joint le théoréme de Carnot, qui a déja é1¢ démon-
trée analyliquement de la maniére la plus générate (*). Avant d’en ¢tablir les
corrélatifs, nous nous arrélerons quelques instants A Papplication de ces
théoremes aux courhes des ¢inq premiers ordres, pour lesquelles seules elle
est toujours possible, en nous bornant foutefois & ceux (ue nous Croyons
nouveanx.

Art. 1. — Conaques.

Tous les théorémes précédents sont connus pour ces courbes; toutefois
celui de Pappus wavait été donné que pour les deux coiés opposés d'un gua-
drilatére inscrit; il résulte immédiatement de notre énoncé général que ce
théoréme s'applique également aux denx diagonales, ou, en d’autres termes,
4 un gnadrilatére complet.

(") Nous nous otcuperons, daus un autre chapitre, de la généralisation du théortme de
Newlon.
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Cet énoncé devient en effet, pour les coniques , le suivant ;

Tuiorme pE PAPPUS GENERALISE. Dans un systéme de dewx polygones con-
Jugués de deux cotds mscrils & une conique, les produits des distances d'un
point de la courbe aux cotés des deuz polygones sont analogiques.

Si donc nous prenons sur nne conique quatre points 0 » 1,2, 3, et gue
hous considérions comme cétés de nos deux polygones (0, 1)et (2, 3) pour le
premier (0, 2) et (1, 3) pour le second, nous aurons, en appelant Ay, &by &), 3
les distances d’un point de la conique A ces colds : '

o dy—dy. 4.

Mais en considérant comme premier polygone (1, 2) et (3, 0); comme
second (0, 2) et (1, 3), nous aurons de méme : '

| EEE R ‘
de ces deux analogies résulte ;

dyedy o d by gL

ce qui démontre le théoréme, .

Dans un précédent travail (*), nous avons déduit celte généralisation
d'un corollaire du théoréme particulier de Pappus, donné par M. Chasles
dans son Traité des coniques > €L 108S en avons tiré qnelques théorémes trég-
généraux relatifs a4 des polygones inserits A ces courbes; nous n’y peyie.-
drons pas.

Arr. L. — Courbes du troisiéme ordre.

Le théoréme fondamental I > appliqué aux courbes du troisiéme ordre,
s'énoncera : |

THEOREME FONDAMENTAL. Etant donndes dewx sécantes qui coupent chu-
cunc en trois points une cowrbe du troisiéme ordre, st lon joint les POtNLs
d'intersection de la premicre o cour de la seconde par trois transversales
qui ne pavtent pas d'un méme poind de lu courbe, ces transversales couperont
I courbe en trois points qui seront en ligne dyroite.

() Bulletins de 1’4 caddémie, 2 sér,, t, XXVIIl, oo 7,
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Ou peut faire coineider les deux séeantes, auquel eas les droites qui unis-
sent leurs points dintersection deux 2 deux deviendront des tangentes, ct
'on arrive & cette propriété connue : A

PREMIER CAS PARTICULIER. SE, aux frois points d’intersection d'une sécante
avec une courbe du troisiéme ordre, on méne & celle-ci des tangentes, ces der-
nicres couperont la courbe en trois poinits situés en ligne droite.

Si les deux sécantes partent d'un méme point de la courbe, on arrivera
de. méme & cette auire proprictcé :

DEUXIEME CAS PARTICULIER. S¢, par un point dune courbe du troisitme
ordre, on lui méne une tangenie el deux sécantes, la langente et chague sys-
téme de transversales reliont entye ewx les dewr aulves points d’intersection
des dewr sécantes, couperont In courbe en trois points qui seront en ligne
droite.

Le ihéoréme 11, appliqué aux courbes du troisiéme ordre, s'énoncera :

ExTENstoN DU TmEOREME DE Parrus. Dans un systéme de dewx triangles
conjuguds inserits & une courbe du troisicme ordre, les produits des distances
d'un point quelconque de la courbe aux cités de chacun de ces triangles sont
analogiques.

Ainsi, en désignant par d,, d, &, et 3, &, & les trois cotés des denx trian-
gles conjugués qui forment un hexagone complet inscrit (*), c’est-a-dire dont
les neuf sommets sont sur [a courbe, noas aurons :

&.doh =4y 8. 5.

Le lecteur appliquera aisément ce théoréme aux deux cas particuliers
mentionnés plus haut. :
 est & remarquer que deux séeantes quelconques 4, et d,, qui ne se cou-

N .

pent pas sur la courbe, donnent lien & six systémes distinets de triangles
conjugués inscrits, puisqu’on peut joindre I'un des points d'intersection de

() 1 vaudrait mieux dirc avec Steiner un sélatére (Scchsseit), ¢’est-i-dire une figure formde
de six cOtés, cn réservant le nom d’hexagone & une figure de six sommels. Nous atiendrons que
ces dénominations nouvelles soicut consacrées par une autoritd.

[ Le lecicur voudea bien se rappeler que ce travail a é1é éerit avant la publication de la remar-
quable Géomélrie de direction de M. P. Serrel, qui emploie une autre terminologic, 1871 ].

Tomr XXXIX. , 4

Fig. [,
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la premiére 4 I'un quelconque des trois points de la seconde, puis le second
point de la premiére 4 Pun qitelcongue des deux autres de la seconde ; et
enfin les deux troisiemes entre eux.

On voit par 1a qu'on pourra déduire différents corollaires des deux théo-
rémes précédents; en outre, on powrra les appliquer a des systémes de poly-
gones conjugués d’un nombre de cotés plus considérable.

" Nous verrons un exemple remarquable de ces polygones’ conjugués in-
serits dans le corollaire snivant 5 nous laisserons au lectenr le soin d’y appli-
quer le théoréme de Pappus. _

GoroLLame. Dans une courbe dy roisicme ordre on peut inscrire un
systéme de dewx quadrilatires CONJUGUES.

Nous ne nous arréterons pas & la démonstration de ce corollaire, qui n’est,
du reste , autre chose que le corollaire plus général qui précede (IV), parce
quenous aurons 'occasion d'y revenir dans le théoréme de Pascal.

EXTENSION DU THEOREME DE DEsArgurs. Lorsque Lon « un sysitme de
deva triangles conjugués imserits d une courbe du troisiéme ordre , une trans-
versale quelconque rencontre les colds de ces dew: triangles et la courbe en
trois series de trois points qui sont en involution. '

Ge théoréme n'est qu'un cas particulier de celai que nous avons donné
sous le numéro 111 _ '

Nous pourrens faire sur ce théoreme Ia néme remarque que sur le préeé-
dent relativement aux corollaires qu’on en peut déduire; nous ne mentionne-
rons que les suivants : ' -

CororLARE, S deux Systémes de triangles confuguds inserits ¢ une cotirbe
du troisiéme ordre sont tels que quatre couples de lewrs cotés se coupent en
qualre points situés en ligne droite » les deuz autres couples de cotés se con-
peront suyr cetle droite.

Ge corollaire résulte immédiatement de celui que nous avons donné sous
le numéro IV, et Pon en déduit aisément e théoréme de Pascal pour les
courbes du troisiéme ordre : _

- ExTension pu raiorine pe Pascar, Dans wn systtme de deua guadrila-
leres confugués inscrits ¢ une courbe du troisicine ordre, les cotes OPPOses
8¢ coupent en qualre poinis situcs en ligne droite.
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Appelons A, B, C, D les quatre cotés du premier quadrilatére; a, b, ¢, d
cenx du second , chaque coté du premier, tel que A, coupant les trois cotés
non opposés du second &, ¢, d en rois points situés sur la courbe.

Nous pouvons décomposer la figure en deux systémes de triangles conju-
gués inscrits, satisfaisant 4 la condition énoncée dans le corollaire précédent.
En effet, si 'on joint le point d'intersection de B et ¢ & celui de & et ¢ par
une droite auxiliaire ¢, les trois transversales ¢, d, e, qui s'appuient sur les
deux sécantes B et C, rencontreront la courbe, en veriu du théoréme fonda-
mental , en trois points situés en ligne droite, et qui détermineront une nou-
velle auxiliaive /. Actuellement, considérons les deux systémes de triangles
conjugués inscrits BCf et «, d, e; b, ¢, [ et ADe; la droite qui unit les points
d’intersection de A et a, B et 4, coupe les cétés e et £ communs anx deux
systémes de triangles conjuguds ; nous pourrons donce dire gue quatre couples
de cotés A et a, B et b, e et ¢, fet fse coupent sur cette droite; les deux
autres couples C et ¢, D et d se coupent done sur la méme droite, ¢.q./f.d.
Dans la figure, ces quatre points sont désignés par «, 8, y, 4.

Axrr. IV. — Courbes du quatriéme ordre.

Le théoréme fondamental I, appliqué a ees courbes, s’énoncera :

TUEOREME FONDAMENTAL. Ftant données deux séeantes qui coupent cha-
cune en quatre poinds une courbe du quatricime ordre, si Lon joint les points
dintersection de lo premicre a cenwx de la seconde par quulre transversales
qui ne partent pas dews & deux d'un méme point de o courbe (e qui peut se
foive de 1.2.3 .4 manidres différentes), ces quatre transversales détermi-
neront sur I courbe huit autres points qui seront situés sur une conique.

Remarque. Si trois de ces nouveaux poinis sont en ligne droite, il est
clair que la conique se réduira & un systéme de deux droites; or, il est aisé
d’obtenir ce résultat (*). A cet effet, aprés avoir mené une sécante quelconque
d, par deux de ses points d'iniersection avec la courbe, on ménera deux

(*} Nous ne donnons qne sous réserves eetie constraction, dont la généralité n’est pas sufli-
samiment établie {1870). :

Fig. 1L

Fig, 1IL.
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transversales A et /'se coupant en un point p de la courbe ; la seconde séeante
¢ unira deux des autres points d'intersection ¢ et » de ces {ransversales ;
mais si I'on considére que p est un point double d’intersection de deux trans-
versales avec la courbe, en le joignant & I'un des points d’intersection d’ume
autre transversale , on pourra dire qu'orr a irois points d'intersection de trois
transversales situés en ligne droite; et par conséquent, les qualre transver-
sales A, B, G, D qui relient deux & deux les points d’intersection des sécantes )
sans partir d'an méme point de la courbe, détermineront sur celle-ci deux
systémes de quatre points en ligne- droite ; appelons ces deux droites « of b,
Nous voyons que nous obtenons ainsi un systéme de deux qhadrilatéres
conjuguds inscrits abed et ABGD; cest-a-dire icls que chaque coté du pre-
mier passe par I'un des points d’intersection des qﬁatrc cotés de Pautre avec
la courbe. Done :

Tusonive. Dans une courbe du quatriéme ordre, il est toujours possible
d'inscrive un systéme de dewy quadyilatéres conjugues (réels ouimaginaires i@}

Gas parmiceLier. Sil'on fait coincider les deux sécantes 4, d,, Pun des Sys-
témes de transversales se réduira a un systéme de tangentes, et le théoréme
fondamental s’énoncera :

Tukorian., Etant donnde une sécante qui coupe une courbe du quatriéme
ordre en quatre points , si par ces points on méne ¢ la courbe des langentes,
elles détermineront pur leurs nowvelles intersections huit points qui seront en
général situés sur une conique.

Pour des positions particuliéres de la sécante, celte conique pourra se
réduire & un systéme de deux droites.

Si nous appliquens aux deux quadrilatéres conjugués ABCD et abed , le
théoréme de Pappus (11), en désignant par 4, d,,d,, &, Jes distances d’un
point quelconque de la courbe aux eétés du premier quadrilaiére, et par les
mémes letires affectées d’un aceent, les distances de ce méme point aux eétés
du second, le théoréme i nous donnera la relation :

0ty — &N,
que 'on peut énoncer :

{*} Voir Idddition.
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Tukorine pE Pappus. Si Fon inscrit & une courbe du quatricme ordre un
systéme de deva quadrilatéves confugués, les produits des distances d'un
pout quelcongue de la courbe aux quatre cdtés de ces deva quadrilutéres sont
analogiques. _

Cas PARTICULIER DU THEOREME DE Parrus. Pour appliquer au cas parlicu-
tier dont nous venons de parler le théoréme de Pappus, il sufiit, dans la
relation qui précéde, de regarder les ¢ comme les distances d’un point aux
trois sécantes, ¢t les o' comme ses distances aux quatre tangentes, et de faire
d,="7,, puisque les deux premiéres coincident; cette relation deviendra done :

U
dydydy - ddi o

On pourrait déduire du théoréme fondamental sur les quadrilatéres con-
jugués et du théoréme de Pappus une foule de corollaires , en combinant
entre eux différenis sysiémes de ces quadrilatéres; Pune des combinaisons
les plus remarquables est celle qui conduit au théoréme de Pascal, et qui
s¢ fonde sur le corollaire suivant, auquel le lectenr appliquera aisément le
théoréme de Pappus, 7 4

GoroLLame. Dans une cowrbe du quatrieme ordre, on peut inscrire un
systéme de dewx pentagones conjugués.
~ Solent cn effet deux sécantes g et £ qui coupent fa courbe en 6,1, 2, 3
et en 0/, 17,2/, 37 ; et dont les transversales déterminent des syslémes mul-
tiples de quadrilatéres conjugués (*). Supposons que les droites 007, 117,
22!, 33" que nous désignerons par /, A, B, G coupent la courbe en deux
séries de quatre points silués en ligne droite ; appelons ces droites
d et e 7

On pourra unir 00/, 12/, 23/, 31/; et ces droiles que nous appellerons
/; ¢, @, b, délermineront également, par leurs intersections, deux droites
D et E. On formera ainsi deux systémes de deux quadrilatéres conjugués :

; ) 1o deghk el ABCS, .
2° DEgh et abef.

{*) Veir Pdddition.

Fig. 1V.

Fig. V.
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En supprimant les cotés 7, g, & communs a ces deux systémes, on voit

que ceux-ci se réduiront a
abede et ABCDE,

ou & un sysitme de deux pentagones conjugués inscrits, c’est-a-dire tels que
chaque coté « du premier passe par I'un des points d’intersection des cités
non opposés B, €, D, E de I'autre avee la courbe.

_Le théoréme de Desargues; pour les courbes du quairitme ordre, s'énon-
cera ;

ExvenstoN pu rigoriMe pE DESsRGUEs. Lorsque Lon a un systéme de
dewx quadrilatéres conjugués inscrits & une courbe du quatriéme ordre, une
Iransversale quelconque rencontre les huit cotés de ces quadrilatéres et ln
courbe en douze points qui sont en involution (*).

Parmi les nombreux covollaires de ce théoréme, nous ne citerons gue le
sulvant :

CoroLLaRE. 87 dewx systémes de dewx quadyilatéres CONJUGUES INSCrils
@ wne courbe du quatriéme ordre sont situés de telle maniére que cing cou-
ples de cdtés se coupent sur une méme droite, les trois autres couples de
colés se couperont deux & deux sur cetie méme droite.

Les démonstrations générales que nous avons données de ces deux pro-
positions nous dispensent d’y revenir; c¢est sur le dernier corollaire et sur
celui qui le précede que se fonde le théoréme de Pascal -

EXTENSION DU THEOREME DE PascaL. Dans wn systéme de deva pentagones
conjugues inscrils @ une courbe du quaticme ordre, les cotés OPPOSEs se cou-
pent ei cing poinls situés en ligne droife.

Nous avons vu, en effet, que les deux pentagones conjugués abede et
ABCDE peuvent se décomposer en deux systémes de quadrilatéres conjugués ;

degk ct ABCS,
DEgk et abef

ayant trois cotés communs /, ¢, k.
Ur, si nous joignons entre eux par une droite les poinis d'intersection « de

(*) Ce théoréme et le suivant scront généralisés daus I'Addition (1870,
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Aeta,pdeBet b, nous pourrons dire que cing couples de cités A et ¢, B
et b, fet f, g et g, k et k se coupent en cing points sitaés en ligne droite ;
les trois autres couples de cotés G et ¢, D et d, E et e se couperont donc en
y, d, ¢ sur cette méme droite.

Nous avons fait voir, dans la démonstration générale, que la proposition
n'est applicable qu'aux intersections des cités opposés.

Arr. V. — Cowrbes du cinguidme ordre.

Les développements dans lesquels nous sommes entré au sujet des courbes
du troisiéme et du gnairiéme ordre, et qui sont déja peut-étre un peu longs,
nous font croire que le lecteur, familiarisé mainienant avee Iapplication
des théorémes généraux, éprouverait quelque répugnance & nous suivre, si
nous répétions ces mémes développements pour les courbes du cinquiéme
ordre.

Nous nous boernerons done, en général, & I'énoneé des théorémes fonda-
mentaux, & part quelques éclaircissements que nous donnerons dans les
propositions un peu difficiles.

THEOREME FONDAMENTAL. Soil donnée une courbe du cinguiéme ordre , el
deux sécanies qui la coupent chacune en cing points; si Lon joint les points
d’intersection de lo premiére ¢ ceux de la seconde par cing transversales qui
ne partent pas deux d dewx d'un méme poind de lo courbe (ce qui peut se
fuive de 1. 2... 5 manidres dz'ﬂ“éren'tes) , ces cing fransversales couperont la
courbe en quinze aulres points dont le liew sera en géncral une courbe du
trowsieme ordre.

Le cas particulier le plus remarquable qu'offre ce théoréme géncral se
déduit de celte considération gue si, parmi ces quinze points, il y en a deux
systémes, Pun de quatre, 'autre de treis points en ligne droite; le lieu des
quinze points se réduira & un systeme de trois droites, et I'on pourra énoncer
cette proposition : .

Tugorine. Dans une cowrbe duw cinquiéme ordre, on peut inscrire wn
systéine de dewx pentagones conjuguds ( réels ou imaginaires) (*),

{*} Yoir PAddition.
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En faisant coincider les deux sécantes primitives, nous arriverons & ce
théoréme ;

TueoreMe. Si par les cing points dintersection d'une sécante avec wne
courbe du conquicme ordre, on méne d celle-ci des tangentes, elles couperont
I courbe en quinze ponits qui seront situés en général sur une courbe du
troisiéme ordye.

Pour des positions particuliéres de la sécante, cette courbe du troisiéme
ordre pourra se réduire & un systéme de trois droites. . -

Nous nous bornerons 4 I'énoncé analytique du théoréme de Pappus pour
les deux cas mentionnés dans les théorémes précédents; en employant des
notations analogues & celles dont nous avons fait usage plus haut, nous
aurens, pour ces deux cas, les relations :

EXTENSION DU THEOREME DE Pappus :

8,030y05 8, - S
(CAS PARTICULIER :
4 . Sy dydy — dydy dadady.

Le théoréme de Desargues que nous avons démontré d’ane maniére tout
a fait générale, s'énoncera : ‘

EXTENSION DU THEOREME DE DEsarGues. Lorsqu'on @ wn systéme de deux
pentagones conjugués imscrils ¢ une courbe du cingquiéme ordre, une trans-
versale quelcongue rencontre les dixz cités de ces pentagones el la courbe en
quinze poinls qui sont en involution (*).

L'un des corollaires les plus importants de cette proposition capitale est
le suivani, dont nous pouvons également omettre la démonstration :

CoroLLAIRE. 87, deux systémes de deux pentagones confugués inscrits
une courbe du cinguieme ordre, sont sttués de felle maniére que siz couples
de cotés se coupent sur une méme droite, les quatre autres couples de colés
se couperont sur la méme droite.

Enfin ce corollaire, combiné avec le suivant, fournit Ia démonstration
directe du théoréme de Pascal pour les courbes du cinguiéme ordre :

(") e réoréme, de méme que celni de Paseal, sera généralisé dans I Addition (1870).
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Soit un systéme de deux sécantes & et ¢ rencontrant la couwrbe en 0,1, 2,
3, &, eten 0/, 17,2/, 3, 4'; et supposons que les transversales

00, 11, 29, 33, 4
que nous appellerons
g, h, A, B, C

coupent la courbe en trois séries d, e, £ de cing poiuts situés en ligne droite.
Supposons de méme que les transversales

oy, 11, 25, 34, 42,
que nous appellerons
g, ke a, b

déterminent également sur la courbe trois séries I, E, F de cing points situds
en ligne droite (*).
Nous aurons ainsi deux systémes de pentagones conjugués :

1° ghABC et kidef;
2° ghabe et kiDEF;

et si nous supprimons les cotés g, h, k, ¢ communs & ces deux systémes,

cenx-ci se réduiront & '
abedef et ABCDEF

ou & un systéme de dewx hexagones conjuguds inscris, c'est-a-dive fels que
chaque colé de Lun, a, passe par Fun des points d’intersection de chacun des
cétés B, C, D, B, F-de lautre avec ln courbe , un seul A exceple; Aeta
s'appellent pour cettémisorz cOtés opposes. ' |

Ce systéme d’hexagones jouit de la propriété suivante :

EXTENSION DU THEOREME DE Pascar. Dans un systéme de dewx hexagones
confuguds inserits & une courbe du cinquitme ordre,, les colés opposes se cou-
pent en six poinis situds en ligne droife.

En effet, nous venons de voir que nos deux hexagones conjugués abedef

X ;
i

(") Voir IAddition.
Tone XXXIX. . 5
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ei ABCDEF se décomposent en deux systémes de penlagones conjugués :

1° LiABC et ghdef;
2° kiabe et ghDEF.

Or, ces deux systémes sont situés de telle maniere que la droite qui unit
les points d'intersection «, 8 des cotés opposés A et a, B et b, coupe six
conples de cdtés opposés :

Aeta, Beth, getg, heth, ketk, ield,

en six poinis situés évidemment sur cette droite; donc , en verlu du corol-
laire précédent, les quaire autres couples de cotés opposés Cetec, D et d,
Eete, F et fse couperont également sur cette droite.

La démonstration générale que nous avons donnée de ce corollaire monive
pourquei les cotés opposés seuls jouissent de cetle propriété.

Nous venons de déduire de la forme générale sous laquelle nous avons
mis I'équation des conrbes du #™ ordre I'extension des théorémes de Pappus,
de Desargues et de Pascal aux courbes algébriques jusquan cinquitme
ordre, et la discussion dans laquelle nous sommes entré an sujet des Sys-
témes de polygones conjugués de Pordre de Ia courbe a fait voir que, pour
le troisiéme ordre, i deux sécantes arbitraires, correspondent 1.2 . 3 Sys-
témes de triangles conjugués; que, pour le quairitme ordre, a une séeante
arbitraire , correspondent 1.2.3 . 4 systemes de quadrilatéres conjugués;
que pour le cinquitme ordre enfin, il 'y a plus darbitraire, dans upe
sécante, que sa direction ou 'un de ses points,

Si nous voulions étendre les applications de nos théorémes géndraux au
deld du cinquiéme ordre, clles scraient limitées , Tabord & des courbes tout
a fait particuliéres et 4 un systéme unique de polygones conjugués du méme
ordre; ensuite, aux the’orémés_ de Pappus et de Desargues seulement ; parce
que, du moment ol il nexisic qu'un seul systéme de polygones conjugués
du n™ ordre, il ne peut pas en exister de Pordre 41, ce qui esl indis-
pensable & I'application du théoréme de Pascal,
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C'est ainsi, par exemple, que pour les courbes du sixiéme ordre de la

forme
So e By == Ry oo

il existe un systéme unique d’hexagones conjugués inscrits, anquel on peut
appliquer les théorémes de Desargues et de Pascal; mais, par cela méme
que ce systéme est unique, il wexistera pas de systéme d’eptagones conju-
gués inscrits.

Il n’y a en effet rien d’arbitraire dans équation précédente, gui est celle
d'une courbe toute particuliére, et Péquation générale des courbes du sixiéme
ordre ne peut évidemment pas se meltre sous cette forme, puisqu’elle ren-
ferme vingt-sept paraméires , et qu'il 0’y en a que vingt-cing dans I'équation
précédente.

A plus forte raison en est-il de méme pour les courbes d'un ordre supé-
rieur.

Nous ne pouvons donc pas metire les équations générales des courbes
d’'un ordre supérienr an cinquiéme sous cette forme, qui nous a conduit A
appliquer Pextension que nous avons donnée & l'idée de I'involution.

Par quoi faudra-t-il remplacer I'involution dans ces courbes? (Yest la un
probléme qui mérite certainement de faire 'objet des efforts des géométres,
et sar lequel nous appelons lewr attention (*).

Dans le chapitre suivant, nous rechercherons les théorémes correlatifs de
ceux que nous venons d’établir.

() On verra dans dddition que nous avons réussi 4 appliquer I'invaolution, ¢t par suite les
théorémes de Desargues et de Paseal, & toutes les courhes algéhriques (1870},
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CHAPITRE 11

COORDONNEES RECTILIGNES TANGENTIELLES,

Quoique ce systéme de coordonnées ait été assez fréquemment mis en usage,
nous croyons devoir en fixer le sens d’une manigre précise , parce que nos
idées sur ee sujet nous semblent différer, sous quelques rapports, de celles
de certains auteurs modernes.

Soit A=LX -+ MY 4+ N—0 I'équation d’une droite en coordonnées
rectilignes z, y; L, M, N étant des fonctions linéaires de ces coordonnées
de Ia forme azx - by 3¢, ete.; «, b, ¢ représentant’ des constantes.

Pour que cette droite soit déterminée > i faut que X et Y le soient.

Or, Ia distance d’un point 2, Y & cetie droite est 0 — & (LX 4- MY - N),
ou % est une fonetion connue de X ot de Y. Si I'on se donne une relation
9 = 2dy, on saura seulement que le rapport des distances des points
Qi{z,, y,) et Q, (%, o) & la droite A est égal & 2, ce qui a lieu pour toute
droite A passant par un point P de la droite (,Q, tel que g—%: .

De méme, si T'on se donne wne relation d =2d,, on saura seulement
que le rapport des distances des poits Q (@, y;) et Q, (., y,) 4 la droite
A est égal 4%, ce qui a lieu pour toute drojte A passant par un point P/ de Ia
droite .0, tel que %‘g_j =, .

Mais si T'on se donne les deux relations simultanées

5?12’\6\2’ Js_‘:lrd‘h

puisque la premiére convient 4 toules Jes droies qui passent par P , la
seconde & toutes celles qui passent par P, il est évident que ces deux rela-
tions simultanées détermincront 1a droite PP’ ; et en ellet elles peuvent étre
regardées comme deux équations A deux inconnues X et Y, et suffisent par
conséquent pour déterminer celles-ci.

Nous pourrons appeler ces dernidres les coordonnées tangenticlles de la
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droite A, quoiqu’il fat plus exact d’employer une autre dénomination , telle
que celle de déterminantes tangentielles, puisque, & proprement parler,
X et Y ne sont pas des coordonnées, Nous dirons aussi que A = 0 est 'équa-
tion de la droite A en coordonnées tangenticlles, les valeurs de ces coordon-
nées X et Y éfant supposées connues.

Actuellement, si nous ne donnons entre X et Y qu'une seule relation,
F(X,V)=0,il est claiv que la droite A pourra occuper une infinité de
positions différentes ; 'enveloppe de toutes ces positions sera une courbe dont
il nous sera permis de regarder F (X, Y) = 0 comme Péquation en coor-
donnéés tangenticlles, et dont on trouvera Péquation en coordonnées recti-
lignes par la méthode conuue des enveloppes.

Mais, sans qu'il soit nécessaire de rechercher cetie équation, on peut
affirmer que si F (X, Y) est du ™ degré en X et Y, la courbe sera de la
n™ classe, cest-a-dire que , par un point, on pourra en géndral Iui mener
n tangentes.

En elfet, nous savons que A — 0 est 'équation d’une tangente déterminée
par un systéme de valeurs de X et Y satisfaisant & F (X, Y)=0. Pour que
celte tangente passe pour un point z', y' il fandra que Ia refation A’ = 0
soit satisfaite , A’ élant ce que devient A si Pon y change & ef y en 2/ et y'.

Or, de ces deux relations A’ — 0 et F (X, Y) == 0, la premiére est du
premicr degré, la seconde du n™ en X et Y ; elles donneront par conséquent
en général n systémes de valeurs pour ces inconnues, ¢t par suite 2 langentes
passant par 2/, y', ¢.q. f.d.

Anr. t. — Théorémes géncraux.

Cette nouvelle forme F (X, Y) = 0 de Péquation des cowrhes planes va
nous permettre d’établir, parallélement aux théorémes que nous avons dé-
montrés pour les courbes du #™ ordre, fes thiéorémes corrélatifs pour celles
de la »™ classe. '

LEMME FONDAMENTAL. Reprdsentons par A, wne fonction de la forme

(ax, 4+ by, + 6) X {o'w, + by, 4 @)Y 2 a’, 4 07y, + ¢
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dans laquelle a, b, ¢, etc., sont des constantes; x,, y, les coordonnées recti-
lignes dun point P,; X, Y, des coordonnées tangentielles ; toute courbe de
clusse pourra se réprésenter par {équation

ne

la n
RV PRPES AVEV T

dans laquelle les paramétres X, y,, X,, v, de A, et A, sont donnés , tandis
que Xi, Y, etc., sont a déterminer, ainsi que k et les (n—2) {n 4 '1) para-
metres de la fonction C, _, qui est du (n —2)u degré en X ot Y.

En cffet, l’equanon d’uﬂe courbe de la #™ classe, étant du n™ degré en
Xety, 1‘enferme n & es, c¢ qui fournira un nombre égal d’équa-
tions; et 'équation precedente renferme

(0= 2) (n + | ) 9 ] — nn -+

9 9

=]
£

paramétres & déterminer, ¢. ¢. [. d.

L'équation de Ia courbe étant satisfaite par chacune des équations Ay —= 0,

A =0, C,_,— 0 combinée avec I'une quelconque des équations A’ — 0,

il en résulte : _ ‘

4° Que chacune des droites P WPl PP, PP, PP .. déterminées
par les équations simualianées 4, — 0 et A, — 0;4,=0 et A]=0, ete.;
Ar=10et Al =0; 4 — 0et Al =0, ete., sont des tangentes & cette
courhe; '

2° Que les tangenies mendes par P .... P, 4 la courbe CGn — 2 —= 0
sonl en méme temps tangentes & la courbe donnde; et, en effet, les deux
équations simultanées A} — 0 el G, , = 0 déterminent les tangentes menées
par Py a la courhe G, _, =0 ; et ces deux équations-satisfont identiquement
a celle de Ia courbe donnée. 1l revient au méme de dire que les tangentes
menées par Pf.... P! _ ala cour])e donnee sont également tangentes a la
courbe €, _, = 0.

Or, si nous observons que ces derniéres -tangentes passent par les points
d’intersection P} .... P/ _, des premiéres tangentes PP} et P,P}, ete., deux
a deux, et que celles-ci sont mendes, les unes par le point Py, les antres par
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le point P, nous pourrons déduire du lemme fondamental 1'énoncé suivant :

F'. THEOREME FONDAMENTAL. S7 de chacun de deux poinis on méne les n
tangentes ¢ une courbe de la n™ clusse, et que par chacun des n poinfs
d'intersection d'une langente du premier systéme avec wune tangenle du
second (ce qui peut présemter 1.2....n combinmisons différentes), on
méne les n— 2 autres tangentes & la courbe, ces n{n — 2) tangentes
envelopperont une courbe de o (n — 2 ) clusse.

Remarque. Dans des cas particuliers, cetle courbe pourra se réduire & un
ou plusieurs systémes de points et d'une courbe de classe moins élevée, oun
& plusieurs courbes moins élevées ; nous n’examinerons, parmi ces cas, que
le plus intéressant , celui dans lequel cette courbe se réduit 4 un systéme de
n— 2 points, cest-i-dire le cas ot les n (7 — 2) tangentes se groupent
en n — 2 systémes de n tangentes concourant en un méme point; et il
suffit pour cela que » — 3 systémes, le premier de n — 1 tangentes , le
second de n— 2, ete., le (n— 3 )™ de 3 tangentes, concourent respec-
tivement en n — 3 points. '

Dans ce cas, par chacun de ces » — 2 poinis, comme par chacun des

deux points donnds, passent n tangentes & la courbe ; or, ces tangentes qui
concourent, par hypothése, au nombre de %, en n— 2 points, ont été
menées par les n points d'infersection, deux & deux, des tangentes des
deux premiers systémes, et il va de soi que ces deux premicrs systémes
passent aussi par ces n points; de sorie que nous avons deux systémes de
n points tels, que chague droite qui relie ui point du premier systéme a un
point du second est {angente & Ja courbe, ou hien un systéme de deux poly-
gones conjugues de n sommels circonscrils @ la courbe.

Ce cas esi possible pour toules les courbes jusqu'a la cinguitme classe -

inclusivement ; an deld il ne peut se réaliser que pour des courbes particu-
licres. Nous croyons inutile de répéter la démonsiration que nous avons
donnée de ta propriété similaire pour les courbes du %™ ordre, et A laquelle
il 'y a pas un mot-a changer pour appliquer ici (*).

(*) Aprés avoir établi, dans Pdddition, Pexistence des polygones conjuguds dans les courbes
des ciug premiers opdres, nous ne reviendrons pas sur les propriétds corrdlatives des courhes
des cing premicres elasses, propriétés qui résullent a 'évidence dn principe de dualité {I870).

Fig. VL
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L’équation d’une courhe de la #™ classe pourra se réduire, dans ce cas,

a la forme :
Agan Ay =kip .

3
et nous pourrons, en vertu de la remarque précédente, I'énoncer de cette
maniére : .

IU. EXTENSION DU THEOREME CORRELATIF DE CELUI DE PAppus. Dans wn
systéme de dewx polygones conjugueés de n sommels circonserits ¢ une courbe
de lo w classe, les produits des distances d'une tangente quelconque auax
somanets de ces dewx polygones sont analogigues.

Cas panmiconier. Si nous appliquons le théoréme fondamental I au cas
particalier ou les deux points primitifs coincident , il est clair qualors les
points d’intersection des couples de tangentes vont se confondre avec les
points de contact de celles-ci; car & mesure que les deux points se rap-
prochent, les points de contact des deux tangentes menées de ces poinis 4 la
méme branche de la courbe, vont se rapprocher également, et entre eux, et
du point dintersection de ces tangentes; de sorte qu’a la limite , ces trois
points coincideront dans le point unique de contact. Ceci admis, le théoréme
fondamental aura pour corollaire : _

CoRroLLAIRE. Si d'un point on méne les n tangentes i une courbe de la
n"e classe, el par les points de contact de chacune de celles-ci les n — 2
aulres langenies & la courbe, ces n(n-— 2) nouvelles tangenies envelop-
peront une courbe de lo (n — 2)™ classe.

Cette courbe pourra se réduire 4 un systéme de points et d’une courbe
de classe moindre ; le cas le plus remarquable est celui ou elle se réduit & un
systéme de (n — 2) poinis ; alors on peut appliquer le théoréme II' qui
s'énoncera :

GoroLLARe. Si d'un point on méne 1 tangentes & une courbe de ln nve
clusse, et que les n — 2 autres tungentes mendes par les points de contact
de chacune de celles-ci concourent, n d n, en n —- 2 pornts, le produit du
carré de la distance d'une tangente quelconque au point donné par ses dis-
tances & ces 0 — 2 points, et le produit de ses distances auzx n points de
contact, sonl anclogiques. '
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Parmi les nombreux corollaires que I'on peut encore déduire des denx
théorémes précédents, nous n'examinerons que le plus essentiel, celuj qui
doit nous conduire 3 Pextension du théoréme de Brianchon.

II'. Corovrazrg. Lovsque, dans une courpe de le 0™ elasse , il existe des
systémes maultiples de dena polygones confugués circonserits de n sommets
i existera également des systemes de dewzx polygones CORJUGUES circonserits
de n + 1 sommets. '

En effet, par chacun des deux points P et P/ soient menées n tangentes
A la courbe; désignons.ces tangentes par 0,1, ... {n— 1);0,107, ... (n—1);
el supposons que les 5 — 9 nouvelles tangentes menées par chacun des
points d’intersection (0,07) =4, (4, 17) =i, ... (n— L —1N—4 _, -
S¢ groupent en » — 2 systémes de tangentes concourant en n — 9 points
YorGe--. ¢, _.. _

Si, actuellement, nous menons les n — 2 nouvelles langentes par chacun
des n-— 3 points by ool précédents, et en outpe par les trois points
(n—38, uw — 2'), (n—2, w — A, (n—1,n — 3') que nous appel-
lerons I, __, Lo, et I,_,; toutes cos tangentes vont, en vertu de la remar-
que précédenie, se grouper également en n — 9 systémes de # tangentes
concourant en 2 — 2 points },, Q... 0,_;; nous aurons ainsi les deux
systémes de deux polygones conjuguds circonscrits de sommets

j): l)’: 7'-0 - ?‘-u—i’ iu—i’z ¥ "“fl—?'l t.n—l; f’[u, ([[ LA (,’u—zs
ce qui donne en tout 2 sommets ; et
P! I)'? i'.I] 4o Q‘R——-‘ 5 lu—S.l !ﬁ—Q ) ]H‘—l ; QO! QI dee Qn-3 )

ce qui donne également 2n sommets.

Ces deux systémes de deux polygones conjugués circonscrits de i somniets
ont les n — 1 premiers sommets communs P, P/, 4, ... 4, _,; et si nous ne
tenons pas compte de ces somumets, les 2 {21 — (n—1)} ou les 2 (n - 1)
sommets restants formeront un systtme de deux polygones CORjugués cir-
conscrits de n - 1 sommets, c'est-a-dire de deux polygones de »n -
Sommets; tels que chaque sommet de I'un s0it le point de concours.de 5 tan-

Tosz XXXIX. ) 6
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genies menées par chacun des sommets de U'autre,, un seul excepté; ¢, ¢. f. d.

" Le théoréme I/ peut se mettre sous une autre forme qui rendra manifeste
Textiension du théoréme corrélatif de celui de Desargues.

Soit donné nn systéme de deux polygones conjugués de n sommels cir-
conscrits 4 une courbe de la w™ classe; désignons par 0, 1,....a—1 et
par 0/, 17 ... ' — 4! les sommets de ces deux_ polygones.

D’un point S menons & la courbe n tangenics £, ¢, ... ("5 appelons

Ap e By Jos distances des sommets 0. .n—14&¢ete.,

AP L alig les distances de ees sommels & £,
Sg e 8, 1 les distences de ces sommels au point §;

employons les mémes notations, en affectant les indices d'accents, pour
désigner les mémes distances comptées dans le second polygone 0/...n/— 17
enfin représentons par (¢, s,), etc., langle de la tangente ¢ avec la droite s,
qui unit le point 8 au sommet 0, ete.

11 est évident que nous awrons :

ag == 8o Sl (b, 8) v 287 == sp8in (=8, g0

By S S0 8] e AT == 8, s (107 D s,

et que les mémes relations existent pour le second polygone, et s'écriraient
en accentuant les indices.
Or, en vertu du théeréme H', I'équation de la courbe peut s'éerire :

N e Aplg = KA e Ay e

A(IL—I)A{JI--U — ,CA(" —l)A(u—l)

Si, dans ces » relations, nous Silhslllll(}l]b aux A iours valeurs précédentes,
et que nous égalions entre elles les » valeurs que ces relations donnent pour
k, les facteurs s disparaitront au numérateur et au dénominatear, et nous

Aurois
sin (b, 8o) . 8iN (T, 84y : sin (1771, 8y ) .o sin (#0795

. _ L

sin{l, 8g) o Sin (L, S0 1) o sin (71, s - sin (7 )

Nous avons trouvé dans le chapitre des coordonnées reciilignes une rela-
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tior de la méme forme relative & 8n points, el nous avons ét6 ameneé > ar une
généralisation foute naturelle, & donner & cette propriété le nom d’invelution.

De méme, nous dirons que la relation précédente > & n membres, carac~
térise I'involution de 3n droites, et que ces 3n droites-sont en involution,

Nous poarrons done énoncer ce théoréme : '

V!, EXTENSION DU THEOREME CORRELATIF DE CELUI DE DESARGUES, Lorsque
Lon a un systéme de deux polygones confuguds de n sommets circonscrits
i une courbe de lg we classe, si d'un point on mene @ cette courbe n fan-
geites et les 2 droites qui aboutissent auzx sommets de ces deux polygones
ces 3 droiles seront en involution (*),

Lie théoréme monire pourquoi Pinvolution de six droiles, de méme que
celle de six points, ne peut avoir de puissance que dans la théorie des coni-
ques, tandis que pour les autres courbes, il éiait nécessaire de donner a cette
notion de Pinvolution Pextension & laquelle nous sommes arrivé dans les
théorémes IV et 1V, |

Nous ne nous arréterons pas aux différentes formes sons lesquelles on peut
meltre Ja relation (47) qui exprime Iinvolution de 35 droites, et nous passe-
rons immédiatement & I'extension du théoréme de Brianchon aux courhes
de la 2™ classe, extension qui se fonde sur le corollaire suivant :

V'. COROLLAIRE DU THEOREME CORRELATIF DE GELUI DE DEsanrGuEs. 87 deya
systemes de dewx polygones confuguds de n somsels circonserits & une courbe
du. o™ ordre, sont situés de telle maniére que les dyoites qui relient (n 4 1)
couples de sommets concourent en un méme pownd, les droites qui relieront
les (n—1) autres couples de sommets concourront en ce méme poin,

Désignons par o... =1, o'l — 115 0., N— 1, 0", N —1') les
sommets des deux systémes de polygones conjugués circonscrits; supposons
que les droites 00, 11 (1, N-—— 1) et o0’ concourent en un point S.

De ce point menons » tangentes 4 la courbe > et 2n droites

S Spay Swvee By S0 8,0, Sl 8.,

aboutissant aux 2n sommets des deux polygones,

() Nous énoncerons ce théoréme sous une forme pus générale encore dans P dddition (1870).



Fig, VIL.

0 FONDEMENTS D'UNE GEOMETRIE

Par hypothése s,....$,_, et sy coincident respectivement avec Soert Su_s
et S,. Il en résulte que si nous appliquons le théoréme IV’ & nos deux sys-
émes de polygones conjugués, et que nous divisions membre & membre les
deux relations 4 n membres fournies par ce théoréme, nous obtiendrons les
relations plus simples :

. sin (£, sp) ... sin (€, 8,1} sin ((Y, 85) ... sin {14, 8, )
sin (4, 8p) cosin {8, S,_p) sin (10, 8y sin (1000, 8, ,)

Il est aisé de conclure de Ia, en vertu d’un lemme algébrique analogue a
a celui que nous avons démontré plus haut, que chacun des s doit se con-
fondre respectivement avec I'un des S; ainsi, par exemple, que s, coincide

“avee S, ; autrement dit les droites qui unissent le point S aux sommets 1 et 1/

des deux polygones se confondent, ou bien la droite 11’ passe par S;etde
méme des autres, ¢.q. f.d.

Remarque. 11 est & vemarquer que la démonstration suppose qu'aucune des
tangentes menées par S 4 la courbe, ne se confond avec P'une des droites
qui unissent ce point S aux sommets des deux polygones, puisque, dans
ce cas, le premier membre des relations précédentes deviendrait indéter-
miné. , |
En combinant les deux corollaives 111’ et V' on arrive immédiatement a
lextension du théoréme de Brianchon, que nous énoncerons sous cette
forme : ' ‘

VI'. Extension pu THiorin: DE Briancaon. Dans wn systéme de deux
polygones: conjugués de n + 1 sommets circonserits ¢ une courbe de g n™
classe, les droiles qui relient les sommels opposés concourent en un méme
point (7). ®

En effet, en vertu du théoréme 11V, un systéme de deux polygones conju-
gués circonserits de n-+1 sommets peut se décomposer cn deux systémes
de deux polygones conjugués circonscrils de » sommets, ayant n-— 1 som-
mets communs, Or, si nous considérons les droiles qui relient respective-
ment deux sommets du premier de ces polygones aux sommels 0pposés du

{*) Ce théoréme reeevra, dans I Addition, la méme généralisation que le précédent.
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second, ces deux droites se couperont en un point par lequel nous pouvons
faire passer les droites qui unissent entre eux les n— 1 somimets communs
aux deux polygones, puisque, ces sommels coincidant, la droite qui les
unit est entiérement indéterminée. Nous pouvons done dire que les droites
qui unissent n -1 couples de sommets opposés (les deux premiers et les
n—1 sommets coincidants) concourent en un méme point; et par le corol-
laire V' on voit que les droites qui unissenl les n— 1 autres couples de
sommels opposés, concowrront en ce méme point, ¢. q. f.d.

En vertu de la remarque que nous avons faite plus haut, ce sont les droites
unissant les sommets opposés seulement qui concourent en un méme point;
car celles qui uniraient deux sommets non 0pposds seraient tangentes 4 la
courbe, et, dans ce cas, le corollaire V/ ne serait pas'applicab}e.

Les théorémes que nous venons de démontrer sont tous des corrélatifs de
ceux que nous avons élablis dans le chapitre des coordonndes rectilignes,
et ils forment avec ceux-ci et les théorémes de Garnot et de Newton (*), la
hase de la géoméirie supérieure. Nous aurious pu déduire ces théorémes
corrélalifs du principe de dualité; nous avons préféré les démontrer direc-
tement, afin de donner pour base commune A lous nos théorémes les prin-
cipes élémentaires de la géométrie analytique,

Nous allons, en quelques mots, reprendre ces derniers théorémes pour
les courbes des cinq premiéres classes, auxquelles, comme nous le savons p
ils sont towjours applicables,

Anr. H, — Conigques.

Tous ces théorémes sont connus pour les coniques; ioutefois, le corré-
latif de celui de Pappus n’avait é1é donné que pour les deux couples de som-
mets opposés d’'un quadrilatére circonserit; Pénoncé du théoréme [ montre
immédiatement que la méme propriété existe relalivement au iroisiéme
couple de sommels opposés du quadrilatére complet. Nous ne nous arréte-

(") Nowus avons dit plus haut pourquoi nous avons crn inutile de démontrer e théoréme de

Carnot; Ia méme raison nous fait ometire son corrélatif; quant au théoréme de Newton, nous le
démontrerens plus loia , en faisant usage d'un autre systéme de eoordonnées,
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rons pas davaniage sur ce sujet, qui a déja donné lieu, comme nous I'avons
dit & propos du théoréme de Pappus, & un travail antérieur de notre part.
Le théoréme de Brianchon, pour pouvoir se géndraliser aisément, doit
s'énoncer comine l'indique le théoréme VI’
TrEOREME DE Briaxcion. Dans un systéme de devx triangles confugués
Circonscrils & wne conique , les droites qui unissent les sommels GPPOSES Con~
Courent en un meme poinl.

Arr. L — Courbes de la troisitme classe.

‘Le théoréme I’ énoncera, pour ces courbes :

Tneonine roxpanenraL. Si de deux points on méne deux systémes de
lrois tangentes ¢ une conrbe de trousiéme classe, et que par chacun des points
d’intersection d'une tungente du premier systéme avec une tangente du
second, on méne d la courbe une nouvelle tangente, les trois nowvelles fan- -
geiles concourront en un méme poent. ' ‘

On voit que nous obtenons ainsi un systéme de denx triangles conjugués
de sommets P, P, O ct I, 11, It, tels que les trois tangenies menées par
luii des somiaets du premier passent respectivement par les trois sommets
du second. ‘

De plus, on peut arriver de six manicres différentes i deux systémes sem-
blables, en partant des deux mémes points P ot P Car, au lieu de prendre
les intersections des tangentes 1 et 1/, 2 et 2/ > 3 et 3" pour sommets du
triangle conjugué, on peut combiner chacune des tangentes 1, 2 ou 3 avec
chacune des tangentes 1/, 2 ou 3', ce qui giellt se faire de six maniéres.

11 est aisé de déduire de ce théoréme le cas particulier pour lequel les
deux points P/ et P coincident.

Le théoréme corrélatif de celui de Pappus s’énoncera :

- EXTENSION DU THEOREME CORRELATIF DE CELUT DE Pappus. Dans un systéme
de dewx triangles confuguds circonscrits & une courbe de la troisiéme classe ,
les produits des distances d’une tangente quelconque aux sommets de chacun
de ces triangles sont analogiques.

L'expression analytique de ce théoréme sera, en désignant par A, A, A,
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les distances d’une tangente aux trois sommets du premier triangle, et par
Al, AL, Al ses distances aux spmmets du second :

Bg. By, by . A',.A"g.
Dans le cas particulier mentionné plus haut, elle devient :
AY L as ALy, B,

En combinant deux systémes différents de triangles conjugués ayant pour
sommels communs P et P’ et pour autres sommets 0, 1, I, 1, et 0/, T, 1T,
111, et supprimant les sommels communs, NOUS aurons uh sy stéme de deux
quadrilatéres conjugués eirconserits, c'est-a-dire tels que chaque sommet de
I'un, O, soit le point de concours de trois langenfes menécs respectivement
par chacun des sommets I, Il', TH' de I'autre, un seul O’ exceplé.

Celui-ci est dit, pour cette raison, opposé an premier 0. Done :

TusorisE. Dans une courbe de lo troisitme classe, on peut circonscrive un
systéme de dewx quadrilatéres conjugucs.

I est facile dappliquer & ce cas le théoréme corrélatif de celui de Pappus.

Le théoréme corrélatif de celui de Desargues s ‘énoncera :

EXTENSION DU THEOREME GO]{HELATIF DE CELUI DE DESARGUES Lorsgw'on a
un systéme de dewzx triangles conjuguds circonserits & wie courbe de la iroi-
sidme classe, si par wn point quelcongue on méne a celle courbe trois tan-
gentes el les six droites qui aboutissent aux sommels de ces triangles, ces
neuf drottes seront en involution.

On voit par 1a que Vinvolution de six droites doit étre & peu prés impuis-
«ante dans Pétude des courbes de la troisiéme classe, et qu'il élait nécessaire
(élendre cette idée de Pinvolution & un systéme de 3n droites pour en lirer
tout le parti possible.

De ce théoréme on peut déduire de nombreux corollaires, dont I'un des-

plus importants est celui-ci :

CoROLLAIRE. Si dewx systémes de friangles rmyugucs CITCONSCTils & uie
courbe de lu troisiéme classe sont situés de telle maniére que les droiles qui
relient quatre couples de sommels concourent en un méme point, les drotes

Fig. VII.
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qut relient les dews: autres couples de somunels concourront en ce méme point,

La démonstration générale que nous avons donnée du corollaire V/, dont
celui-ci n'est qu’un cas particulier, nous dispense d’y revenir.

Au moyen de ce corollaire, nous pouvons immédiatement démontrer le
théoréme de Brianchon par les courbes de la troisiéme classe :

EXTENSION DU THEOREME DE BRiancoon. Dans un systéme de deux quadri-
latéres conjugués' circonscrits & une courbe de la troisiéme classe, les droites
qui relient les quatre couples de sommets opposés concourent en un méme
point, :
Nous avons vu, en effet, qu'un systéme de deux quadn]atéres conjugneés
circonscrits peut se décomposer en deux systemes de ll‘laﬂé]OS CONJUZUCES cir-
conscrils ayant déux sommets communs. ‘

Soient 0, I, 11, 11} et 0, I, I, I, les sommeis de nos deux quadri-
latéres, et P, P’ deux nouveaux sommeis communs i deux systémes de trian-
gles conjugués circonscrits dont les sommets de ces quadrilatéres font partie.

- (Ces deux systémes seront :

P, P, 0 et I, 1L, 1,
P, PO et I 0N, T
Or, les quatre droites qui relient respectivement les sommets O et Q' I
et I, Pet P, P! et P! peuvent étre censées concourir au point d'intersec-
tion ¢ des deux droites 0, 0" etl, I'; done, en vertu du corollaire précédent,
les'droites IT, II' et III, III' concourront en ce méme point.
1l résulte de la démonstration générale du corollaire V/, que ce sont les
droites qui relient les couples de sommeis opposés seulement qai concourent
au méme point. "

Arv. IV. — Courbes de la quatriéme classe.

Le théoréme fondamental I’ devient pour ces courbes :

THEOREME FONDAMENTAL., S¢ de dewx points on méne dewx systémes de
quatre tangentes « une courbe de la quatriéme classe, et que par chacun des
points d'intersection dune des tangenfes du premier systéme avec une de
celles du second, on méne & la courbe deux nouvelles tangentes, ces huit
tangentes envelopperont en général une condque..
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Si trois de ces tangentes concourent en un méme point, la conique se ré-
duira 4 un systéme de deux points, ¢’est-3-dire que les huit tangentes se grou-
peront en deux sysiémes de quatre tangentes concourant en un méme point.

En nommant P et P les deux premiers points; 1T, I, IV, V les points
d'intersection des systémes de tangentes; O et I les points de concours des
quatre couples de fangentes mendes respectivement par ees points, on voit
que nous avons affaire & un systéme de dewxw quadrilaiires cm?jugues cir-

CONSCries
PP, 0,1 et 1LV, V,

cest-i-dive fels que chagque somanet de Pun soif le point de concours des
tangentes mendes par les quatre sommets de Cautre.

Comme on peut combiner les quaire premiéres tangentes deux A deux de
1.2.3.4 maniéres différentes, on formera autant de systémes de denx qua-
drilatéres conjugués circonscrits, tels par exemple que

P, P, 0,1, et II, UL 1V, V,
P, P, 0,1, el IV, I, IV, V' ()

Si dans ces denx systémes nous supprimons les sommets cOMmMuUNS , HOUS
voyons que nous aurons un systéme de deux pentagones conjugués circonscrits.

En appliquant & Pun des systémes de quadrilatéres conjugués circon-
serits, le théoréme corrdélatif de celui de Pappus, nous conclurons que :

EXTENSION DU THEOREME CORRELATIF DE CELUL DE Parpus, Lorsquwon a un
systéme de dewx quadrilaléres conjuguds cir conscrils 4 une courbe de ln
(uatricme classe , les produils des distances dune tangenle quelconque anx
sommels de ces deva quadrilatéres , sont analogiques.

.Propriété dont I'expression analylique est :

BodiAgdy —- Agd)Agly,

en faisant usage de notations analogues aux précédentes,
Si nous faisons coincider les denx points P et P/, il est manifeste que ce

4 Iexistence de ces systémes maltiples de quadrilatéres conjuguds eirconserils sera élablie
H J jug
dans I’ dddition (1870).

Towe XXXIX. ' ' 7
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point unique pent éire considéré comme point de concours de systémes de
tangentes mendes par les poinis de contact des tangenies primitives passant
par P et P, et par conséquent la courbe enveloppe du deuxiéme degré,
dont il est question dans le théoréme général, pourra aussi se réduire d un
systéme de deux points, comme dans le cas particulier. Done :

COROLLAIRE. S d'un point on meéne qualre tangenles ¢ une courbe de la
quatrieme clusse , et par les points de contact de chacune de celles-ci les dewax
auires ldngentes a la cowrbe, ces huit nouvelles tangenies formeront dev
systémes de quatre droiles, qui envelopperont wie conique, ow qui coNCowr-
ront chacun en un méme point.

Le théoréme corrélatil de celui de Pappus, appliqué au cas particulier,
s'énoncera : 7

CoroLLAIRE. Le produit du carvé de la distance d'une tangenie quelconque
aw premier point par ses distances aux deux poinis de concours des now-
velles tangenles, el le produit de ses distances awx points de conlacl des pre-
miéres langentes, sont analogiques;

(e qui s'exprime par la relation :

85 gL Ay - gL Ay Ay 85

Le corrélatif du théoréme de Desargues, IV/, s’énonce pour les courbes
de la quatriéme classe :

EXTENSION DU THEOREME GORRELATIF DE CELUI DE DEsancues. Lovsque Lon
a wn systéme de dewx quadrilatéres conjugucs circonscrils a une courbe de la
qualriéme classe, si d'un point on méne d celle courbe quatre {angenies et les
huit droites qui aboulissent avx sommets de ces quadrilatéres, ces douze
droites sont en involution (*).

Nous n’insisterons plus sur Pimportance de I'extension que nous avons
donnée 4 I'idée de Pinvolution, ni sur les corollaires auxquels donne lieu le
théoréme capital qui précéde, et nous en conclurons immédiatement Pexten-
sion du théoréme de Brianchon au moyen du corollaire suivant :

(*) Nous avons déjh dit plus haut que ce théoréme sera généralisé dans ' Addition, de méme
que eclui de Brianchon qui en déeoule (1870).
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COROLLAIRE. Si deuwx sysiémes de deux quadrilatéres conjugués circon-
serils & une courbe de la quatriéme classe sont situés de telle maniére, que les
droites qui relient cing couples de sommels concourent en un méme paz'nt; les
droites qui relicront les (rois aultres couples de sommels concourront en ce
wméme point. ,

Pour la démonstration, voir le théoréme général V',

Appliquons ce corollalre aux deux systémes do quadrilatéres -conjugués
circonserits mentionnés plus haut :

P,P,0, 1 et I, I, 1V, V,
- . P, P, 0, ¥ et I, UF, IV, V.

Nous pourrons dire que, dans ces deux systémes, les droites qui relient
Fal, IHalll, PaP, P’ a P/, O & O concourent au point d’intersection ¢
de I, I" avec I, II'; et par suite les droites IIT, ITII'; IV, IV’; V,V/ concou-
rent en ce méme point.

Or, comme les sommets I, H, I, IV, Ve U, I", IV, TV', V' sont ceux
de deux penlagones conjuguds circonscrits, nous pourrons énoncer le
théoréme : , B

EXTENSION DU THEOREME DE Briancuon. Dans un systéme de dewx penta-

. gones conjugués circonscrils ¢ une courbe de la quatriéme classe, les droites
qui relient les sommels opposds concourent en un méme poind.,

Agrr. V. — Courbes de la cinquitéme classe.

Pour ces courbes comme pour celles du einquieme ordre, nous nous hor-
nerons & énoncer les théorémes généraux.

THEOREME FONDAMENTAL. S7 de deux poinis on méne devax systémes de cing
tangentes ¢ une cowrbe de la cinguieme clusse, et que par les points d'inter-
lersection de ces langenles deva & dewr on méne [rois autres langentes o la

_courbe , ces quinze nowvelles (angentes e)weloppev ont en général une cour br’
de la troisiéne classe. 7

Si parmi ces nouvelles tangentes deux systémes, le premier de quatre

tangenies, le second de trois, concourent en un méme point, ce qui est



48 o FONDEMENTS D'UNE GEOMETRIE

toujours possible, les quinze tangentes formeront trois systémes de cing
droites concouran’i en un méme point.

Nous aurons ainsi un systéme de deur pentagones CONJUGUES CLrCOnSCrils
@ une courbe de la clnquieme classe, systéme powr lequel I'application du
théoréme corrclatif de celui de Pappus donnera la relation

Bo Ay dg. s AT LAY AL AL AL

COROLLAIRE. S7 dun poz:n.f on mene cing langenles & une courbe de la cin-
quidime clusse, et que par les points de contact de celles-ci Lon méne les 1rois
aulres tangentes d la courbe, ces quinze tangentes formeront trois systémes de
cing droites qui envelopperont en général une courbe de la troisiéme clusse.

Ce lien de la troisiéme classe pourra, dans des cas particuliers, se réduire
4 une conique et un point, ou A frois points qui seront chacon le point de
concours de cing de ces tangentes. '

Le corrélatif du théoréme de Pappus s’exprimera, pour ce dernier cas, par

la relation ; _ .
' Af. By A5l A, b Ag L A). aY. AL AL

Le corrélatif de celni de Desargues s'énoncera :

Tmeorime. Lorsque lon a un systéme de deus PERIAGONEs COnJUGUES cir-
concrits @ une courbe de la cinguidme classe, si d’un point on inéne q celle
courbe cing tangentes et les dix droites qut aboulissent aux sommels de ces
deux pentugones , ces quinze droites seront en involution ().

Le corollaire le plus important de ce théoréme est celui-cj :

CoroLLAIRE. 8¢ deux systémes de dews peniagones conjugues circonsecrils
@ une courbe de la troisicme classe sont situés de telle manidre , que los droites
qui unissent six couples de sommets concourent en un méme point, les
droites qui unisseni les quatre auires couples de sommels concourront en ce
méme point,

Considérons actuellement un systéme de denx pentagones conjugués cir-
conscrits formés en menant par les deux points P et P’ deux systémes de cing

(") Ce théoréme, ainsi que celui de Brianchon, donné plus bas, serout géndralisds dans Pdd-
dition (1870). ' '



SUPERIEURE CARTESIENNE. 19

langentes: 0, 1, 2, 3, 4, etc.; puis en menant par chacun des points 00/,
147,227, 33/, &4’ trois nouvelles tangenies ‘pour former le premier systéme
des pentagones; enfin par chacun des points 007, 141, 237 34! 41 trois
nouvelles tangentes pour former le second Supposons que ces quinze tan-
gentes concourent cing A cing en un méme point (*), o

Ces deux systémes de pentagohes circonscrits dont nous désignerons les

. Sommets par :
P; Pl) 050‘: I et II: H-I) IVJ V’ Vl’

PP, 0,0, I' et I, UL, 1V, V', VI,

formeront, si nous supprimons les somunets comimuns > un systévie de dewx
hexagones conjugués circonscrils.

Or nous pouvons dire que les droites qui unissent les six sommets 1 et I/,
Metll', Pet P, P et P/, O et O, O et O concourent en un méme point 4,
intersection de I, 1" avec I, 1I'; donc les droites gui uniront les trois autres
couples de sommets opposés concourront en ce méme point; d’ovi le théoréme :

EX1ENsI0N DU tHEOREME DE Brisscron, Dans un systéme de dewx hexagones
CONJUGUES circonserits a une courbe de lg cinquiéme classe, les six droites qui
“wnissent les couples de sommets opposés concourent en un méme point.

Le lecteur familier avee la géoméurie supérieare aura peut-étre trouvé
trop de longueurs dans cette exposition. Il et préfévé sans doute nous la voir
borner aux théorémes généranx ; mais nous avons craint (W’une aussi grande
concision n’entrainat trop d’obscurités. (Cest pour rendre plas aisée I'intelli-
gence de ces théorémes que nous avons cru utile de les appliquer aux quatre
premiers genres de courbes algébriques; si nous ne sommes pas parvenu &
garder une juste mesure, on veudra hien nous le pardonner en faveur de nos
intentions; pour ce qui nous concerne, nous cussions de heaucoup préfére
nous borner aux seuls théorémes généraux (**).

Il nous reste encore & démonirer et 3 généraliser le fameux théorcme de
Newton sur les coniques; nous ferons usage, a cel effet, d'un auire systéme
de coordonnées doni nous nous occuperons au chapitre suivant.

(*} L'existence de ces systémes sera établie dans P'Addition (1870).
(") Cest & ces théorémes sealement que nous nous atlacherons dans UAddition.
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ADDITION.

(Ddeanibre §870.)

Comme nous 'avons annoncé dans la préface de ce travail, le but que
nous nous proposons dans cetie Addifion-est :

En premier lieu, de reprendre quelques points sur lesquels des analystes
distingués ont bien voulu appeler notre atiention, et d'élucider ces poinis de
maniére 4 ne laisser subsister ancun doute sur I'existence des figures aux-
quelles se rapportent nos théorémes; -

En second lieu, de donner une démonstration fort simple du théoréme de
Pascal tel que nous I'avens énoncé pour les courbes planes jusquau einquiéme
ordre, et de fairé servir ce mode méme de démonsiration 3 donner A ce
théoréme une extension telie qu'il s'applique , sous une forme trés-générale,
A toutes les courbes algébriques; -

En troisiéme liew enfin, d’étendre & toules ces courbes le théoréme de
Desargues. | ,

Nous nous hornerons, dans cette Addition, au cas des coordonnées rec-
tilignes ponctuelles, en faisant remarquer que toutes nos démonstrations
pourront, par le moyen des coordonnées langentielles, s'appliquer aux figures
corrélatives, de sorte que nous nous dispenserons meéme. d’énoncer les théo-
rémes qui se rapportent & ces figures, et qui ne sont, au reste, que la géné--
alisation de ceux que nous avons donnés dans le chapitre précédent, '

§ 1. EXJSTENCE DES SYSTEMES MULTIPLES DE POLYGONES CONJUGUES INSCRITS
DANS LES COURBES DU QUATRIEME ET DU GINQUIEME ORDRE.

Le poinl essentiel que nous avous A élucider est l'existence de systémes
multiples de polygones -conjugués du a™ ordre, inscrits & une courbe du
méme ordre, et ayant deux sécantes communes, pour » = betn =15,
existence sur laquelle nous avons fondé I'extension du théoréme de Pascal &
ces courbes. | _

Nous commencerons par faire remarquer, comme on le verra plus bas,
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que ce théoréme peut s'établir indépendamment de celte existence , et d'une
maniére trés-simple; que, pour les courbes du quatriéme ordre, il existe des
systémes de polygones conjugués du quatriéme et du cinquitme ordre en
nombre triplement indéfini, ¢’est-a-dire dans lesquels trois paramétres sont
arbitraives; que, pour le cinquiéme ordre, il existe des systémes de poly-
gones conjugués du sixiéme ordre en nombre défini, tandis que ceux du
cinquiéme sont en nombre simplement indéfini (*).

Il semble résulter de 1a que, parmi ces systémes en nombre indéfini de
polygones conjugués du quatriéme ou du cinquiéme ordre inserits A une
courbe de méme ordre, il existera des systémes multiples de polygones con-
Jugués ayant deux sécantes communes, et qui donneront naissance, ainsi

quon I'a vu dans la premiére partie, 4 des systémes de polygones conjugués
de Pordre immédiatement supérieur.

(ieci toutefois west qu’une induction qui a hesoin déire confirmée : pour
le quatriéme ordre, cetle confirmation est trés-aisée; pour le cinquiéme, elle
présente plus de difficuliés.

Metions I'équation des courbes du qualricme ordre sous la forme

C; == afiyd -+ fca'(ﬁ'ry'c}" =0,

a... désignant des fonctions linéaires de la forme y — ax — b.

Le second membre renfermant dix-sept paramétres, il en est trois que nous
pouvons nous donner arbitrairement, par exemple £ et les deux paramétres
de a; il est clair que les quatorze autres paramétres, ceux de 5..... J', seront

(") On a déja vu dans la premiére partic quc les équations de ces courhes peuvent se mettre

sous la forme : '
U Oy G

By e By R = €, =0
mais on peut aussi les mettre sous la forme suivante

Fionds— kd'y o Fy=a.C, =0,
Gy g — by I y= A Cy==10;

tous les 4, 4" et & représentant des fonetions linéaires dans lesquelles it y a deux paramétres &
déterminer, . ‘ : .
Ces formes d'équations rendent manifestes I'existence et le. nombre des polygones conjugués,
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déterminés en fonction de ces trois paramétres arbitraires au moyen de qua-
torze équations de condition.
Si nous faisons voir que I'équation de cette courbe peunt aussi se mettre

sous la forme
Cy=affa 4 Fa'BTA =10,

il sera prouvé que Pon peut construire, sur les sécantes « et 8, des sysiées
multiples de quadrilatéres conjugués inscrits 4 G,.

Or, si nous nommons T/, A’ les diagonales du quadrilatére dont les cou-
ples de ed6tés opposés sont 3/, &' el «, 3, ensemble de ces diagonales pourra
se représenter par une équation de la forme |

(1 +m)T'a =o' 4 maf,

i

dans laquelle m sera une fouction déterminée des paramétres de «, 8, 5/, &,
et, par suite, une fonction déterminée des trois paraméires arbitraires,

De méme 'ensemble des diagonales T, A du quadrilatére dont les coaples
de cdiés opposés sont y, d et o, B’ sera représenté par

T 4 m) T =g - R

m' étant, comme i, une fonction déterminée des trois paramétres arbitraires,
Remplacons, dans 'éguation G, = 0, yd et /¢ par leurs valeurs lirées
des deux précédentes, nous aurons :

- Ly=op [(1 + myra — m’a.'f:’] + ka'® [('1 4 a) A" — moc{i] =0 -

et comme m et ' soni des fonctions déterminées de trois paramétres arbi-
traires, & et les deux paraméires de a, si nous posons m' + km = 0, celte
relation déterminera k en fonction des deux paramétres de « qui restent
- encore arbitraires, et I'équation de C, deviendra

Co=(1 4+ m)efiTs + k(1 -+ m)aBTa" =0,

ou plus simplement :- :
== afls + Ke'fTa’ =0,
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équation dans laquelle tous les paraméires sont déterminés en fonction de
~ ceux de «, estés arbitraires; d’or il résulte que, sur une sécante donnée «,
on peut construire des systémes multiples de quadrilatéres conjugués.

Ces systémes multiples sont donc en nombre indéfini.

L’existence de systémes muliiples de quadrilatéres conjugués ayant deux
sécantes communes est ainsi établie de Ja maniére la p]us générale pour les
courbes du quairiéme ordre,

Pour celles du cinquiéme, le méme mode de transformation de lenr équa-
tion ne nous a pas semblé généralement praticab]e : nous indiquerons toute-
fois le résultat auquel il nous a conduit, et qui mettra peut-étre sur la voie
d’une plus grande généralisalion.

Soit I'équation d’une courbe du cinguiéme ordre mise sous la forme

Cy=aflyde + ka'8's'd's’ — 0,

ce qui est toujours possible, puisqu’on a vingt paramétres a déterminer au
moyen de vingt équations, £ étant arbitrairement donné.

Considérons les transversales I"A’E' qui relient, d’ane autre maniére (que
les transversales y/d'¢, les intersections de ces derniéres avee « et 3; nous

auarons :
Y& 4+ T8 E =1 + m') ofD,

o' étant, par un raisonnement analogue au précédent, une fonction déter-
minée de k. Car les six droites du premier membre peuvent étre regardées
comme les ¢olés de deux triangles conjugués au lieu dn second ordre
o3 = 0, et par suife les cotés opposés de ces triangles doivent se couper sur
une dron;e D-—-0.

De méme, en désignant par I', A, E rois iransversales qui relient, d’une
autre maniére que y, d, ¢, les intersections de celles-ci avec o et 8/, nous

auroens :
¥de + mPaE = {1 + m) <D

Si nous remplacons , dans 'équation G, = 0, yd= et y'9's’ par leurs valeurs
tirées des deux précédentes, elle prendra la forme :

Co=af {(1 + m) «FD’ — mraB] + k'8 [(1 4 o) oD — m'r'a’ '] = 0;
Tome XXXIX. : 8
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et elle se réduira a
Cy==afilal 4 K2’ 173E ==,

si 'on pose 1 + m — k(14 m'), ce qui détermine £, et si, de plus, la
droite D coincide avec D', _

Dans ce cas la multiplicité des polygones conjuguds construils sur « el §
est encore ‘démontrée, |

Cette condition limite-t-elle existence de la propriété & des genres parti-
* culiers de courbes, ou limite-t-clle simplement le nombre des systémes mul-
tiples de polygones conjuguds, c'est 1a une question assez délicate que nous
ne sommes pas en mesure de trancher. |

Quoi qu'il en soit, I'on voit que toutes les courbes du quatriéme ordre
renferment des systémes multiples de quadrilaiéres conjugués formés sur les
mémes sécantes, et que, pour les courbes du cinquiéme ordre, fa multipli-
cité¢ des systémes de pentagones conjugués formeés sur les mémes sécantes
est également établie, an moins pour ceriains genres de ces courbes,

Dans le paragraphe suivant on démontrera, au reste, que cette multiplicité
n’est pas nécessaire le moins du monde & Pexistence du théoréme de Pascal,
quoique ce soit par elle que nous soyons arrivé d’abord & 'expression parti-
culiére de ce théoréme qui est relative aux polygones conjugués du (n - 1)
ordre; et ce mode de démonstration permettra d’étendre le théoréme, méme
en le généralisant, A toutes les courbes algébriques.

'§ M. GENERALISATION DU THEOREME DE PASCAL.

Dans ce second paragraphe, nous commencerons d’abord par établir d'une
maniére directe le théoréme de Pascal pour les courbes algébriques jusqu’au
cinguiéme ordre inclusivement, et par 'étendre A des systémes de polygones
conjugués d’un ordre supérieur a ceux de Pascal pour les courbes des quatre
premiers ordres. Nous indiquerons ensuite une généralisation de ce théoréme
qui le rendra applicable, non-seulement & des systémes de figures conjuguées
moins particuliéres que les polygeones conjugués inscriptibles aux courbes des
cing premiers ordres, mais par cela méme & ces systémes de figures conju-
guées dans toutes les courhes algébriques,
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L'extension que nous avons donnée au théoréme de Pascal pour les cing
premiers ordres peut se fonder trés-simplement sur cette considération que
I'équation G, = O de ces courbes peut toujours se metlre sous la forme :

G vee Bygr— kdy o O == 4G, = 0,

0lL A et fes d sont des fonctions lindaires. |

En effet, si Fon considére, d'une part, le nombre total des paramétres, ceux
de G, excepté, d’autre part, le nombre d’équations A satisfaire, on trouvera, pour
le premier, 4n - 7, et pour le second R w or ce dernier est toujours
égal ou inféricur au précédent pour Z5,¢¢ [/ d.

Cette forme d'équation est évidemment I'expression analytique du théo-
réme de Pascal : car les cotés ¢ coupant les cotés ¢ en des points tous situds
sur le lieu AC, — 0, ceux de ces edtés qui ne se couperont pas sur G, = 0,
c’est-a-dire les edtés opposds, se couperont sar la droite A = 0.

Les polygones conjugués inserits que nous venons de considérer étaient du
(n + 1)™= ordre : nous allons voir que les polygones conjugnés d’un ordre
supérieur existent pour les courbes des (uatres premiers ordres, et donnent
lieu au théoréme suivant, dont quelques cas parliculiers sont eonnus :

SECONDE EXTENSION DU THEOREME DE Pascar. Dans un systéme de dewx
polygones conjugués du (n - )" ordre duscrits d une courbe duy nme ordre,
les eotés non adjacents se coupent sur wi feew du p™ ordre.

Nous eniendons par cotés non adjacenis ceux qui ne se renconirent pas
sar la courbe. . : .

En- effet, Péquation G, — 0 peut g'éerire, jusquw’au quatriéme ordre in-
clusivement, en supposant p > { :

T

e Gy — hdy o 0y =€, G =0 ().
Gar le nombre total des paraméires, ceux de C, exceptés, est

p{p -+ 3)
d(n+p a1 Pip+ 2 ;
2
{*) Cette équation ponrrait méme prendre Ia forme plus parliendiére :

é‘l e r)‘u-H; — A’fj"i ON’”.‘,), = C,,Al ey = U,

pour quelques valenrs de p que le lecteur déterminera aisément.
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celui des équations A satisfaire : 22 EEE N, 1a différence entre ces deux
nombres est

4(71+p)+’l—n(n+5 +p);
et elle sera positive pour # < 5, ¢. ¢. f. d.

On établirait du reste, comme précédemment, que cette forme d'équation
est I'expression analytique du théoréme énoncé.

On remarquera que, pour n = 2, la différence entre le nombre des para-
métres et celui des équations est 2(n 4 p); C'est-d-dive qu'on peut se
donner arbitraivement tous les sommets des deux polygones conjugués
d’ordre (n -+ p) inserils 4 une conigue;

Que, pour n — 3, cetie différence est n |- p + 1; Cest-a-dire gu’on
peut se donner les sommets de I'un des polygones, ainsi gu'un sommet du
polygone conjugué, dans les courbes du troisiéme ordre;

Enfin que pour n — %, cette différence est constamment égale & 3; c'est-
a-dire qu'il 0’y a plus trois sommels arbitraires, quel que soit lordre des
polygones, quand la courbe est du quatriéme ordre.

1l est aisé d’étendre ces théorémes A toutes les courbes algébriques,
pourvu qu'au lieu de systémes de polygones conjugués, qui n'existent plus
au deld du cinquiéme ordre, on envisage les systémes plus généraux que
necus allons définir.

Nous appellerons figures conjuguées du n™e ordre inserites & une courbe du
méme ordre celles qui sont formées, d'une part, des = transversales qui
réunissent deux a deux les n points d’intersection de deux sécantes avec Ja
courbe ; d'autre part; de ces deux sécantes et du lieu, d'ordre n — 2, des
nouvelles intersections des transversales avec la courbe.

Par systémes de figures conjuguées nous entendons les différentes figures
conjugnées que l'on peut former en réunissant deux A deux, dans un ordre
quelconque, les n points d'intersection de deux mémes sécantes.

Pour ces figures conjuguées, nous établirons d’abord un théoréme en un
certain sens plus particulier que celui de Pascal, quoiqu'il sapplique & toutes
les courbes algébriques ; puis le théoréme de Pascal proprement dit pour ces
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courbes ; enfin la généralisation compléte de ce théoréme, dans laguelle les
deux précédents rentreront naturellement comme cas particuliers.
Trronive. Si n—2 fransversales sont communes & dewx systémes de
figures conjuguées du n™ ordre inscrites & une cowrbe du méme ordre,
ces dewx systémes se couperont en tous poinis situcs swr cetle courbe.
L’équation de la courbe pourra en effet, en vertu de I'hypoihése renfer-
mée dans 'énoncé méme, s'éerire sous les deux formes :

Jté‘ﬂcu—i —k c5\; e é\;l—ﬁa‘;lﬁ!a;l _ Cn =0 s
a‘la‘ic;a—é — k‘a; e a\;l—-ﬂ{j\;lflﬁ-;l = Cn =10.

D’ou 'on déduit par multiplication :
ﬁ;lflﬁ;lcu——‘l s kla‘;—lé;:c;:f‘l = Cn =0 >

car ce lieu doit renfermer C,, puisqu’il passe par l'intersection des deux
précédents qui sont G, méme; et il ne peut renfermer davaniage, puisqu’il
est de Tordre n. '

Cette nouvelle forme d’équation démontre le théoréme.

Celui de Pascal s'énoncera, pour toutes les courhes algébriques :

PREMIERE GENERALISATION DU THEOREME DE PascaL. 8¢ n— 3 fransversales
sont communes & deux systémes de figures conjugudes du n™ ordre inscrifes
i une courbe du méme ordre, les points d’intersection de ces figures qui n’ap-
jmrtiennent pas & cette courbe seront en ligne droite.

Par hypothése, I'équation de la courbe peut s'écrire :

H&Cyz — Kk Iy o Fugdu_gdidh — G =0,
el ,
()\IJQC:x—ﬁ - fs"é'[ anz—aﬁ;:—eﬁ:a_lﬁ:u = Cu =1
D’or, par multiplication, on obtient un lieu :

p;—-ﬁ!?’;x—lﬁ;cu—ﬁ - kla‘;l—gd\;l—la;le;l—{ = ACH = O;

car ce lien doit renfermer C,, et, comme il est de Pordre n 1, il doit
renfermer en outre une droite A = 0. '
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On se convaincra que cetie derniére forme est I'expression du théoréme,
par un raisonnement identique & celui que nous avons fait pour le cas parti-
culier au commencement de ce second paragraphe.

Voici enfin la généralisation compléte du théoréme ;

SECONDE GENERALISATION DU THEOREME DE Pascarn. 8 p transversales sont
communes ¢ dewr systémes de figures confugudes du n™ ordre inscrites i
une courbe du méme ordre, les poinds d'intersection de ces figures, qui
Wappartiennent pus @ cetle courbe, se frowveront sur un liew de Cordre
n—p—2.

Par hypothése Péquation de la courbe peut sécrire

3G s — K 8 8y 8, = C, = 0,
el
80C s — K3} s By o fry = €, = 0.

- D'our, par multiplication, on obtient le lieu
Bt - Bulns — gy o G =, €L = 0,

Nous winsisterons pas davani;agc sur la démonsiration, qui est analogue
aux précédentes , et nous ferons senlement ohserver que les transversales non
communes se coupent nécessairement sur le lien dordre n — p — 2 ; car si
elles se coupaient sur la courbe donnée, elles auraient avee elle plus de »
points communs; et que, quant aux deux courbes dordre n — 2 qui font
partie des systémes de figures conjuguées, comme elles ont (n —2) p points
communs entre elles et avee la courbe donnée, leurs points d'intersection
qui sont situés sur le lieu d’ordre n-—p — 2 seront au nombre de

{(n—2){n—p-—9).

Sans aucun doute, en partant de formes plus cénérales encore de 'équa-
tion des courbes algébriques, et en les combinant entre elles et les inter-
prétant comme nous venons de faire, on arriverait 4 des théorémes d’une
plus grande généralité encore ; de méme, il existe dauires expressions ana-
Iytiques du théoréme de Pascal relatives a des dispositions particuliéres des
sysiémes de polygones conjugués. Mais en nous arrétant  tous ces détails,
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nous perdrions de vue I'objet essentiel de ce travail, qui est I'extension des
théorémes fondamentaux de la haute géoméirie aux courbes supérieures.

Peuni-éire le lecteur se dira-t-il que toutes ces généralisations que nous
venons de donner du théoréme de Pascal ne sont que des cas particuliers de
ce théoréme de Gergonne : |

~ Si, parmi les m® intersections de deux courbes du degré m, il y en a mp
sur une courbe du degré p, les m( W — p) autres se trouveront sur une
courbe du degré (m—p).

Et en effet, on retrouve ce théoréme au fond de tous les précédents. Mais
ceux-ci étaient, ce nous semble, des cas particuliers assez remarquables pour
faire lobjet d’une mention spéciale. Et que de fois narrive-t-il pas que
P'on trouve dans une vérité beaucoup plus que 0’y avait vu celui qui I'a
découverte! Ce n’est souvent que quand ces conséquences nouvelles ont été
établies par une autre voie, qu'on les voit ressorti clairement de la vérité
dans laquelle elles se trouvaient implicitement renfermées. Peut-étre pou-
vons-nous penser qu'il en est ainsi de nos énoncés, avec d'autant plus de
raison quils avaient d’abord soulevé quelques difficuliés, pour Péclaircisse-
ment desquelles nous avons éerit ceite Addition.

§ Ill. GENERALISATTON DU THEOREME DE DESARGUES.

Le théoréme de Pascal pouvant étre considéré comme un corollaire de celui
de Desargues, on congoit que I'extension que nous venons de donner au
premier de ces théorémes devait éveiller en nous I'idée que le second éiait
susceptible de la méme extension,

Et en effet, en partant d’'une notion algébrique que nous ne pouvons déve-
lopper aujourd’hui, mais sur laquelle nous reviendrons peut-&ire quelque
jour, nous avons cru pouveir conclure a priori & Pextension du théo-
réme de Desargues & deux figures conjuguées du n™ ordre inscrites & une
courbe de méme ordre; et nous n'avons eu aucune peine i en établir ia
démonstration, d'une maniére indépendante de la notion qui nous avait con-
duit 4 étendre le théoréme & toutes les courbes algébrigues.

PREMIERE GENERALISATION DU THEOREME DE DEsArcues. Dans wn systéme
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de dewx figures conjuguées du n™ ordre, inscrites & une courbe de méme
ordre, une droile quelconque coupe les deus figures confuguées et la courbe
en 3N pornls en involution.

Soit Co= 000z — k& ... & = 0

I'équation d’'une courbe du »™ ordre rapportée a deux figures conjuguées.
Considérons une droite D qui coupe
C, aux peints Oy, Oy, ... 0,3
dy, gy b G, o aux points M,, M, ct M;, M, ... M, ;
et
3, . &, aux points My, M; ... M,

e

Par le point O,, dont nous désignerons les coordonnées par «, y, menhons
d laxe des i une paraliéle qui coupe 'axe des z en P, et d,, 5, et C,_, en
N,Nyet N;...N,. ' '

1l est clair d’abord que 4,, qui est une fonction y — ax -— b, représente
ON, : car O,P = y; NP = ax + b, puisque N, est sur la droite ¢,; donc
ON=y—ar—b=25.

De méme O,N,=d,; ON| =41, etc.

Ensuite, on voit que G, _, représente le produit des segments O\N;. O N, ...
ON, : ear, en considérant I'abscisse = du point O, comme constante, et
désignant par y;...y, les ordonnées des points d’intersection de la paralléle
menée par ce point A Paxe des y avec la courbe C,_, , 1l est évident que

Cos== (Y — s} oo (4 — 423

et comme y = OP, y; = N,P...y,= N,P, la proposition est démontrée.
I’équation de la courbe C, nous donne done :

ON, . O,N,. O)N; ... O, = kO,N;. O,N, ... O,N..
Muis dans les triangles O,N,M,, O,N,M,, O N!M/.... ON/M!, on a:

sin (Ddy)

ON,=0M
o ! lsin(‘faﬁl)

, cle.;
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et en vertu du théoréme de Carnot -
0N 0N, ON, =4 OM,. 00, ... 0, M‘,,,

le rapport £ étant constant, quelque soit le point O, pour une méme direc-
tion des sécantes O.N, et OM,, c’est-d-dire Y et D. '
Substituant ces valeurs dans I'éqnation précédente , NIOUS aurons :

sin (D4))  sin (Dd)
! sin (Yd) " sin (Ydy)
fc Siﬂ(Dc?‘Q ~sin (Ddy) sin (D))
Loi ) sin {Y4y) si1} Yy} sin(Yd))

OM, . OM, .. OM, & sin(Vd) sin {Ydb) sin (Dd))  sin (DdY)
OM,. OM; . OB, 4 sin (D3 sin (D&) sin (Yay)  sin (Y2)

O, L O, O . OM, —

OO L OM;

Et comme pour tous les autres poinis d’intersection 0, ... 0, de 1z droite D
‘avee la eourbe €, nous aurcns des relations analogues, dans lesquelles le
second membre sera constant, il s'ensuivra :

OM,.OM,; ... OM,.  OM,.OM,... O, 0M, . OM; ... OM,

- T = e qg. f. d.
OM;. OM; ... O, OM), O,M, ... O, O, 0,00, - o, 0

On déduira de ce théoréme la démonstration de celui de Pascal, comme
nous l'avons fait dans la premiére partie. ‘

Enfin on peut éiendre le théoréme de Desargues & des figures plus géné-
rales encore que les précédentes.

Si nous appelons systéme de lieux conjugues & un liew dy n»e ordre un
double systéme de deux lieux, I'un d'ordre n — p, Pautre d’ordre p, tel
que toutes les intersections des deux lieux du premier systéme avec les deux
lieux du second soient sur le lieu d’ordre n > I'équation de ce dernier pourra.
toujours s'écrire, comme on s'en assurera aisément :

Co=C, ,C, — kC,,C, = 0;

n-pp

et en appliquant & cette forme d’équation les raisonnements dont nous avons
Tome XXXIX. _ 9
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fait usage dans la démonsiration précédente, on en conclura le théoréme
suivant : ‘

SRCONDE GENERALISATION DU THEOREME DE Disancues (7). Lorsqu'un double
systéme de dewx lewr, Lui dordre n—yp, Pautre d'ordre p, est conjugué
o un liew du nve ordre, une transversale quelconque rencontre lu figure
en 3n poinis qui sont en involution. ,

Cette expression générale du théoréme de Desargues renferme , comime

cas particuliers, loutes celles que nous en avons données jusqu’a présent, et
elle ne peut manquer d'étre d'un grand secours dans Vétade des courbes
supérieures : Je théoréme de Desargues, en effet, exprime, si I'on peut ainsi
dire, la loi de construction d’'un lieu par le moyen de lieux d'un ordre infé-
rieur, et les autres théorémes fondamentaux de la géométr ie super:em*e n’en
sont, pour la plupart, que des corollaires.

Il est tellement aisé, en suivant la marche indiquée dans le deuxiéme
chapitre, dappliquer aux courbes des classes supéricures les théorémes cor-
rélatifs des précédents, que nous croyons pouvoir laisser aw lectear le soin
d’en formuler les énoncés.

CHAPITRE 11

COORDONNEES BIPOLAIRES.

Nous nons contenterons de montrer par un exemple unique le parti que
Pon peut tirer de la méthode précédente en faisant usage daulres coor-
données. - |

Nous choisissons de préférence le sysitme bipolaire parce qu'il nalire
pas le degré de P'équation de la courbe,

1l serait tout aussi aisé d’appliquer notre méthode & un autre systéme
quelconque de coordonnées.

") Comp. Poncelet, Traité des propriétés projectives , 2™ ddb, 110, p. 246 ; 1871,
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Soient pris comme péles deux points fixes O ef P, et comme coordonnées
bipolaires d'un point M les cotangentes des angles ¢ et ¢ que les rayons vec-
tears OM et PM font avec l'axe des poles.

Posons OM == », PM = ¢, OP — p; ct soient x » i les coordonnées da
point M par rapport 4 deux axes rectangulaires d’origine 0, OP ¢tant pris
pour axe des . |

A Tinspection de la figure on voit immédiatement qu'on a:

X reosy sin ¢ vos » ent o

—_ _ _ s

P P sin(p + ¢} eolp « coty
Y 1

P eobg - coly

Au moyen de ces formules de transformation , on s'asstre aisément que
Péquation d'une courbe en coordonnées rectilignes ne change pas de degré,
lorsqu’on la transforme en coordonnées bipolaires.

Nous allons en déduire I'équation générale de la droite dans ce nouveau
systéme. '

Faisons pour abréger cot 9 =P5; ot ¢ -=y, de sorte que 3 et y seront les
coordonnées courantes d’un point. '

Si nous déterminons une droite au moyen des segments x, et y, qu'elle
intercepte sur les deux axes, son équation sera :

z .,

ou bien, en remplacant

N ?
et y par :
oy B+

?_JE_,__?i:p_,_y;
Lo o

x par

et enfin, si nous posons :
P

p .
d—— == oot &=
Ty o /

I'équation de la droite, en coordonnées bipolaires, deviendra :

oA k=

Fig. VIII.
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Il est 4 remarquer que si k est couslant, toules les droites représentées
par cefte équalion passeront par un méme point situé sar Paxe des poles;
que si, au contraire, fTest, elles passeront par un point situé sur une perpen-
diculaire élevée en O A cet axe. En outre, on trouve facilement que si A repré-
sente la distance de I'origine O & la droite, la distance d’un point quelconque
4 celte méme droite sera donnée par

v kg —f
A _—éT;/—— -

Enfin, si T'on voulait passer de coordonnées obliques a des coordonndes
hipolaires, en désignant par « la cotangente de Pangle que Faxe des y mené
en O fait avee I'axe des %, qui est toujours I'axe des poles OP, et faisant
o' = /1 - @, on trouverait :

F.’,l_’.‘_ifz—-(t etg—— @'

p Bb+ry p Py

de sorte que I'équation
x Y
— ==
. : Foo o
deviendrait :

p—ao  p¢

=f 9
Xy Yo
et si 'on pose :
1 S S P (-“—— E) =f,
@y - o LW

Péquation de la droite prendra de nouveau la forme :
v+ kB=={;
ici, comme plus haut, si k est constant, foutes les droites représeniées par
ceite équation passeront par un méme point de I'axe des poles.
Indiquons par quelques exemples I'application de la méthode générale de
Ia génération des lignes & ce nouveau systéme de coordonnées.
Considérons les deux équations

’}"-i.— If-ﬁ:f,

Gy .. Ao ko

dans laquelle % et &' sont supposés constants, fet / variables.
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8i, entre ces variables, il existe une relation de la forme

fm/‘ln J— C‘“,

m et n étant deux nombres entiers, positifs, et premiers entre eux, on pourra
¢iiminer ces variables entre les éguations des deux droites, et 1’011 ol)t:end
pour lien de leurs intersections :

(v + kBY" (o 4 KBy ==

Cette génération du lieu nous conduit done au théoréme suivant, si nous
nous rappelons la signification des paramétres dans le cas o0 les axes pri-
mitifs sont rectangulaires : '

Trrorims 1. Etant donnés deuwr axes reclungulaires, et dewx points flues
wulres que { origine sur Uun de ces axes, si de ces deva points on méne respec-
tivement devx faisceavs de droites telles que le produit des puissances m™ ef
nme des seqgments quelles interceptent sur le second axe soit constant, le licu
des intersections de ces drvoiles dewx ¢ dewr sera généralement une courbe de
Pordre m + n, qui passera par les poles, les nombres m el n étant supposcs
entiers, posilifs et premiers enlre euw,

On obtient une conique, st m =n=1;
» une courbe du troisiéme ordre, si m=2,n=1;

» » du quatri¢me ordre, si s =3, n =1, ele.
Si, au lien de se donner entre [ et /' la relation
[ =,
["=fmet

m el 1 étant cncore enilers, positis et premiers enire eux, élimination de f
et /' enire les équations des deux droites conduirait a

on supposait donnée la relation

(o + Ky = (-1 KB e,

ce qui permet d’énoncer le théoréme :
Tagorine . Etant donnés devx axes rectangulaires, el dewx poinls fixes
autres que Forigine sur Uun de ces axes, si de ces dewx points on méne res- -
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pectivement dev faisceane de droites telles que le rapport des puissances
nye el n™ des segments qu'elles inter ceptent sur le second axe soit constant,
le tiew des intersections de ces droiles deur & dewx sera généralement une
courbe de Uordre m, les membres m el 0 élant supposes entiers, positifs et
premiers enfre cux, et m >

On obtient une droite, sim=n=1;

» une conique; sim=2,m=1;
» une courbe dn troisidme ordre, si m==3, n=10u2;
» » du quatridme ordre, si m == 4, n=10u 3 ‘etc.

Enfin, 'on pourrait se donner entre / et /7 une relation
“ﬂ '"if’"l —_ cln

a, étant un facteur constant, m, et n, des nombres entiers et posmfs et le
signe sommatoire s’élendant & un nombre quelconque de termes de méme
forme, dans lesquels les indices 1 sont successivement changés en 2, 3, etc.

Daus ce cas le lieu des intersections des droites (3) sera évidemment de
la forme

cay (p 4 kEy (y+ FprL ==t
et sera da degré m‘u‘que par la plus grande des sommes w1, By—-1,, €1C.

Nous obtenons ainsi un théoréme trés-général dont I'énoncé, analogue du
reste aux deux précédents, est implicitement renfermé dans la derniére
équation,

On pourrait appliquer cetle méthode en faisant usage de la transforma-
tion des coordonndes obliques en coordonnées bipolaires ; mais les théorémes
auxquels on arriverait ainsi seraient fort laborieux & énoncer, et ne différe-

vaient pas, au fond, des précédents.

Un autre mode de génération des courbes, au moyen des interséctions de
deux faisceaux de droites, peut se déduire également hien des formules de
transformation des coordonnées, soit obliques, soil rectangulaires, en coor-
données bipolaires, '

Toutefois, les coordonnécs bipolaires ne présentant awcun avantage suy
les coordonnées rectilignes pour ce mode de génération, nous I'indiquerons
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hriévement au moyen de ces derniéres. Nous ne I'avons pas donné au cha-
pitre qui traite de ces coordonnées parce que notre intention était de faire
découler d’un principe unique les propriéiés fondamentales des courhes de
tous les ordres. Quant & ces modes de génération aceessoires , leur place se
trouve pius naturellement ici; au reste, c’est la simplicité senle des formules
ui nous fait préférer les coordonnées rectilignes : on pourrait employer abso-
ment de la méme maniére les coordonnées bipolaires.

Considérons deux faisceaux de droites, les premiéres partant d’un point g}
sur T'axe des y, les secondes d’un point ' sur axe de z. '

Les équations de ces droites powrront se mettre sons la forme :

y _ a

Yoo @

7

1 ==
LS e

Si nous considérons x} et comme des variables, reliées entre elles par
une cerfaine équation, I'dlimination de ces variables entre cetic équation
et les deux précédentes nous donnera Péquation du lieu des intersections
des denx faisceaux.

Parmi les relations au moyen desquelles I'dlimination est la plus simple,
ligure en premiére ligne Pune des deux suivantes '

Y Ma

&g yo = qle et x"]m =c. y[fl'u,

ML et n élant toujours supposés entiers, positifs et premiers entre eux.
Si la premiére relation est donnée, on aura pour équatien du lieu :

y'”! :I:)"
1 1 — — | o g ys,
) (1= 2

Yo [

Si c'est, au contraire, la seconde, I'équation du licu sera :

( ,q.)u} ( .’E)"
Cyu ,1 o _| =™ 1 —_— .
1 X

u C ¥

Dans les denx cas, on peal donc énencer ce théoréme -
Taeonine . Eiant donnés dewe points sur devx axes fixes, si Con méne
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par ces deux poinls respectivement denx faisceaux de droites qui tnier-
ceplent, sur Laxe qui ne passe pas par le point de concours, des segments
dont les pissances respectives m™ et w forment un produit ou un rapport
constant, le liew de leurs intersections serd généralement une courbe de
lordre m -+ n. o ‘

Ce théoréme n'est qu'une extension d’un mode connu de génération des
coniques.

Nous ninsisterons pas davantage sur toutes les maniéres possibles d’en-
gendrer des courbes au moyen des intersections de faisceaux de droites; les
quelques exemples ue Nous e avons donnés montrent le role essentiel que
jouent, dans la plupart de ces générations, et Panalogie, sur laquelle nous
avons cru superflu de revenir encore dans 'énoncé des théorémes , et la mé-
thode des coelfficients indéterminés , ou des paramétres variables, pour nous
servir d’une expression dont le sens est moins amphibologique. Ges exemples
permettront & un lecteur nn peu exerce dappliquer immédiatement ces deux
procédés, dont la réunion constitue surlout notre méthode, & une multitnde
d’autres cas.

A mesure que nous avangons ot que nous pénétrons davantage Pesprit de
fa méthode, nous voyons que la série des théorémes anxqucls elle peat con-
duire semble inépuisable; c'est une raison pour nous de nous horner aux
plus importants; nous lerninerons donc ces applications par I'extension du
théoréme de Newton, et nous indiquerons ensuite quelle est la voie qui nous
semble devoir conduire A I'édification compléte d’une géométric des courbes
planes au moyen des seuls principes fort simples dontnous avons fait usage
jusqua présent. :

Considérens deux rayons vecteurs hipolaires faisant avec Paxe des poles
les angles ¢, ct ¢, dont nous désignerons los cotangentes par B, et y,; et deux
autres rayons vecteurs faisani respectivement avee les deux premiers des
angles constants A et B, additifs ou soustractifs, dont les cotangentes seront
désignées par p et ¢, et faisant avec T'axe des poles des angles ¢ et ¢ de
cotangentes 3 et y; de sorte que

=y + A, =y + B;
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d’olt 1 b4 —1
f+P Yoty

De ces formules résulte immédiatement que, s'il existe entre 5, et ¥, une
relation du #™ degré, entre § et ; il en existera une qui sera généralement,
mais an plus, du degré 2n, et qui pourra se réduire & un degré moindre dans
des cas particnliers ; d’ott le théoréme suivant, qui est Pextension de celui de
Newton :

- Tugontme V. — Exrtension pu tuiorine b Newron. Si dewx angles de
grandenr constante lowrnent awtowr de leurs sommets de manicre que Finter-
section de dewx de leurs colés parcoure une courbe du n»e ordre, les trois
autres points d'intersection des quatre colés paveourront, chacun, wne cowrbe
qui sera géncralement , muais au plus, de Fordre 2n.

Cas PARTICULIER. Si nous nous arrétons un instant au théoréme propre de
Newton, qui est relatif au cas ot I'intersection des deux c¢61és parcourt une

’

"+ Icﬁlzﬁ

droite

nous verrons aisément que le ierme en 8y de I'équation de Ja conique a pour
facteur ¢~ kp-—f, de sorte que si ce terme est nul, cest-d-dire si les
angles A et B sont tels que les rayons vecteurs d’un point du lieu cherché se
coupent sur la droite donnée, ce lieu se réduira & une droite, comme I'a fait
remarquer Newton.

NouvEAUX cAs PARTICULIERS. Mais I'analyse szgnale dautres cas particu-
liers ou le lieu se réduira & une droite et 4 'axe des poles; ce sera quand le
terme constant de son équation, qui est £p - ¢, ainsi que le facteur de 3,
qui est fg — kpq - 1, ou celui de y, qui est fp —]— k — pq, viendront a dlS-—
paraitre ensemble.

Cet exemple fort simple monire combien I'analyse pénétre p]llb aisément
que les autres méthodes jusqu'an coeur de la question; les cas particuliers
suivants nous en donneront encore d’aulres exemples.

Supposons que la relation donnée enire 5, et 7, soit

B + mBy -+ ury =G,

Tomr XXXIX. 10
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ce qui est I'équation d’'une conique passant par les poles; entre £ el y nous

(_ﬁp - '1) (M) + ete. =C;

f+p v

auarons -

dot Pénoncé suivant, donné par Chasles (*), Steiner (**) et Brasseur () :

Trtorine V. S¢ deux angles de grandewr constante lowrnend utour de
lewrs sommets de maniére que le point d'intersection de deux de leurs cotés
parcoure wne Section conique passant par lewrs sommets, les trois awlres
points d'infersection des colés de ces angles décriront chacun en particulier,
wne section condque passant aussi par les deux sommets.

Nofre démonstration semble au premier abord n'étre relative gu'au point
Tintersection des seconds cotés des deux angles; on I'étend aisément aux,
deux autres points en faisant A ou B égal a zéro, d’'ovt pon ¢ = .

(as PARTIGULIERS. lei encore Panalyse signale nn cas particulier remar-
quable, celui dans lequel la constante C est 6gale & pg; alors le lieu des inter-
sections des seconds cotés des angles est une droite. Le lien des deux autres
points d'intersection sera aussi une droite, pour le premier de ces points dé-

terminé par

A==0, si C=¢;
pour le second déterminé par

B=0, si C=p

Ces cas particuliers constituent Ia réciproque du théoréme de Newton.

Supposons maintenant que les angles ¢, et ¢, forment une somme ou une
différence constante; nous pourrons donc poser

cob (g = ¢)=0C
ou
py 71 =C(=x9),

ce qui est Péquation d’une conique. Donc :

Tutorine VI Si deux angles de grandeur constante lournent aulour de

(") Aperew historique, p. 337

() Systematische Entwickeling geometrischer Gestalten, p. 299, art. 16, _

(**) Sur une nowvelle méthode d’application de la géométrie descriptive d la recherche des
propriciés de Uétendue, art. 250; MENOIRES DE ’AcADEAIE ROYALE DE BELGigos , 1. XXIX.
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leurs sommets de maniére que denx de lewrs cotés fassent avee la droite qui
undt leurs sommels des angles dont lo somsme ou la différence est constunte,
les trois autres points d'intersection des cotés de ces angles décrivont, chacun
en particulier, une section conique.

La démonstration qui préciéde n'est relative qulan point d'intersection des
seconds cotés des deux angles; on I'étendra aux deux autres points, comine
on I'a fait dans le théoréme V, en partant de

L]

B =1
oty b)) = ————=0C
(9’1 1) {‘3’1 + o [

et en substitnant & 3, et y, leurs valenrs

—1 g1
op ; 9»=cot(g+B)m7q

By = eot (» 4+ A} =
By (3 + A) B+ —

H

et faisant enfin pounqg=co.

(e théoréme a é1é donné sous une autre forme par M. Chasles (*) pour le
premier cas, celui d’une somme constante; pour le cas d’une somme ou
d’'une différence constante par Steiner (**); 'analyse étend intuitivement le
théoréme, dans toute sa généralité, aux deux cas; elle signale aussi immé-
diatement lIes cas particulicrs qui peuvent se présenter, et qui sont trop
simples pour que nous nous y arrétions. Enfin elle permet de donner A tout
théoréme une forme tellement générale qulaucune autre méthode, nous
semble-t-if, ne pourrait y atteindre,

Ainsi le théoréme V est susceptible de la généralisation suivante :

Tutoreme VI — Extension pu rugorine V. Si deux angles de gran-
deur constante tournent aulowr de lewrs sommels de manicre que le point
d'intersection de deux de leurs cdtés parcoure une courbe du n™ ordye pas-
sant par leurs somanets, les trois autres points d'intersection des cotés de
ces angles déerivont, chacun en particulier, une cowrbe du méme ordre
passant aussi par les deux sommels.

En effet, en prenant ponr péles les deux sommets fixes, nous aurons pour

{7} Traité des sections coniques, art. 94,
(*") Lieu ¢ité, p. 300, art. 18,
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une courbe du 7™ ordre passant par les poles, une équation (ue nous pour-

rons mettre sous la forme :
za'fyy =G,

ot le signe somumatoire s'étend a un nombre quelcongue de termes de méme
forme dans lesquels la somme des exposants ne dépasse pas n; et il est clair

qu'en remplacant ‘
p — 4 vy —1
-1 9 PAr
frp v+

p; par ’ .
la nouvelle équation sera au plus du #" degré.

Le théoréme (VI) peut de méme se généraliser de la manicre swivante :

Tatortse VUL — Extession pu mnkonine VI Si deuw angles de gran-
deur constanie tournent aulowr de leurs sommets de maniére que deux de
leurs cotés fassent avee la droite qui wnit lewrs sommels des angles o, ef ¢,
dont les multples mcj;l et ng, forment une somme algébrique constante, les
trois autres points d'intersection de ces angles décrivont , chacun en par-
ticulier, une courbe qui sera généralement, maeis av plus, du (m -+ n)
ordre, 1 ef 0 élanl entiers, posiifs et premiers enire cux.

Eu effet, puisqu'on a par hypothése

: g == g == G,
I'on cn lirera
cob iy — a cot iy o 4 1
@ == cot ny
pour DPéquation du lien cherché, o désignant la cotangente de langle
' — € —mA = aB. Or si-Ton développe cot me et cot ng suivant les puis-
sances de col g et cot¢, il est clair que Péquation sera du degré m 47,
e q. f. d.

Cas pARTICULIER. On voit aisément quelle sabaissera au ™ degré (m étant
supposé plus grand que n) si @ == oo cesi-d-dire si

mA &= aB = C == mp, d= R,

“ou si la somme algébrique des muliiples de g, et ¢, “est égale & celle des
mémes multiples des angles constants A et B.
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Nous proposerons encore au lecteur de démentrer et d'étendre le théoréme
suivant qui est une auire forme plus générale du théoréme de Newton.

Thtoniwe 1X. Si deux angles d'un triangle tournent autour de lewrs som-
mels de maniére que dewx de leurs cotés se coupent sur wne droife passant
par le troisiéime sommel, les droites qui unissent deww & denx les points d'in-
tersection des edtés de ces angles avee les cotés opposés du triangle se cou-
peront sur une conigue.

Aipsi soient un triangle ABC ef les deux angles m,Am, — A 5w, Bm,—B

tournani autour de A et B de maniére que Am, et Bn, se coupent sur la droite

fixe Gp; si Pon wnit les poinis m,, n, et my, ny, ou M, n, et my, n,, par des
droites, les points d'intersection des deux premicres et des deux secondes
déeriront chacun une conique. |

Enfin, si I'on veut étendre le théoréme général déduit par M. Chasles ()
de sa propriété anharmonique des poinis d’une conique, le systéme des coor-
données bipolaires conduira aisément a énoneé suivant

Tuionine X. Eiant donnés dans un plan dewx transversales et deux
points fixes quelconques sur chacune d’elles; si autour de deux poles fizes
on fuil lourner deux droiles qut déterminent sur les dewx Iransversales res-

peclz'vemem deux seqgments s, el t, » 8y el T, lels que

’Sl 2 SQ n
(—~ + A= =u,
t t,

Ael p élant deux constanies, m ei n deux nombres entiers ef postiifs ; le

poind de concours des dewx: droites mobiles engendrera une courbe de Uovdre

(m + n) qui passera par les deus poles.

Nous n’avous pas fait usage, dans ce systéme dé coordonnées, de la
méthode générale que nous avons employée dans celui des coordonnées
rectilignes, parce qu’elle ne nous aurait pas conduit & des théorémes cssen-
ticllement différents de ceux que nous avons démontrés. La forme seule de
Texpression analytique et changé, et surlout celle de Pinvolution de 3n
'points, qui apparaitrait, dans ce nouvean systtme de coordonnées, comme
une relation angulaire, au lieu d’étre une relation de segments, Peut-étre cette

(") Apereu historique, p. 339,

Tig. X.
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aulre maniére de lexprimer conduirait-elle & d’aulres conséquences; mais
en nous livrant 2 cette recherche, nous nous écarterions du but de ce travail
qui est, non pasla recherche de propriéiés nouvelles, mais l'édification d’ane
méthode destinée & faire découvrir ces propriéiés.

La méme raison nous engage A supprimer complétement les énoncés et
les démonstrations des théorémes corrélatifs de ceux auxquels nous a con-
duit Pemploi des coordonnées bipolaires. On a vu, au chapitre des coor-
données tangentielles, la méthode générale qui permet de passer d’un lieu
géométrique du ™ ordre, défini par un systéme de points, & un lieu de la
u™ classe , défini par un systéme de tangentes.

Cette méthode appliquée au sysiéme de coordonnées bipolaires conduirait
immédiatement anx théorémes corrélatifs des précédents.

Avant de terminer Papplication de notre méthode & I'élude des courbes
planes, nous en indiguerons encore une fois les caractéres généraux, (qui
pourront. étre saisis plus aisément aprés les divers exemples que nous en
avons donnés. |

Une ligne courbe peut étre considérée, soit comme le liew géométrique
dun systéme de points, soit comme l'enveloppe d'un systéme de fangentes.

Occupons-nous d'abord de la premiére génération.

Pour qu'un point engendre une ligne, il faut quil varie de position sui-
vant une loi déterminée, et par suite que les éléments qui déterminent la
position de ce point soient variables, et qu'il existe entre eux une relation
telle qu'en donnani & 'un d’entre eux une valear arhitraire, les autres soient
complétement déterminds.

De ce principe résulie la classification des différents modes de génération
d'une courbe au moyen d'un point mobile. Ce point pent en effet :

1¢ Etre déterminé de position par différents éléments;

2° Varier de posilion en vertu de différentes lois ou relations entre ces
éléments,

La combinaison de tous ces modes constitutifs de génération entre eux
conduirait évidemment & toutes les courbes possibles; et 'étade de chaque
systeme de courbes sera le plus simple quand on aura trouvé Pexpression
la plus simple des deux modes constitutifs de sa génération.
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11 est clair que chacan des modes de détermination d’un point pourrait
se réduire & I'un quelconque d’entre eux; mais si Pon faisait cette réduction,
la loi simple qui existait entre les éléments du premier mode affecterait une
forme généralement plus compliquée, parce qu'on devrait Pexprimer an moyen
des éléments du dernier; cest ainsi que la loi simple qui relie les coordon-
nées polaires d'un point d’une spirale deviendrait fort compliquée si I'on
exprimait ces coordonnées en fonction de coordonndes rectilignes par exemple.
(est pour celte raison que, loin de vouloir réduire 4 un seul les modes de
détermination du point, I'en doit, au contraire, étudier la génération des
courhes dans chacun dé ces modes; et si la géométrie analytique a parn,
quelgues esprits distingués, moins riche que Ia géométrie synthétique, c'est
qu’ils ont eru, & tort, qu'elle était plus bornée de sa nature dans les modes
de détermination du point (*). '

Nous devons donc, pour établir dans un systéme ordenné Ia génération
des courbes planes, commencer par rechercher quels sont tous les modes
possibles de détermination du point dans le plan. '

Or un point n'est déterminé de position que par rapport & d’autres points

("} Les lignes qui suivent, extraites du mémoire de Brasseur, toul cn eonfirmant notre opi-
nion, témoignent de la profondear de vues de ce géométre éminent que nous sommes heureux
d’avoir cu pour maitre, et dont nous signalous avec admiration et reconnaissance les travaux 3
Pattention des amis de la géoméirie. ' '

« Les systémes de lignes mentionnds dans les théorémes précédents, font en géoméiric syn-
thétique, fe méme office que les sysiémes de coordonnées rectilignes en gométrie analyligue;
ctl’on voit gue la gdoméirie synthétique est beauconp plus riche en systémes de coordonndes
que ne I'est la géoméirie analylique. '

» En outre, [a gdométrie synthétique sait tirer un plus grand parti d’un méme systéme de
lignes considérées comme ordonnées. C'est ainsi quwen n'ayant recours quh des systémes de
lignes droites, pour définir par des relations descriptives les courbes du second degré , on pourra
le faire : 1° par Pintersection de deux sysiémes de droites respeciivement paralléles & deux
droites fixes; 2° par Iinterscetion de deux systémes de droites qui concourent respectivement
en deux points fixes; 3¢ par lintersection d’un systéme de droites paralléles avee un systéme
de droites qui eoncourent en un méme point; 4° par un seal systéme de droites fangentes 4
une méme courbe du second degré. A cela nous ajoutcrons que parmi les divers systémes de
lignes qui, par leurs interscetions » produisent un méme lien géoméirique, on pourra remarquer
que plus le degré de ces lignes (ordonnées) est élevé, ct plus est simple Pénoncé des conditions
auxquelles doivent satisfaire cos denx systémes de Jignes pour produire ce lieu géoméirique. »
Brasseur, 1. eit., art. 58,
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supposés fixes. Mais cette délermination nécessite l'introduction d'un élément
auire que le point : ¢’cst la distance, qui, avec I'idée de la droite, donne en
méme temps celle de la divection.

Le point et la droite, tels sont donc les deux éléments primitifs de la géné-
ration des eourbes planes.

La position du point pourra se déterminer, an moyen de conventions
auxiliaires, par ses distances, soit & deux points, soit & deux droites fixes, soit
4 un point et & une droite fixes; et en sc donnant, entre ces deux distances,
_certaines relations, on déterminera déja un nombre illimité de lignes planes.

Ces lignes, prises deux a deux, formeront de nouveaux systémes au moyen
desquels on pourra déterminer la position d'un point; ainsi, pour ne prendre
que quelques exemples, on pourra déterminer ua point;

1o Par une droite sur laguelle il est situé, et par sa distance & un point
de cette droite; et ceite droite elle-méme, ainsi que l’omgme des distances,
pourront étre détermindes de différentes maniéres ;

90 Par la distance de ce point & un antre point donné, et par langle gue
la direction de cetie distance fait avec une direction donnée, le point et la
direction donnés pouvant étre déterminés de dilférentes maniéres.

3o Par l'intersection de deux droites données, ces deux drmtes pouvant
‘étre également détermindes de différentes maniéres ;

k> Par Tlintersection de deux quelconques des lieux déterminés précé-
demment. '

Fn faisant varier snivant une loi déterminée les deux éléments qui fixent
la position d’un point, on obtiendra de nouveaux lieux géométrigues; et il va
de soi que Pon pourrait procéder indéfiniment de celle maniére,

La loi qui relie entre cux les deux éléments de Ia délermination du point
est la définition méme du liew géométrique engendré par ce point, et
Pexpression analytique de cette loi est I'équation du lieu. Les propr iétés de
celui-ci résnlteront de Pétude de son équation au moyen des propriétés pré-
cédemment connues des éléments de délermination du point.

Ces propriétés sont de deux naiures, les unes descriptives, les autres
métrigues.

Les premiéres peuvent toujours se déduire de I'équation méme, quels que
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soient les élémenis de détermination quon emploie; quant aux secondes, il
importe, pour gqu'on puisse les découvrir aisément, que Pexpression analy-
lique de ces éléments renferme déjd en eclle-mdme une rvelation métrique.
Cest ainsi que, dans le systéme des coordonndes rectilignes, on los deux
éléments sont des droites, on arrive aisément an théorémes de Pappus et
de Desargues, 4 cause des relations méiriques qu'il est aisé de découyrir dans .
Péquation méme de la droite,

Si Pon réalisait ce programme, on voit que I'on arriverait 4 une classifi-
cation systématique de toutes les courhes engendrées par le mouvement d’un
point; mais ce programme est nécessairement illimité, et la géomdirie sapé-
rieure ne pent dongc Pas avoir pour ohjet de le réaliser, majs d’indiguer les
méthodes au moyen desquelles on peut arriver aux propriétés de quelque
courhe donnée que ce soit, - "

Cest anssi 13 I'objet QUe nous avons eu en vue en traitant les exemples
qui précédent, et la méthode & suivre dans I'étude de la couwrho donnée
géométriquement peut-se résumer dans cette régle : -

On commence par chercher, dans Ia définition méme do la courbe, quels
sont les éléments qui déterminent de Ia maniére la plus simple la position
d’un de ses points, et qui ont en méme temps entre eux la relation la plus
simple en vertu de Ia définition donnée; on recherchera quelles sont es
relations métriques qui sont implicitement contenues dans expression ana-
lytique de ces élémenis ; et Pétude de Péquation de Ja courbe au moyen des
équations de ces éléments et des propriétés descriptives et métriques de
ceux-ci, conduira aux proprictés descriptives et métriques de la courbe,

Il nous resterait a développer également la génération .d’une eourhe con-
sidérée comme Ienveloppe d’une droite mobile; mais, comme nous Pavons -
déja fait observer, ct comme il ressort du reste A Pévidence du principe de
dualité, & chaque sysiéme d’éléments qui déterminent Ia position d’un point,
correspond un systéme d’éléments tangentiels; et par suite 4 toute propriété,
soit descriptive, soit métrique, dune courbe engendrée par le mouvement
d’un point, répond une propriété corrélative d’une courbe engendrée par le
mouvement d'une droiie. ‘

e

Toue XXXIX. , 11



Nous avons, dans le livre qui préeéde, étendu, au moyen d’une analyse
fort simple, les théorémes fondamentaux de la haute géométrie aux courbes
supéricures planes, pour lesquelles la plupart de ces théorémes navaient pas
encore 6té découverts, malgré la profondeur et la pénétration des géométres
qui, depuis le commencement de ce siécle, ont fait faire a la seience plus de
progrés quelle n'en avait réalisés depuis la grande époque de Descartes,
Pascal, Desargues ¢t Newton. Il nous a paru superflu de revenir sur les
théorémes qui, comme celui de Carnot et celui de Gotes, s'appliquent de la
maniére la plus générale A toutes les courbes algébriques planes. '

La méthode que nous avons suivie nous a conduit également & d’autres
propriétés fort intéressantes et trés-géndrales, que nous publierons prochai-
nement, mais que nous n'avons pas encore classées de maniére A les faire

rentrer dans le cadve de ce travail, Cest pourquoi nous préférons borner ici
" notre étnde des courbes planes.

Dans le livee suivant, nous étendrons aux surfaces algébriques, pour
autant que cette exlension leur soit applicable, les théorémes de Pappus el
de Desargues, ainsi que leurs corrélatifs, les théorémes de Pascal et de Brian-
chon, et enfin le théoréme de Newton.



LIVRE 1L

GEOMETRIE SUPERIEURE DANS IESPACE.

La méthode que nous venons de développer dans I'étude des courhes
planes peut éire appliquée sans difficalté 4 I'étude des surfaces, et elle nous
fera découvrir, pour les surfaces da second degré, tous les théorémes analo-
gues & ceux dc Pappus et -de Desargues, & leurs corrélatifs, et 4 ceux de
Pascal et de Brianchon; nous donnerons en outre quc]que% corollaires prin-
cipaux de ces théorémes.

Ces mémes théorémes pourront s’étendre, comme nous le verrons , d'abord
aux surfaces du troisiéme ordre et de la troisiéme classe, et ensuite, mais
‘dans des cas particuliers seulement, aux surfaces d’un ordre et d’une classe
supérienrs, jusqueau cinquicéme inclusivement, '

Deux motifs nous engagent & suaivre ici la voie inverse de celle que nous
avons adoplée dans Pétude des courbes planes, cest-a-dire 3 remonter du
particulier au général,

Le premier de ces motifs, c’est que les propriétés, précédemment énumé-
rées, des surfaces du second degré, par la théorie desquelles nous commen-
cerons, ne sont pas connues, et demandent, pour cette raison, & étre traitées
en détail, tandis que pour les coniques toutes ces propriétés étaient connues,
A une légére exception prés, et qu'il était inutile que nous les développions.

Le second motif tient & ce que les propriétés des surfaces du second degré
ne sont pas susceptibles d’étre étendues, dune maniére générale, aux sur-
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faces d'un degré supérieur, tandis que celles des coniques pouvaient éire
egardées comme des cas particuliers de propriéiés appartenant d'une
maniére générale & toutes les courbes qui ne dépassent pas le cinguiéme
ordre ou la cinguiéme classe. ' '

Nous représenterons par 8, = 0 I'équation compléte d une sur ace du %
ordre, et par P, —0 I'équation d’'un plan

i

Ag By + Cz—E, =10

les coefficienis A, , ete., étant généralement de fa forme g, + ), ] , ele.

Nous appellerons polyédre de n faces inserit & une surface du 0™ ordre nu
polyédre dont chague face passe par n généralrices rectilignes (réefles on
imaginaires) de la surface; et systéme de deux polyédres conjuguds de v,
n -1 4, n4-2.... faces, inserils ¢ une surface di 0™ ordre, deux polyédres
den, n--1,n 4 2...faces, tels que chaque face de Pun passe par n généra-
trices (i‘éél]C'S ou imaginaires) apparienant & n faces distinctes de I'autre
pelyedre. ' '

Ainsi un diddre inseril & une surface du second degré est un diédre dont
chaque face passe par deux géndrairices rectilignes (réelles ou imaginaires)
de la surface; et un systéme de deux diédres, triédres, .... conjuguds inscrits
4 ane sarface du second degré, est un systéme de deux diédres, triedres, .
tels que chaque face de T'un passe par denx géndratrices appartenant & deux
faces distinctes de lautre. |

Les faces opposées, dans deux polyédres conjugués de » ou n ~+ 1 faces
- inserits & une surface du #™ ordre, seront celles qui ne passeront point par
une méme génératrice.

II résulte de la définition du polyédre inscrit que son mterscctlon avec la
sutface forme un polygone gauche dont les colés sont des génératrices recti-
lignes (réelles ou xmaglnalres) et que nous appelons polygone inscril & la
surface. : ‘

Nous insistons déja ici méme sur fa puissance de cette COIlSld(‘l ation des
plans et des droites imaginaires, puissance qui se manifeste hien plus encore
dans la théorie des surfaces que dans celle des courbes.

Afin de ne pas avoir A vevenir sur ce point dans I'énoncé de chaque théo-
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réme, nous conviendrons dés & présent que chague fois quiil sera question
d’un point, d'une droite, ou d’'un plan, nous sous-entendrons qu’ils peuvent
étre vécls ou imagiaires; et les quelques considérations générales qui suivent
ne seront peut-éire pas sans utilité dans Iapplication des théorémes. -

Tout plan- imaginaire renferme une droite réelle; car I'équation

P+ QV—1—0,

ou I* et @ sont denx fonctions lindaires et véeiles de z > ¥, % est satisfaite par
les équations simultandes P — 0, Q = 0, qui représentent une droite réelle.
Une droite imaginaire peut provenir, soit de I'intersection de deux plans
imaginaires, soit de celle d’un plan réel par an plan i imaginaire.
Dans le premier cas, elle wa généralement ancun point r{,el dans le
- second clle cn a toujours un.
Car soit la droite déterminde par Pintersection des deux plans

PrQV T—=0 et PaQ V=10,
cetle droite waura de point réel que si les qualtre ¢quations
P=0, Q=0, P=0, =20

peuvent étre satisfailes par un méme systéme de valeurs de x, ¥, Z; dans
ce cas il est clair que les équations des deux plans peuvent se ramener i la

forme
P+QV —1=0 ot P'=0,

Deux plans imaginaires conjugués ont une intersection réelle. Car ces deux
plans, ayant des équations de Ia forme

P+QV =0 e P -QV -1

se coupent évidemment suivant la droite réelie



Fig. X1

82 FONDEMENTS D'UNE GEOMETRIE

Il en est évidemment de méme de denx plans dont les équations sont de

a forme _
' P+QV - 1=0 ¢t aDP+b.QV —4=0

De Ia résulte que les deux droites imaginaires, provenant de Pintersec-
tion de deux plans imaginaires conjugués ou des deux plans préeédents par
un plan réel, se coupent en un point réel; ou bien encore que le plan qui
passe par deux droites imaginaires qui se coupent en un point réel est un
plan réel. Au contraire, les deux droiles imaginaires, provenant de I'intersec-
tion de deux plans réels par un plan imaginaire, se coupent en un point
imaginaire.

SURFACES DU SECOND DEGRE.

CHAPITRE L

COORDONNEES RECTILIGNES PONCTUELLES.

Lemne roNDAMENTAL. Toute surface du second degié peut se représenter

par une équation de la forme _
N R 3 S 0}

k el les paramétres de P, étant donnés, ceux de P, Py, P, étant a déterminer.

En effel, Péquation compléte du second degré renferme neuf paraméires;
on a done neuf équations pour déterminer les neuf paramelres inconnus,

La constante & pouvant recevoir une infinité de valeurs arbitraires, on
voit qu'a tout plan donmé P, correspondent une infinité de systémes de plans
P,, P,, P, tels que I'équation de la surface puisse se meitre sous la forme (1).

Cette équation est satisfaiie par les valeurs tirées de I'équation P,—0 ou

, — 0 combinée avec I'une des équations P, — 0 ou P; = 03 il en résulte
que les quatre droites, intersections des deux plans P, et P,; P, et Py; Pyet
p.; P, et P,, que noas désigncrons respectivement par dy, d;, d,, dy, sont
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des génératrices de la surface; de plus que les droites o, ¢l d;, ainsi que d,

O

el d, situées, les deux premiéres dans le plan Py, les deux secondes dans le-

plan Py, se coupent nécessairement en un point de la surface; enfin qu'il en

est de méme des droites d, et d, situées dans le plan P, d, et d, situées .

dans le plan P, | ‘

Nous avons donc affaire & un systéme de deux dicdres conjugués inscrits
ou & un quadrilatére gauche inscrit & une surface du second degré, et formé
de deux couples de génératrices apparienant & chacun de ses deux modes de

génération; appelons 0, 1, 2, 3, les sommets de ce quadrilatére, respective-

nent opposés aux faces Py, P,, P,, P,; al dbs 9, dy, & les distances dan
point quelconque de la surface a ces quatre pians; en nous rappelant que la
_distance d’un point A un plan P, = 0 est proportionnelle & P,, nous pour-
rons conclure de I'équation (1):

L. THEOREME ANALOGUE A cpLut pE Pappus. Dans systemne de dewx
dicdres conjugués inscrits & une surfuce du second degré, les produits des
distances d'un point quelcongue de la surface aux deww couples de faces
opposées de ces dicdres sont analogiques; ou bien ;

- Quand wn quadrilatére gauche est inscrit ¢ une strface du second degre,
les produits des distances d'un point quelcongue de lo surfoce aux deusx:
couples de fuces opposées du quadvilutére sont analogigues ‘

1l est & remarquer que chaque face, passant par deux génératrices, con-
stitue un plan tangent 4 la surface an point d’intersection de ces génératrices.

Ge théoréme peut naturellement donner liew & des corollaires nombreux
relatifs anx polygones inserits d’'un nombre de cotés plus considérable.

Considérons, par exemple, un systéme de deux triddres conjuguds. inscrits
ou un hexagone gauche inscrit de cotés dy, dy, dy, d;, d,, dg: et de sommets
0,1,2,3,4,5,et0/, 1/, 2'; cet hexagone détermine en chacun de ses son-
mets un plan tangent; nous appellerons les plans tangents aux points 0, 2, 4
faces paires, les plans langents aux points 1, 2, 3 faces impaires; enfin les
plans tangents aux points 0/, 1/, 2/ faces diagonales; et nous désignerons
les distances d’un point quelconque de la surface & ces neuf plans, pris dans
I'ordre précédent, par

0os 2, 051 6y, i, by ), 4, 4L

Fig. XII,
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Décomposons hexagone en deux (uadrilatéres

dydded, et ddidudy, de sommets 4, %, 0, 1 et 021 2
puis en dyludid, ot ddgdyly, de sommets 2,4, 35, 1 et 0,5,0,927

et enfin en didds el dydgdydy, de sommets 0, 4, 5, 0 et 2,b,1,2;
et appliquons & ces quadrilatéres le théoreme de Pappus, nous aurons

Byde = didyy Ay = dds,
&by - A Gl Gl
ddi — o5 ddy - Sida

En multipliant ces analogies deux & deux, nous aurons :
(}‘gf)\g Jj — ()‘,;[31. a;;
en multipliant les trois secondes enire elles :

Fady Jady 0y dy — AP0 8’
et de 14 nous conclurons : '

Sudyd, — N dudy - b8
ce qui peut s’énoncer :

GoroLLane. Pans un systéme de denx tricdres conjugues inscrits & wne
surfuce du second degre, les produils des distances dun point quelconque
de la surface avwx faces paires, aux faces impuires el aw faces diagonules
sont analogiques; on bien :

Dans un hexagone formé de siv génératrices apparienant {rois 4 trois
awe dewx modes de génération d'une surfuce du second degré, les produils
des distances d'un point quelconque de la surface. aux fuces paires, aux
faces impaires ¢l aux faces diagonales de cet hexagone sont analogiques.

11 serait facile d’étendre cette propriété & un polygone inscrit d'un nombre
pair quelconque de cités, appartenant par moitié & chacun des denx modes -
de génération; c’est ainsi, par exemple, que pour I'octogone on aurait

Byddede - 0,8ty G6AS KA.

- 11 est inutile que nous nous étendions sur la démonstration qui est iden-




SUPERIEURE CARTESIENNE. ' 85

tique A celle que nous avons donnée d’nne propriéié analogue dans un travail
antérieur sur les coniques (*). '

On passerait d’un polygone d’un nombre pair, & un polygone d'un nombre
impair de clés; en faisant coincider deux génératrices d'un méme mode
appartenant an premier de ces polygones, _ _

Nous ne nous arréterons pas davantage au théoréme de Pappus, et nous
allons montrer que la méme forme générale de I'équation des surfaces du
second degré, qui nous y a conduit, nons donne immédiatement le théoréme
de Desargues.

. Gette forme est : P=KPPs . . L

’

Supposons que I'équation de chacun des plans P soit de la forme
P=2z 4+ ax +by‘——c:O.

Si par un point #, y, = de la surface nous menons un plan paralléle & P,
et que nous appelions y le segment que ce plan interceple sur Paxe des z,

son équation sera
Z 4+ ax -+ by — 9 —=0;

de sorte que Péquation du plan P pourra s'écrire :

y—c=10;
et celle de la snrface :
o —e) Gr— ) =k {3, — ¢) (5 — )5

Yo €lANL ce que devient y quand on affecte les parameétres « et b des indi-
ces 0... .

lei, comme plus haut, nous avons affaire 4 uu sysitme de deux diédres
conjuguds inscrits, ou & un quadrilatére inserit dont les faces opposées sont
PyetD,, P et P, _

Goupons actuellement les quatre faces par une transversale qui les ren-
contre en O ¢t 0,, O, et 0, el qui renconire Ia smlace en M et M.

Supposons d’abord que les quatre plans que nous avons mends paraliéle-
ment & ces faces passent par M; la poriion OM de la transversale, qui est

() Bulletins de U deadémie, 9me série; 1 XXVIIL, e 7.

Tosr XXXIX. ' 12

Fig. XIIL
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interceptée entre deux plans paralléles, formera avec un segment MN, paral-
léle & 'axe des 2, et interceplé entre ces mémes plans, un triangle GMN dont
le coté MN est égal & y,— ¢;; NOUS aurons done

sin NOM

N = sin ONM .

Supposons en second licu que les quatre plans menés parallélement aux
faces dn guadrilatére passeni par M’; nous aurons de méme :

Y (o=

., Sin N'OM’
sin ON'M

£t comme les angles NOM et N'OM'; ONM et ON'M’ ont leurs cotés paral-
[éles, ces deux égalités divisées membre & membre donneront :

o —0g OM
%~ fo - “()_M—'
De méme nous obtiendrons :
n—e  OM
yi—e  OM
vp— G O.M

¥ — Ca = 6&? ’
et
D & R Ca O;M

A o
d’ou enfin, en vertu de I'éguation de fa surface

OM . OM oM .OM

’ o el (3
OM . OM  OM.OM

Cette équation exprime e théoréme suivant, qui est Panalogue de celui de
Desargues pour les coniques :

1l. THEOREME ANALOGUE A CELUI DE DEsarcuws. Dans un systéme de dewx
dicdres conjugués inscrils @ une surface du second degré, une transversale
quelconque rencontre les dewx couples de faces opposées, et la surface, en
trois couples de poinis qui sonl en involution ; 0w hien :

Dans un quadrilaiére gauche inscrit ¢ wne surface du second degré, une
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ransversale quelcongue rencontre les dewx couples de faces opposées et lu
surface en trois couples de points qui sont en involution.

L’équation (2) ne différant en rien de celle qui exprime Iinvolution dans
les coniques, peut naturellement se mettre sous les diverses formes qu’on a
données & celle-ci, et qui conviennent plus spécialement A la démonstration
de certains corollaires. Parmi ceux-ci, nous ne citerons que le snivant qui
nous conduira au théordme analogue 4 celui de Pascal.

CoroLLARE. Lovsque dewx systémes de diedres CONJUGUES INSCPiLs i une
surface du second degré sont situds de telle manicre que les infersections de
wois de leurs faces dewx ¢ deux sappuient sur une méme droite, Uintersec-
tion des quatricmes [aces Sappuiera sur cetle droite; si les trois premiéres
inlersections sont situdes dans un méme plan, lo quatricme y sera dgalement
situce,; ou hien : '

Lorsque devx quadrilutéres qauches inserits ¢ une strfuce duy second
degré sont situés de telle manicre que les intersections de trois de leurs faces
dewx & deux s appuient sur une méme droite, Uintersection des quatriémes
faces s'appuiera sur cette droite; si les trois premicres intersections sont
situdes dans un méme plan, la quatriéme y sera également situde.

Commencons par démontrer Ja premidre partie de ce corollaire.

Si nous considérons la droite, sur laquelle s’appuient les intersections des
trois couples de faces, comme une transversale qui rencontre les faces du pre-
ier quadrilaiére en 0, 0,, 0,, 0;; celle du second en 0, 0,, 0,, 0., et la
surface en M et M'; en appliquant le théoréme de Desargues, nous aurons :

OM . 0,M OM . 0M OM . M

oM. OM' — QM. O;M O,M’ 0; ’\l"

par suite :
- OM _ OM
oM O _’

d’ott résulte que O, et O} coincident, ¢. ¢. /. d.
La seconde partie se démontrera an moyen de deux trausversaleb situées
dans le plan donné.
Les deux parties de ce corollaire conduisent & la conséquence suivante
HI. TmgorEME ANALOGUE A cELUI DE Pascar. Dans un systéme de dewx
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triedres conjuguds inserits & une surface du second degré, les faces opposdes
se coupent suivant trois droiles situces dans un méme plan; ou bien :

Dans un hewagone gauche formé de six yéndratrices apparienant trois
i trois qux deux modes de génération, les faces opposces se coupent suivant
trois droites situdes dans un méme plan.

Considérons un tricdre formé de trois faces 0, 2, 4, déterminant respec-
tivement des générairices d,; et dy; d, et dy; d; et aﬁ' un triedre conjugué au
premier sera formé de trois faces telles que 1, 3, & passant respectivement
par.d, et d,, dy et d;, d, et d,, Et les faces opposces de ces deux triddres
seront celles (ui w’aurent aucune génératrice commune: 0 et 3, 4 et4, 2 el 3.
De méme le iriédre 07, 1/, 27 pent étre regardé comme conjugué a0,1,2;
et Jes-faces opposdes seront alors 0 et 0/, 1 et 11,2 et 2/,

I g'agit de pr'ouvei‘ que les faces 0 et3, det &, 2et 5 ou 0 et OV, 1 et
1', 2 el 2! se coupent suivant trois droites sitnées dam un méme plan.

01‘ les deux quadrilatéres gauches inscrits 1050° et 23490’ ont une face
commune 0'; les faces 1 et 4, 2 et 5 se coupent suivant les droites 0’2" et
01! situdes dans le plan 0/4/2; donc les faces O et 3 se coupent suivant
une droite située dans ce méme plan; propriété évidente, du reste, si I'on
suppose connue la double génération des surfaces du second degré, puisque
cette intersection est la droite 1’2’ '

“Tel est done, pour les surfaces du second degré, le théoreme analogue
A I'hexagramme mystique de Pascal, théoréme dont I'Académie avait mis

“la recherche au concours dés 1826, et que Dandelin énoncait A la méme

époque, ainsi que son corrélatif (%), mais pour hyperboloide seulement,
sans qu'il parit se douter que ¢'était bien la le théoréme demandé.

1 est vrai que certains auteurs modernes, n'imitant pas la modeste réserve
de Péminent anteur de 1Apergu historique, ont donné, comme I'analogue du
théoréme de Pascal, une propriété découverte par ce géometre, et au sujet .
de laquelle il s'exprime en ces termes (™)

« Cette nouvelle question de Académie woffrait point, comme Ia pre-
» miére, de grandes difficultés. Nous donnons dans la note XXXII Pénoncé

(") Nouveaux mémoires de U Académie de Bruxelles, t. 111; 1826.
{**) Apercu historique, p. 246.




- SUPERIEURFE CARTESIENNE. 89

d’un théoréme qui nous parait la résoudre, car il exprime ane propriété
générale d’un tétraédre et d'une surface du second degre, analogae
la propriété d’un triangle et d’une conigue qu'exprime le théoréme de
Pascal » (*). ‘ _
Eovisagée sous ce point de vue, la propriéis énoncée par M. Chasles pré-
sente certainement de Fanalogie avec celle de Pascal ; mais & un point de
‘vae absolu, on ne peut pas affirmer qu'elle en soit Panalogue, puaisqu’elle ne
semble pas renfermer celle de Pascal comme cas particulier, _

La propriété que nous avons énoncée, au contraire » présente indubitable-
ment ce caractére; et quoique nous nous fussions attendu » nous Tavouons, a
ce que le théoréme analogue A celui de Pascal dans les surfaces du second
degré nous conduisit 4 une propriété nouvelle de ces surfaces, et non pas
simplement A une propriété qui résulte immédiatement de leur double généra-
tion, il a bien fallu nous rendre A Pévidence, et reconnaitre qae cetle simple
propriété constitue hien le théoréme analogue & celui de Pascal. En elfet,

1° Elle a ce dernier comme corollaire immédiat, lorsqu’on coupe par un
Plan les six cotés de I'hexagone gauche (**);

(*) Voici, du reste, énoncé de eette propriéié : .

Quand lcs six arétes dun tétraédre, placé d’une maniére queleonque dans Pespace, ren-
coufrent une surface du seeond degré en donze points, ces douze points sont trois & trois sur
quatre plans dont chacun contient trois points appartenant aux trois ardies issues d’'un méme
sommet du téiraédre ; : ‘

Ces quatre plans ren_contfent respectiveinent les faces vpposées A ces sommets > suivant quatre
droites qui sont les génératrices 'un méme mode de génération d’un hyperholoide & une nappe.
(dpercu historique, p. 400.)

(") De toutes les démonstrations qu’on a imaginées du théoréme de Pascal, peut-éire n’en
esi-il pas de plus élémentaire que celle qui se tire de cette Propriété, en ce sens qu'elle n'exige
que Ia connaissance de Ia double génération de Ihyperboloide A une nappe. Cest pourquoi
nous neus permettons de donper joi cette démonstration | qui pourra intéressep quelques lee-
teurs, et que Dandelin avait déja fait connattre dans le travail cité plus haot. o

Si nous considérons 'hexagonc gauche dodddzdid,, et dans celni-ci trois systémes de faces
opposées deux A deux, comme dotl et dyd,; dydy et dyl,; dyfd, ot dydy 5 il vésulte évidemment de la
double génération que, chaque couple de faces opposées ayant avee 'un des autres conples deuy
génératrices communes appartenant aux deux modes de génération, Vintersection de deux faces
opposées queleconques aura un point commun avee Finterscetion de deux autres faces opposées ;
el par suite que ces {rois intersections, formant un triangle, sont situdes dans un méme plan.

Or, si nous menons un plan quelconquc, qui coupe les six génératrices de cot hexagone aux



90 FONDEMENTS D’'UNE GEOMETRIE |

90 Elle donne la génération de la surface an moyen de cing génératrices,
comme le théoréme de Pascal donne celle d'une conique au moyen de cing
points (*); _

30 Elle est relative & deux triedres conjugués, comme celui-ci Test a
deux triangles conjugués ;

e Elle a pour corrélative, comme nous le verrons plus bas, la propriété
suivante, découverte également par Dandelin, pour I'hyperboleide, et qui est
Papplication littérale du théoréme de Brianchon aux surfaces du second degré :

Dans un systéme de dewr triddres confuguds inscrits a une surfuce du
second degré, les droites qui wnissent deux (. devi les sommels oppuses con-
courent en un méme point ().

5o Enfin nous verrons que des propriétés tout & fait analogues se mani-
fostent dans les surfaces du (roisiéme ordre et dans celles de la troisiéme
classe, ainsi que dans certaines surfaces de degrés supérieurs, de méme que
" nous avons trouvé les théorémes analogues & ceux de Pascal et de Brianchon
pour les courbes de degrés supériewrs. '

Sil fallait, du reste, apporter d’autres preuves a Pappui de P'analogie,
oserions-nous dire de I'identité des deux théorémes, nous n'aurions (ua
invoquer la marche identique que nous avons suivie dans I'exposition de fa
théorie des courbes et de la théorie des surfaces : interprétation de I'équa-
tion, théoréme de Pappus, théoréme de Desargues, corollaire de celui-ci,

points 0, 1, 2,3, 4, 5 et la surface suivant une conigue passant par ces six points, il est clajr
que nous aurons affaire & un hexagone inscrit & cette conique, ct dont les edtés opposés sont
lcs intersections de son plan avee les faces opposées dc Thexngone gauche; mais ceiles-ci se
coupant deux i deux suivant trois droites sitnées dans un méme plan, ceux-la se couperont en
trois points situés en ligne droite.

En donnaut ce nouvel cxemple du passage dune propriété de I'espace & une propriété du
plan, nous ne prétendons nuilement nous déclarer partisan de cette méthode, suriout au point
de voe philosophigue. ' N

{*) Nous disons cing génératrices, parce que ce nombre de droites peut étre indispensabile
pour déterniner la surface : par exemple dans le cas d’'un eylindre ou d’un chne, ou éncore
dans le cas ot deux de ces cinq génératrices en coupent deux autres. An reste, si 'on donne
trois génératrices non situées deux 4 deux dans un méme plan, lesquelles sont suflfisantes, il.
sera facile d’en déterminer denx aulres. ‘ :

{(**} Nous ferons remarquer que ces triddres ¢tant A la fols inserils et circonscrits, chaque
propriété et sa corrélative se rapportent & une seule et méme figure. :
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théoréme de Pascal. Tous occapent dans les deux théories, et nécessaire-
ment, fes mémes places; tous se déduisent de la’ méme maniére les uns des
autres; & ce titre done nos Propriétés des surfaces du second degré sont
parfaitement analogues & celles des coniques, Nous ajouterons que lontes cos
propriétés ont leurs corrélatives, dont nous nous occuperons plus has; et
que le théoréme de Brianchon a d’une maniere plus frappante peut-étre que
celui de Pascal, comme nous venons de le voir, son similaire dans les sar-
faces du second 'degré, ce qui compléte Panalogie absolue qui existe entre
10s théorémes relatifs A ces surfaces » ¢t ces deux théorémes si fameux dans
Phistoire de la géométrie, , '

Aussi nous osons espérer que tous les géométres voudront bien se rallier-
& notre opinion, et nous nous en vemelirons volontiers, sur ce point , an
jugement du grand géoméire francais, dont la loyauté et Ia modesie ne
brillent pas moins que Pérudition et I profondeur, dans le monument qu’il
A élevé a la science de I'étendue ).

Les théorémes que nous venons de démontrer donnent liew & un grand
nombre de conséquences que nous navons pas lintention de développer
aujourd’hui (**). Nous dirons toutefois quils ne nous paraissent pas devoir
conduire & une relation générale entre dix points d’une surface du second
degré; et nous pensons que c'est par une antre voie qu’il faudra chercher
cetle relation (**%), ' ' '

Nous allons, dans le chapitre suivant, rechercher les théorémes corré-
katifs de cenx que nous venons d’établir,

(') Les belles propridtés données par M. P. Serrct, dans sa Qéomeétrie de direction, eomme
les analogues de celles de Desargues et de Paseal, w'ont pas modifié notre maniére de voir # ce
sujet (1874).

(*") Le théoréme de Desargues, par exemple, si I'on prend pour transversale ane tangente,
fournit une relation dans laquelle le point de contact csi umr point double d’involution, et qui
conduit & d’autres propriétés remarquables du quadrilatére inserit,

(™) Cette relation analytique générale, qui n'avait pas vu le jour 4 Pépaque ol nous derj-
vions ces lignes (1869), quoigue ie grand probléme de la description d’une surface du second
degré, déterminde par neuf points, et déji été résoln par des géoméires éminents (Hesse,
Schréter, Steiner), a été donnde par M. P. Serret. (Géométrie de direction, p. 129.) 1871,
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CHAPITRE 1L

COORDONNEES RECTILIGNES TANGENTIELLES,

Soient 4, ¢, 4, 4, les distances d’on plan mobile
T=LX -+ MY 4+ NZ -+ P=10

aquatre points fixes 0, 1, 2, 3 de coordonnées Loy Yoy 3y O1C;
L, M, N, P étant des fenclwns linéaires de «, ¥, = de la forme

L=ax + by +cz + f;

M=gwaly+ z+ [l

Ce plan sera déterminé si I'on connait les trois paramétres X Y, Z; et
l . i > 2 b
par conséquent si 'on a entre eux irois relations distinctes, ou si on en a
trois entre 9,4, , dy, & qui sont des fonctions linéaives de X. Y. Z de Ia {forme
0r~i> Y23 %3 3 2

LXo MY+ NZ T,

gy — ;
l/(a.X + 'Y+ ol

dans lesquelles L, = aw, - by, - ez, -+ [, eic.
Une de ces relations, par exemple

é‘uilﬂvl:

vig XV représente, si % est constant, un systéme de plans polaires de poles P, ce
point P élant déterminé sur la droite 0, 1 par la relation

De méme
dy == A'd;

représente, si )’ est constant, un systéme de plans polaires de péle P/, ce
pomt P étant déterminé sur la droite 2,3 par la relation

2,

[ ——
5, P’
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Par suite, les deux équations simulianées

dy— Ad,
&= )

représenteront un faisceau de plans qui se coupent suivant PP’
Enfin les trois équations simultandes

8 == 14,
8 == 3y
dy=2"d

représenteront un plan passant par les trois points P, P/, P délerminés
respectivement sur 1, 0; sur 1,3, et sur 1, 2 par les relations

0P 4, g pr )

H - =4
1,1 5, D’ 1,p”

IXd

SiJ, ¥, 0" sont variables, le plan
Te=LX-+-MY + NZ + P =0,

déterminé par ces trois relations, sera lui-méme variable, et ses positions
successives envelopperont une certaine surface.
Si ces variables sont assujéties 4 la relation

IV == =t
I'équation de la surface enveloppe des plans mobiles sera
ddy = kdyds.
Cette éguation est du second degré en X, Y, Z; donc par toute droite

X =1 + p

J==nz 1+ yq
on pourra mener a cette surface deux plans taigents dont les X, Y, Z seront
déterminés
1° Par deux relations indiguant qu'ils passent par cetie droite, relations
qui sont du premier degré; :
Tone XXXIX, 13
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9o Par I'équation de la surface gui est du second degré en X, Y, Z

Pour trouver la signification géométrique de Péguation de la surface,
remarquons que d,... est proportionnel & la distance d’un plan tangent guel-
conque T au point 0, ...; ¢t qwen outre Péquation est satisfaite par chacun

des systémes simultanés
G=0, H=0

B0, &-=0
g, =0, H==0
=0, &=0;

ce qui prouve que les dvoites (0,1); (0,3); (2,1); (2, 3) sont des généra-
trices de la surface, puisque tout plan tel que

Jy =8 = 0,

passant par 'une de cos droites, est tangent & la surface.

Nous avons donc affaire ici encore & un systéme de deux diédres con-
jugués inscrits ou & un quadrilaiére gauche inscrit, dont les sommets 0pposes
sont 0 et 2; 4 et 3; et Péquation de la sarface exprime le théoréme suivani :

I'. TuEOREME ANALOGUE AU CORRELATIF DE CELUL DE Paprus. Dans i Sys-
tome de deux diddres conjugués inserits ¢ une surface dw second degré les
produits des distances dun plan tangenl quelconque aux devx couples de
sommels opposés sond analogiques ; ou bien :

Forsqu'un quadrilatére gauche est inserit @ uné suifuce du second degré, -
les produils des distances dun plan langent quelcongue aur dewx couples de -
somnels opposes sonl analogigues.

Le lecteur déduira facilement de ce théoréme les corollaires corvélatifs
de ceux (e BOUS &vons déduits du théoréme de Pappus (v, page 84); nous
ne nous y arréterons pas, et nous passcrons & la démonstration du théoréme
corvélatif de celui de Desargues.

Soit T un plan tangent & la surface mené par une droite D; po... les per-
pendiculaires abaissées des points 0 ... sur ceite droite; désignons par(0,T)...
Jes angles que les plans (po, D)..., passant par les points 0... et la dreite D,
font avee le plan T; d,... veprésentant toujours la distance des points 0 ... &

ce plan, on aura :
gy =P sin (0, T); ...
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de méme, si par D on méne un second plan tangent T, on aura :
dy=posin (0, T'); ...
Et comme I'équation de la sirface donne

oy I1d5
il en résulte _
: sin (0, T)sin (2, T} sin(t; T)sin (5, T)
$in (0,1) siv (2, T") ~ sin {4, T') sin (3, T')

d’ott le théoréme snivant

II'. Tugorimy ANALOGUE AU CORRELATIF DE CELUI DE Dusancues. Dans un
systeme de dewx dicdres confugues inserits ¢ une surface du second degré,
les deux couples de plans passunt pay ses sommels opposés et par wne droile
quelcongue, et le couple de plans tangents mends par cetle droite @ la surfuce
sont en involution ; ou bien :

Lorsqu'un’ quadrilatére gauche est inscrit & une surface du second deyré,
5t par une droite on méne les dewa plans tangents o cetle surface, et les
deva couples de plans pussant par les sommets opposés du quadrilatére, ces
trois couples de plans sont en involution. ' _

Parmi les corollaires de cette proposition, nous ne mentionnerons que
ceux qui doivent nous conduire an théoréme analogue & celui de Brian-
chon (*).: - ‘

CoroLLARE. Quand deux quadrilatores gauches sont inscrils & une surfuce
du second degré, si les droites qus wiissend trois sommets du premier @ 1rois
somanets du second s'appuient sur une méme droile, ou concourent en un
méme point, celle qui unira les deux autres sowomets sappuiera sur cetle
méme droile, ou concowrra au méme Point, |

Nous ne démontrerons que la premiére partie de ee corollaive, de lagqueile
il est facile de déduire Ia seconde.

(") W est facile d'énoncer le théoréme précédent dans e cas ol la deoite par laquelle passent,
les six plans est langente & la surface, et o par suite Pun de ees plans est un plan dowble d’in-
volution,
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Supposons done que les droites qui unissent les sommeis 0, ©'; 1, 1!
et 2, 2/ gappuient sur une certaine droite D; si par cette droite D ont méne
les denx plans tangents a Ia surface, T et T/, ainsi que les couples de plans

DO etD2; D4 et D5
ou bien
b, 0" etD,2; D, 1 et D, 5
les trois couples de plans _
TetT; D0 etD2; D1 et D, 3;
ainsi que
Tt T; D, 0 el D25 D, et D, 5

sont en involution ; or
D,0etD,0'; D,2 et D, 25 D, 1 et D, 17

coincident; done D, 3 et D, 3’ coincident aussi, et par suite la droite 3, &/
gappuic sur la droite D, ¢. ¢. f. d.

De chacune des parties de ce corollaire, et de la derniére plus particu-
liérement, on déduit immédiatement la proposition suivante :

[11'. THEOREME ANALOGUE A CELUL DE Briancuox. Dans wn systéme de de
triédres conjugues mscrils aune surfuce du second degré, les trois drotles
qui unissent dewe o devwx les sonunets opposes concourent en un méme point;
ou bien : |

Dans un hewagone gauche formé de six génératrices appartenant trois a
trois aux denx modes de génération, les trois droites qui unissent dewx d
dew les sommels opposes CONCOUreRl en wn imeme point (*).

Considérons en effet les denx triddres conjugués, ou hexagone gauche,
définis précédemment, et dans ceux-ci les sommets opposés 0 et 3, 1 et &,
2 et 5;il s"agit de prouver que les droites 0, 3;1, 4; 2, 3 concourent en
un méme point.

Pour cela, décomposons I'hexagone cn deux quadrilatéres de sommets 0,
1,2,17¢t 3, &, B, 1/;1es droites qui unissent les sommets 0 et 3, 2 et 5,
sont situées davs le plan des génératrices d, et d; qui se coupent en 1/; on
peut done dire que les droites qui unissent trois sommets de P'un des quadri-

{*) Nous avons dit plus haut que ce théoréme a été déeouvert par Dandelin pour le cas de
Ihyperboloide. ‘ -
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latéres : 0,2, 17 & trois sommets de I'autre : 3, 5, 1/ concourent en un méme
point; done Ia droite qui unit les quatriémes sommets 1 et 4 passera par ce
méme point,

De méme, en décomposant Ihexagone en deux quadrilatéres 0,1,2, 1/
et 0,1, 2, &, on verra que les droites qui unissent 0 et 0/, 1 et 1, 2 et 2
concourent en un méme point; done la droite qui unit 1’ & 4 (ou 4/ a 1, ce
qui revient au méme) passe par ce point; donc 0, 07; 4, 17: 2, 2/ concourent
¢n un méme point.

Personne ne songera & contester que ce théoréme ne soit bien I'analogue
de celui de Brianchon ; mais il est bien évidemment aussi Ie corrélatif de celu
([ue nous avons donne, sous le numéro IT1, au chapitre des coordonnées pone-
tuelles, p. 87; ce dernier est donc hien le théoréme analogue 4 celui de Paseal.

Nous avons peunt-étre un peu trop insisté sur ce point; mais on voudra bien
nous le pardonner en pensani 4 P'intérét quexcitait chez tous les géométres
la déconverte de cette propriété, dans laquelle ils entrevoyaient la solation
du fameux probléme de Ia construction d’une surface du second degrd dé-
terminée par neuf points, et & I'espdce de désappointement qu'ils devront
naturellement éprouver en reconnaissani que cetie propriété , sar laquelle se
fondaient fant d’espérances, n'est autre chose qu'un résuliat fort simple du
double mode de génération des surfaces du second degré par e monvement
d’une droite.

En exprimant cette opinion, nous ne préiendons en aucune maniére
méconnaiire I'analogie qui existe entre le théoréme de M. Chasles et celuj de
Pascal; comme le dit fort bien Villustre gdometre, il existe plusieurs points
de vue sous lesquels on peut envisager ce dernier théoréme; ot A chacun de
ces points de vuc correspond un énoncé différent dans 'espace (*). Pour
nous, qui avons di, en vertn de notre théorie générale des courbes, envi-
sager nécessairement le théoréme de Paseal comme relatifl & denx triangles
conjugués inscrits & une conique, son analogue doit étre, par une consé-
quence logique, relatil & deux riddres conjuguds inserils A une surface du
second degré.

() Cest ainsi encore que nous avons T avee beaueoup (Cintérét, depuis que ces lignes ont
€té Lerites, les théorémes donnés par M. Paul Scrrel dans sa Géomélrie do divection,
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Nous bornerons ici les conséquences (ue nous pourrions déduire de cetle
théorie des surfaces du second degré; un lecteur un peu familier avee la
géométrie supérieurc pourra aisément en trouver un grand nombre d'auires,
en suivant la voie tracée par’ M. Chasles dans son traité des coniques.

"Dans le chapitre suivant, nous appliquerons notre méthode & la ‘théoric
générale des surfaces du troisicme ordre el de la troisiéme classe, ainsi qu'a
certaines surfaces particuliéres d’ordres ou de classes supérieurs.

SURFACES DU TROISIEME ORDRE (°).

CHAPITRE 111,

COORDONNEES RECTILIGNES PONCTUELLES.

I’équation d’une surface du troisiéme ordre S; = 0 peut se metive sous

cette premiére forme : : ‘
S =—A.B.C—kA.B.C.=0, . . . . . - . . (]

A, A’ ete. étant des fonctions lindaires de «, y, 7, dont les lrois paraméires
sont & déterminer; et & dlant également & déterminer.
En offet, cette équation renferme dix-neuf paramétres inconnus, et comme

(*) Cest & MM. Cayley ct Salmon yu’on doit la découverte des vingl-sept droites remarquables
d'une surface du troisiéme ordre; leurs propriélés, trouvées par Steiner, sont consignées, la
plupart sans démonstration, dans le tome LI du Journal de Crefle. L’Académie de Berlin a
mis au coneours pour 1866 Ie dévcloppement de ce mémoire, et clle a partagé le prix entre
deux travaux : Pon cst de M. Cremona, géométre italien; il a étd publié dans le Journal de
Crelle, t. LXVIIT; Pautre est de M. Sturm, géométre allemand ; il a paru chez Teulbner A Leipzig.

Pour ne pas dépasser les bornes que nous avons voulu assigner & notre travail, nous ne dé-
montrerons, parmi les propriélés qui sont ¢noncdes, soil dans ces mémoires, soit dans ceux
que d’aulres savants ont publiés postérieurement dans le méme Jowrnal , que celles qui nous
sont indispensables pour arriver i la démonstration dautres propriétés, toul & fait nouvelles,
et Lout aussi remarguables gque-les premidres,
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le nombre de termes de I'équation générale du troisiéme degré & trois variables
est 258 — 90, nous aurons dix-neuf équations pour déterminer nos dix-neuf
ineonunues.

On vort immédiatement que les droites d’intersection de chacune des faces
A, B, G avec chacune des faces A’, B/, ¢/ appartiennent 2 la surface; ce (ui
nous doune neuf généralrices situdes trois & irois dans chacun des six plans,
chacune d’entre clles se trouvant 4 Ia fois dans deux de ces plans. Ces nenf
géndratrices, ne délermisant que dix-huit paramétres, ne suffisent pas powr
déterminer Ja surface; il faut y joindre un peint de celle-ci. -

On awra autant de systémes de nenf génératrices qu'il y a de sysiémes de
solutions pour les dix-neuf équations dont nous venons de parler; mais il est
inutile que nous ahordions’le probléme ardu de la recherche de ce nombre;
la discussion géométrique nous y conduira plus simplement.

- Les deux systémes de plans A, B, C et A/, B/, €' forment deux wicdres

tefs que chaque face de I'un, A par exemple, passe par trois. générairices
respectivement situées dans les trois faces de I'auire, ei qui soni, pour A, les
intersections A, A’; A, B'; A, €', Ces deux triddres forment, pour cetle raison,
un systéme de dews tricdres confugués inscrils,

Cherchons & déterminer combien il existe de ces systémes de iriddres
conjugués.

Le théoréme fondamental sur lequel sappuie cetie détermination est le
suivant :. |

Un hyperboloide, qui a irois yéndralrices du méme mode communes avec
une surfuce du troisiéme ordre, en a trois de Cautre mode également com-
munes {Steiner).

Considérons en effet "hyperboloide défini par fes trois généraivices

A A BB G0
et soient
A=ul’; Be=pB'; C=oC,

les trois équations simultanées d’'une méme droite sappuyant sur ces irois
génératrices, d’owt il résulte que I'une de ces équations est une conséquence
nécessaive des deux autres. De plus, il est clair que 8 et y seront des fone-
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tions lindaires de «, puisque dans le plan A — sA’ il nexiste qu'une droite
qui s'appuie & la fois sur les trois génératrices.
En combinant les trois équations précédentes avee celle de la surface (1),

nous obtenons :
aﬁ?/ - 'r"a

équation qui sera du troisiéme degré en «, et qui aura scs lrois racines réelles
en vertu de sa forme et des expressions linéaires de £ ety en a
Il existe done trois droites qui sont A la fois des génératrices da sccond
mode de Phyperholoide, ct des génératrices de la surface du troisicme ordre.
Les neul génératrices primitives forment six systémes de irois généra-
trices non situées deux & deux dans un méme plan :

(A,A"; B, B; C,C); (A, A B, C; B, C); ete.

Chacan des hyperboloides déterminés par 'un de ces systémes de trois
génératrices coupe la surface du troisiéme ordre suivant trois générairices,
dont aucwne ne peut coincider avec I'une des neuf générairices primitives;
ainsi I'hyperboloide (A, A'; B, B'; G, €'} ne peut couper la surface suivant
A, B’ : car cette dreite rencontrerait alors G, G

En outre les trois nouvelles génératrices, suivant lesquelles Phyperboloide
(A, A'; B, B'; G, €') coupe la surface, différent de celles suivant lesquelles
elle est coupée par (A, A’; B, C'; B/, C) : sinon les deux hyperholoides
auraient, outre A, A’, une génératrice commune; mais de plus ils ont en
commun les points d'intersection de B, B ¢t B, €', de B, B'et B', G; de €, ¢/
et B, G; de G, ¢/ et B, {/; done ils eoineideraient.

On voit par 1d que la génératrice A, A’ coupe dixdroites de la surface : les
six droites qui sont les nouvelles intersections des deux hyperboloides, et
A B AB A O A, G

Parmi ces dix droites il ne peut pas s'en trouver plus de cing non situées
deux & deux dans un méme plan,

En effet si une droite D pouvait rencontrer les six droites «, b, ¢, d, ¢, f,
non situées deux & deux dans un méme plan, les hyperboloides «, b, ¢ et
@, b, d, qui auraient trois génératrices communes a, b, D, en auralent une qua-
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triéme g, qui couperait a, b, ¢, d et appartiendrait par -suite 4 Jy surface du
troisiéme ordre, .

De méme les hyperboloides 0, ceta, b,e; a, b, ¢ el a, b, fauraient une
génératrice commune g'. pour les premiers, g'"" pour les seconds; ef ces
générairices appartiondraient égalerent & la surface du troisidme ordre.

Il S'ensuivrait que Phyperboloide , 4, ¢ a en commun avec cette surface les
sept droites D, a, &, ¢, ¢, g's 9", ee qui serait absurde,

il reste a faire voir quancane des droites d'interscetion de I'on des six
hyperboloides avec Ta sarface du troisi¢me ordre ne peut coincider avoc Pane
des droites d'intersection d'un anire hyperboloide, On verrail en effet aisé-
ment que si deux de ces intersections pouvaient se confondre en une seule,
0w bien celle-ci couperait six droites de la surface non sitndes deux i deox
dans un méme plan > ou hien elle serait 4 Ia fois situee dans quatre faces de
denx triddres conjugues, - ‘

Ghacun des six hyperholoides coupant la-surface suivant trois générairices
différentes des nenf primitives, et disiinctes entre ofleg ; hous aurons donc
en tout vingt-sept droites appartenant 3 ceife surface (*),

Comme chacune des neuf génératrices primitives rencontre dix de ces
droites, dont quatre primitives, et six autres, ot que ces dix droites se par-
tagent en cing groupes de deux droites qui se coupent; elle formera avec
celles-ci cing triangles tritangents; nous aurons done en tout qua rante-cing
de ces wiangles (Steiner),

Nous pouvons partager les vingt-sept droites en neuf triangles qui nont
deux & deux aucune drojfe commune. Gonsidérons un coté de I'an de cos
triangles : il devra couper Pun des cotés de chacun des hait autres friangles :
sans quoi il ne couperait pas dix droites,

De Ja résulte que, quand deux triangles tritangents n'ont aveune droite

(") Lexistenee des vingt-sept droites pourrait enesre s'établiv trés-stmplement de la maniére
suivante : considérons un hyperholoide I, =AB—2A'B" = 0. Corume son inlersection avec S5
est du sixiéme ordre, et qu’il a quatre droites communcs avee cette surface, il aura en ouire
HAC tonique commune ; mais on pourra déterminer « de telle sorie que cetde conique se réduise
& deux droiles; on peut done faire passer, par quatre génératriees formant un quadrilatére
gauche, un hyperboloide dont Pintersection avee 5; détermine deux génératrices nouvelles; ct
comme il exisic noul de ces quadrilatéres, nous aurons dix-luit nouvelles génératrices.

Tome XXXiIX. 14
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commune, leurs ¢olés se coupent deux 4 deux; et il est facile d’en déduire
que ces deux triangles suffisent pour déterminer un systéme de triédres con-
jugués, et que, par suite, les vingt-sept droites ou les guarante-cing triangles
Jdéterminent en fout cent vingt de ces couples de triédres (Steiner).

Nous ne nous arréterons pas davantage & ces propriétés, dont on pouri?
voir les déveleppements dans les travaux cités, et nous allons mainienant
rechercher pour les surfaces du troisiéme ordre, I'extension des théorémes
analogues 4 ceux de Pappus, de Beséfgues et de Pascal. On verra Ji une
preave nouvelle de I'analogie qui existe entre les propriétés qui portent ces
noms dans la théorie des coniques, et celles que nous avons données pour
les surfaces du second degré.

Nous verrons les propriétés corrélatives dans Pétude des surfaces de la
troisiéme classe.

Reprenons 'équation fondamentale (1)

ABC = kA'B'C?’;

en nous rappelant que les distances d'un point 2, ¥, 2 auxX plans A .... sout
proportionnelles aux fonetions linéaires A ..., nous pourrons énoncer celle
équation sous la forme :

I. ExTENSION DU THEORGME pE Pappus. Dans un systéme de dewx tricdres
conjugués inscrils & une surface du troisieme ordre, les produits des dis-
tunces d'un poini quelcongue de la surface aux trois faces de ces deux triédres
sont analogiques.

in mettant Péquation de chacun des plans A.... sous la forme

4 ax 4 by —e=y —c=0,

et en procédant comme nous I'avons fait pour les surfaces du second degré,
nous transformerons le théoréme de Pappus en celui de Desargues. Dans
Pénoncé de ce théoréme, on voudra bien se rappeler la définition que nous
avons donnée, en traitant des courbes planes, de I'involution de trois sys-
tomes de n points, involation qui, pour le troisicme ordre, est relative 2
trois ternes de points.
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L. Exrension pu tHEoREME DE Drsarcues. Dans systeme de deux
tritdres confugues inscrits i une surface duw troisicme ordre, une transper-
sale quelconque rencontre les trois couples de faces opposdes et ly surface en
rois ternes de points qui sont en imvolution.

Si nous appelons «, bye; o/, 0, ¢ les points de rencontre de la transver-
sale avec les faces de deux triddres conjuguds, et m, m, , m, ses points de
rencontre avec la surface, I'expression la plus simple de cette involution sera -

am b . em am; . bm, . em, any . bing . o,
AT Oy

el S 2 e L CHy
a'm.b'm. ¢'m ame b my L dmy wm,. bmy. o'm,

CoroLLaire.  Lorsque deus systémes de triedres conjugués inscrits ¢ une
surface du troisitme ordre sont situds de telle saniére que les intersections
de quatre couples de lers fuces Sappuient sur une méme droite » les inter-
secltions des dewz autres couples de faces s'appuicront sur cette droite. Si les
quatre premiéres intersections sont situées dans un méme plan, les deny
wulres y serond également situdes, ‘

En effet; en désignant par les mémes fetires que plus haut les intersec-
lions d’une transversale avec les faces du premier systéme de fricdres con-
jugués et avee la surface, et par «, b, ¢, o/, [, ¢}, ses intersections avec les
faces du second systeme ; OUS aurons :

am b, em am bmycomg i, . bm, . ein,

a'm bm, e'm 'ty By ey a'my. O'my. s,

wiy by e, amy . biny | cm,
= v T T T}
amhim. ey, a'm,. biiny. e,

d’olt résulte, en vertu du lemme algébrique que nous avons établi relative-
ment & Tinvolution de 3u points (page 15), que b et bi, ¢ et ef coincident,
ce qu'il fallait démontrer.

~ La seconde partie du corollaire s’établit au- moyen de deux transversales
situées dans un méme plan.
Ce corollaire va nous conduire & 'extension du théoreme de Pascal (qui,

pour les surfaces du troisieme ordpe > estrelatif & deux systémes de étracdres
Conjugucs insciils, '
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Nous nommons ainsi deux tétraédres tels que chaque face de Fun passe
par trois droiles e la surface respectivement situées dans trois des faces du
second téiracdre. Les fiices opposées de ces deux téwacdres sont celles qui
ne passent point par une méme droite de la surface.

Conunencons par prouver qu’il existe de ces systémes de Létraédres con-
jugués. -

Considérons d’abord les deux triédres conjuguds :

A,B,f et D, (e
dont les faces passent respectivement par les droites de la surface.
1,2,5; £,5,6; 7,10,%; et 35,5,7; 2,6,10; 1,4,9;
Ensuiie les deux triédres conjugués :
| ALBLf et D,é,e
dont les faces i)assent respectivement par les Idroites
4,8,12; 4,9,11; 7,10,9°; et 19,14,12; 7,8,9; 1,4, 9.

On voit que les tétraédres A, B, C, D et A/, B/, ¢/, D' satisfont 4 la con-
dition précédente, et par snite sont conjuguds, puisque chaque face de I'un,
telle que A, passe par une droite de B', une de €/ et une de D' en outre on
Voil que cette face A est opposée 4 A'; etc.

Ces tétraédres conjugués jouissent de la propriété suivante, qui est I'ana-
logue du théoréme de Pascal pour les coniques, comme on sen assure cn
coupant la figure par. un plan quelconque, ce qui conduit au théoréme
analogue A celui de Pascal pour les courbes du troisiéme ordre.

IV. ExTenstoN U THEOREME DE PascaL. Dans un systéme de dewx téty aédres
CORJugucs inscrits @ une surface du troisitme ordre, les faces opposées se
coupent swivant quatre droites situées dans un méme plan.

En effet, ces deux tétraédres conjug guds peuvent former-différents systémes
de deux couples de tricdres conjugués; il suffit, pour cela, de prendre deux
faces de Pun des tétraddres, et les deux faces non opposées de Pautre, pour for-
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mer fe premier systéme de ividdres, dont on déierminera les deux autres faces
en conséquence; et de prendre les quaire auires faces des deux tétraédres
pour former le second systéme. On a vu déji préeédemment un exemple de
ces sysiémes de triédres conjugués. Veut-on faire entrer dans I'un les faces
A, G, B, D, dans Pautre B, D, A’, €, on aura les deux systémes,

10 AC,e; B, DY, [
dont les faces passent respectivement par

1,2,55 7,8,% 5,11,10'; et 1,9,415 3,5,7; 2,8, 10';
2¢ B,D,f"; A, C,e

dont les faces passent respectivement par
45,65 10,11,12; 2,8,10'; et 4,8,12; 2,6,10; 5, 11,10

Observons maintenant quen vertn d’'une remarque précédente, les droites
de deux faces qui ‘n’ont pas une génératrice commune se coupent deux A
deux; d’ou Pon déduira aisément que chacune des douze génératices des
deux iétraédres conjuguds en coupe eing; c'est ainsi que :

1 coupe 2, 5, & 9, H1
2 » 1, 5 6, 8, 10
3 , 2, B 7, 12
L » . B, 6, 8, 12
B
6
7

- e

]

» 5, & 6, 7, 11

»o2 & B, 9, 10

-7
» 5 B, 8 9, 10
8 » 2 & 7, 9, 12

9 » L, 6, 7, & I
0 s 2 6 7, 11, 19
Mo» 4, 5, 9, 10, 12
12 > B, & 8 10, ii.

Nous désignerons le point d’iniersection de deux généralrices par les
chiffres qui désignent ces denx droites; ainsi 1,4 représentera le point d’in-
tersection de la génératrice 1 avec la génératrice 4.

Il nous sera facile, connaissant ces points d'intersection, d'appliquer le
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corollaire 11 aux différents sysiémes de triedres conjuguds dans lesquels
nous pouvons décomposer le systéme de nos deux tétraddres,

En considérant lexemple de décomposition en deux systémes de triédres
conjugués, qui précéde I'énoncé IV, et remarquant que les intersections A, A/
et B, B’ passent par 1,4; que Pintersection de ¢ avec ¢ y passe aussi; enfin
que celle de / avee £ passe par 7,10, nous voyons que ces deux systémes de
wicdres conjugués sont tels que les inlersections de guatre couples de faces
sappuient sur la droite qui unit 1,44 7,10; les deux autres intersections
¢, ¢/ et D, D’ sappuient done sur cette méme droite. .

~Cetle propriélé, du reste, ressort évidemment de I'examen atientif des
faces, ot de la remarque que nous avous faite relativement aux points d’inter-
section de leurs trois droites deux & deux; on peut donc la démontrer sans
le sccours du théoréme de Desargues, absolument comme la propriéi¢ ana-
logue pour les surfaces du second degré résulte immédiatement de leur
~ double mode de génération. Nous ajouterons néanmoins, pour satisfaire les
esprits qui tiennent & connaitre la marche qui a été suivie dans la recherche
de propriétés nouvelles, que cest par le moyen du théoréme de Desargues
que nous sommes arrive i découvrir ces propriétés, et il semble que ce soit
3 Ja marehe naturelle; car elle est identique & celle que nous avons suivie
dans Pétude des courbes planes, et manifeste ainsi clairement analogie qui
existe entre les propriétés de ces courbes et celles des surfaces; tandis que
dans la démonstration directe fondée sur Pexamen des faces des triédres
conjugués A une surface du second degré, on des tétraddres conjugués & celle
du troisiéme ordre, Panalogie est & tel point masquée, que les géométres se
sont refusés jusqu'aujourd’hui & reconnaiire le théoréme de Pascal dans la
propriété de I'hexagone ganche inscrit & un hyperholoide & une nappe, pro-
priété qui y conduit d’'unc maniére si simple, comme Dandelin Pavait déja
fait observer en 1826. '

Pour démontrer le théoréme de Pascal sans invoquer celui de Desargues,
nous pourrons, d’aprés ce que nous venons de dire, nous horner & constater
que les intersections des faces A, A'; B, B/; G, (V5 D, D/ s'appuient sur les
droites qui unissent 1,4 4 7,10; 2,8 4 5,11; 3,42 4 6,9. Mais intersection
A, A’ passe par les {rois points 1,45 2,8; 3,42; Pintersection B, B par 1,4;



SUPERIEURE CARTESIENNE. 107

6,9; 5,11; et comme ces cing points sont dans un méme plan, €, ¢/ et
D, D', qui passent par deux de ces poiuts, sont aussi dans ce plan. Au reste s
C, ¢/ passe par 2,8; 6,9 ; 7,10; et D, D' par 3,19 ; 5,115 7,10,

On voit donc que les quatre intersections des faces opposées des deux
tétraddres conjugués forment un quadrilatére plan complet dont les sommels
opposés sont 1,4 et 7,10; 2,8 et 5,11; 3,12 et 6,9.

Il est manifestc qu’en coupant la surface et le systéme des deux tétracdres
conjugués par un plan quelconque, celui-ci déterminera une courhe plane
du troisiéme ordre avec un systéme de deux quadrilatéres eonj uguds inseris,
et que les cotés opposés de ces quadrilatéres se couperont en qualre points
situés en ligne droite, puisque ees points sont ceux ow les quatre droites pré-
cédentes, situées dans un méme plan, sont coupédes par le plan sécant;
notre théoréme de Pascal sur les courbes planes du troisiéme ordre nest done
qu'nn cas particulier de celui (ue nous venons de donner pour les surfaces
du méme ordre, . ‘ '

Nous croyons superflu d’entrer dans e détail des différentes combinaisons
de-quatre droites situdes dans un méme plan, auxquelles peut donner ey le
théoréme préeédent.

- On verra aisément, en appliquant le théoréme de Pappus aux deux systémes
de triédres dans lesquels nous avons décomposé nos tétraddres conjuguds, que
ceux-ci jouissent de la méme propricic que les triédres conjugués, savoir :

COROLLAIRE DU THEORENE bE Parvus. Dans un systeme de dewz tétrasdres
conjuguds inscrils & une surface du troisiéme ordre, les produits des dis-
tances d'un point quelcongue de lu surface aux quatre faces de ces dew
tétraédres sont analogiques.

Nous ne nous étendrons pas davantage sur les corollaires qu'en peut
déduire des théorémes qui précédent; et nous nous hornerons, pour lerminer,
A faire remarquer que le théoréme de Desargues conduit 4 Ia construction
d’un nombre quelconque de pdints d’ine surface du troisiéme ordre détei—
minée par un point et par les neuf droites d’intersections des faces de denx
triédres conjugués, '

L'équation générale des surfaces du troisitme ordre esl encore suscep-
lible de se metire sous dautres formes, qui peuvent toutes servir i déier-
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miner lears vingl-sept droites, et conduire & des modes de detel’mlnatlon
de ces surfaces plus généraux que celui qui a servi de base aux recherches
du grand geﬁmeu’e allemand.

Mais ces formes ne sont pas aussi propres d manifester lexistence des
céléhres propriétés qui consfilnent I'essence de la géométrie supérieure; on
pourrait certainement en déduire une discussion analytique des surfaces du
troisiéme ordre, ainsi que certaines propriétés géométriques ou mélriques;
ces propriétés toutefois n'offrivaicnt pas, tant s'en faut, le méme intérét que
celles dont nous venons de parler; et ce serait manquer le but indi'qué par’
le titre méme de notre travail, que de nous étendre trop longuement sur la
discussion de ces nouvelles formes. ‘

Nous nous bornerons done A les indiquer sommairement en montrant de
quel usage elles peuvent ¢ire dans Uétnde analytique des surfaces du troi-
siéme ordre.

L’équation générale de ces surfaces peat se mettre sous la forme :

PuPu?J'i = kQ, (3,0, + Po)‘?a)a

oli tous les paraméires, ceux de P, exceptés, sont & déterminer.

-(ette forme montre que P, est un plan mtangem qui coupe les surfaces
suivant les trois génératrices P,Q,, P,Q,, P,Qs; et que , est également un
plan tritangent qui & une génératrice commune avee le précédent et qui
passe en outre par les deux génératrices Q.p, et Qqp,.

De plus, il est clair que tout plan qui passe par I'une de ces génératrices
coupera en général la surface suivant une conigue. Aiusi le plan P, = o), qui
passe par la génératrice Py, coupe 55 suivant une coniqﬁe située sur’ la
surface du second degré :

e ==k (Qi0Q: + Pym).

11 en serait de méme des plans qui passent par les autres générafrices,

Cette conique pourra, dans des cas particuliers, se réduire a un sysiéme de
deux droites, et I'on sera ramené alors aux vingt-sept droites de la surface.

11 est évident du reste que 'on pourrait mettre 'éguation sous une forme
analogue & la précédente, en prenant , ou Q, au lieu de ), comme facteur
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commun dans le second membre ; chacune de ces deux formes conduirait &
deux génératrices nouvelles, et I'on aurait déja, par 1d méme, neaf de ces
droites principales.

Enfin cette forme un peu généralisée permet darriver 4 une détermi-
nation des surfaces du troisicme ordre plus générale que celle que nous avons
vue précédemment.

Car si I'on éerit I'équation générale S; = 0, sous Ia forme suivante , dans
laquelle les paraméires de P/ sont Supposés connus, de méme que ceux de P,

Popopy = K (Q,Q,0, o+ Polipy),

on verra que les plans Q,, Q, et Q, coupent chacun la surface snivant une
conique siluée sur la surface du second degré '

: Paps = kP, ;
et il en résultera que :

Trgorime. Etant donnés un plan et wne swrface du second degré, coupés
par trows plans quelconques, le premier suivant trois droites |, lu seconde siui-
vant frois coniques , ces six lignes appartiennent G une surface du troisicme
ordre, qui sera entierement déterminde si Fon donne en outre un de ses points,

Ces derniéres formes d’équation pourraient se traduire en relations mé-
triques auxquelles nous ne nous arréterons pas. :

Une autre forme plus générale qui conduit immédiatement an méme théo-
réme, ainsi qu'aux vingt-sept droites » est la suivante, dans laquelle Jes para-
meétres de P, sont supposés connus » €L 00§, représente un polynome complet
du second degré 4 irois variables : '

Pla=hQQ0s - L oL (g
on peut méme dire que cetle forme est In véritable expression du théoréme
précédent, '

Pour en déduire les vingt-sept droites, on devrait la ramener 2 la forme
précédente, ce qui est trés-aisé, puisque, eomme on Fa va dans la théorie
des surfaces du second degré, on peut écrire ;

Sy = pyp, — & popa,

© o étant un polynome lincaire donné.
Tome XXXIX, b1
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Si Pon suppose ph égal successivement A Qq, Qi, Qs Péquation prendra

les formes suivantes :
Dopops = Q, (FQ.Q; + ' Pypa); ele.

Mais ce second membre étant lni-méme de la forme

Q,- 84,
en posant =
‘ s == fofs — k:lq[')q‘la
¢} étant donné, P'on aura : ,
Pypop = Qo {0ty — k;q;ﬂi) )

et en disposant de g} de telle sorte qu'il soit égal a p, ou p,, on aura deux
nouvelles équations de mée forme que la précédente.

On voit également qu’il en résulte le théoréme suivant :

TutorinE. Si, par chacune des génératrices dun plan tritangent ¢ une
surface du trosiéme ordre, On MENE UR NOUVERH plan tritangent, ces {rois
plans déterminent six geénératrices nowvelles qui appartiennent d wne méme
surface du second degre. .

Car on peut mener une droite qui s'appuie sur trois génératrices de S, et
sur Py, Q,; cette droite et Py, Q, déterminent un plan tangent A S, et par
suite une seconde génératrice de S, o

Ces diverses {formes conduiront aux vingt-sept droites, comme il est facile
‘de s’en assurer.

On peut encore donner a Péguation S; la forme suivante, dans laquelle
P et P/ sont deux fonctions linéaires données :

T O T 2

Cette forme cxprime la propriéié suivante :

Tutorinn. Biant données deux surfaces dis second degré qui se coupent,
ainsi qu'une conique sur chacune de ces surfuces, la courbe d'intersection el
les dewx coniques, ainst que Pintersection de lewrs plans, appertiennenl @
wne méme surfuce du troisiéme ordre.

Cette surface sera entiérement détermince si 'on donne en outre un de ses
points.
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On voit que cette derniére forme ne conduit pas immédiatement, comme les
précédentes, A des relations métriques, & part le cas ou 8, et S seraient des
carrés parfails (*). Pour ces surfaces particuliéres 'équation se raménerait &
la premiére forme que nous avons étudide, et les modifications qu'il faudrait
apporier aux énoncés de nos théorémes généranx, pour les appliquer A ce
cas, seraient tellement insignifiantes, que nous croyoens inutile de reproduire
iel ces énoneés,

Sous les formes (2) et (8), l'équation des surfaces du troisiéme ordre ma-
nifeste toutefois encore une propriéié trés-générale, en ce quelle appartient,
commee nous le verrons, A foutes les surfaces algébriques : cette propriété est
la généralisation du théoreme de Desargues, que nous démontrerons plus bas
pour une surface quelconque, et dont nous nous bornerons jcj A donner
Pénoncé : : '

GENERALISATION DU THEOREME DE Dssancurs. Lorsqu'un systeme de deux
liewx est conjugué & une surface du troisiéme ordre, une transversale quel-
conque rencontre ces deux licwx et la surfuce en newf points qui sont en invo-
lution, .

Cette nouvelle forme du théoréme de Desargues conduirait aisément 4 une
expression du théoréme de Pascal qui serait plus géndrale, mais moins inié-
ressante que celle que nous en avons donnée plus haut,

(") M. Cremona s’est nccupéd de ec geare particulier de surfaces dans Ic Journal de Crelle,
t. LX.
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SURFACES DE LA TROISIEME CLASSE.

CHAPITRE IV.

COOBDGNNEES RECTILIGNES TANGENTIELLES.

De méme que les théorémes de Pappus, de Desargues et de Paseal ont
leurs corrélatifs pom; les surfaces du second degré, de méme ces théorémes
¢tendus aux surfaces du troisiéme ordre, doivent avoir également leurs cor-
rélatifs. Ici toutefois les théorémes corrélatifs ne sappliqueront plus en
général 4 ces mémes surfaces, mais 2 celles de la troisiéme classe, parce
quwau dela du second degré Pordre et la classe ne sont plus identiques.

Le principe de dualité (*) aurait di conduire immédiatement les. géométres
qui se sont occupés des surfaces du troisiéme ordre, aux propriétés corréla-
tives de celles qu'ils avaient démontrées. Aussi avons-nous été étonné de ne
trouver ancune mention de ces propriétés, méme dans le mémoire de Steiner,
Pun des géométres modernes qui ont cependant considéré de plus haut et
appliqué le plus fréquemment ce principe. Geci nous semble prouver que
celte application n’est pas toujours bien simple, et qu'en général on a besoin,
pour l'entreprendre avec assurance, d'un fil conducteur qui mette d’abord
sur la vole.

Pour nous, ce (il est 'analyse. Elle nous montrera, dans la forme méme
de I'équation des surfaces de la troisiéme classe, le germe des théorémes
corrélatifs des précédents. Aprés avoir établi la propriété fondamentale -de
ces surfaces, mous montrerons que le principe de dualité permet en effet d’y
arriver, et nous ferons méme usage de ce principe pour la déduction de
quelgues corollaires, auxquels Panalyse conduirait da reste sans difficulté.

{*) Unc démonstration analytique trés-élégante et de nombreuses applieations de ce principa
oil ¢té donndes par M. Chasles dans son Apercu historique, pp. 573 et suivantes. -
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~ En désignant, comme nous avens fait dans Papplication des coordonnées
tangentielles aux surfaces du second degré, par d,...d; les distances d’un
plan mobile LX4- MY+ NZ—+P —0 4 six points fixes 0,.... 5 ; et en consi-
dérant les trois équations simultanées

dy = Ady} dy == A'dy; gy = A"d},

nous voyons qu'elles représentent un plan passant par les points Q, (¥, Q'
qui partagent les droites 0, 1; 2,3; 4%, B dans les rapporis

TS|
L
}II )Jl

S [ -

Si ees trois variables sont assujéties & la relation
M= =t

Péquation de la surface enveloppe du plan mobile, en coordonnées langen-

tielles, sera
hid=ddn . . . L L4

équation qui est du troisiéme degré en X, Y, Z, et représénte par consé-
(uent une surface de la troisiéme classe que nous appellerons S,

I est clair que toutes les surfaces de la troisiéme classe pourront se repré-
senter par une équation de cette forme ; car leur équation générale en coor-
données tangeniielles, étant du troisiéme degré en X, Y, Z, fournira dix-nenf
relations nécessaires et suffisantes pour la détermination des dix-neuf para-
métres de 'équation (17). |

En outre, on voit qu'il y a précisément autant de systémes de solutions
qui permettent de donnér 3 Péquation de la surface la forme (17), quil y en
avait de possibles dans la mise de Péquation des surfaces du troisitme ordre
sous Ia forme (1). Et ceite remarque seule prouve déjd que, quand nous
aurons déterminé, au moyen de Péquation (17), un élément (point, droite
ou plan) corrélatif d’un élément (plan, droite ou point) déterminé par 'équa-
tion (1), il existera autant de ces premiers éléments qu'il en existe de ceux-ci.

Cherchons done la signification géométrique de I'équation (17),
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On voit qu'elle est satisfaite par la combinaison de l'une quelconque des
équations |
Gb=0, &=0, &=0,

avec I'nne quelconque des suivantes :
dy =0, gy =10, d5==0;
or, une des combinaisons, telle que

[)\ﬂ:'O, a‘l:()s

reprdsente, comme nous le savens, un plan quelcongue passant par la droite
0, 1 ; puisque ses équations satisfont a I'équation (1), ce plan est tangent &
Ja surface 8%; et il s'ensuit que la droite 0, 1 est une génératrice de la sur-
face. * ' _

1l en est de méme de toutes les droiles qui unissent un point pair a un
point imipair. | ' '

Nous obtenons ainsi neuf droites de la surface passaﬁt trois & trois par un
méme point, et qui sont les arétes de deux systémes de trois triedres, tels que
chaque sommet d’un triédve du premier systéme est le point de concours de
trois ardtes appartenant respectivement aux trois triédres de Vautre systéme.

Afin de bien faire ressortir la dualité qui existe entre les surfaces du troi-
sitme ordre et celles de la troisiéme classe, nous nous permetirons d’em-
ployer une dénomination nouvelle pour désigner un systéme de sommets tels
que ceux quc nous considérons, ot nous conviendrons de T'appeler wun
systéme de trigones coRjugues. ' '

Dans les surfaces du troisiéme ordre, nous avons eu un systéme de triédres
conjugués tels que chaque face de Yon passe par trois géndratrices appar-
fenant respectivement aux trois faces de I'autre.

Ici, nous avons de méme un systéme de trigones conjugués tels que chaque
sommet de I'un est le point de concours de trois génératrices passant respec-
livement par les trois sommets de Pauire. .

D'aprés une remarque préeédente, aulant nons avons de triédres con-
jugués pour le troisiéme ordre, autant nous aurons de trigones comjugués
pour la troisiéme classe,
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Or les surfaces du troisime ordre nous dennajent vingt-sept droites for-
mant quarante-cing triangles tritangents, dont chacun représente une face
de T'un des trigdres.

Celles de Ia troisiéme classe nous donneront de mdéme vingt-sept droifes
formant, par leurs points de concours trois 3 irois, quarante-cing sommets
répondant aux quarante-cing triangles tritangents,

Au reste, Pexistence de cos vingl-sept droites est facile & établir analyti-
quement; il suffit, pour cela, de considérer I'équation

Jﬁ'jg == 0:61 6‘5

qui veprésente en coordonndes tangentietles un hyperboloide ayant un qua-
drilatére gauche commun avee 8L; comme lintersection de cos deux surfaces
est de la sixigme classe, et qu'elles ont déja un quadrilatére cominun, elles
AauUront en outre une conique commune 3 mais on powrra déterminer « de telle
maniére que celte conique se réduise A yn systeme de deux droites qui se
coupent; de sorie que I'hyperboloide coupe Sf saivant deux nouvelles géné-
ratrices. Et corame on peut déierminer neuf de ces quadrilaiéres gauches, on
aura dix-huit génératrices nouvelles.

Nous ne nous arréterons pas davantage aux propriéiés quoffrent ces
vingl-sept droites Principales; elles nous entraineraient heaucoup trop loin;
comme nous Pavons {fajt pour les surfaces du troisime ordre, nous voulons
nous borner, pour celles de la troisiéme classe, aux propriéiés indispensabies
4 Pétablissement de nos théorémes fondamentaux. Au veste, la dualité entre
ces deux genres de ligures étant maintenant établie par Ia coexistence des
éléments corrélatifs que nous venons de découvrir » 00 Waura plus aucune
peine & étendre, au oyen du principe de dunalité > aux surfaces de la troi-
sitme classe, les propriétés qui ont été démoutrées, dans les travaux cités
plus hant, pour les surfaces du troisieme ordre, (e principe aurait méme pu
conduire & la découverte des vingt-sept dvoites des surfaces de I troisiéme

classe : car ces surfaces sont les corrélatives de celles du treisiéme ordre ;or, A
des droites situdes dans un méme plan répondent, dans a figure corrélative,
des droites concourantes; done aux Guarante-cing triangles de Siciner pé-
pondent quarante-cing sommets de trois droifes concourantes,
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Faisons toutefois encore la remavque suivante, dont nous aurons hesoin
pour la construction de la figure de Brianchon, et qui se déduit trés-aisément
de ce qui précéde : c’est que deux sommets 0 et 2 qui n'ont pas de généra-
trice commune suffisent & la formation de-deux trigones conjugués, car les
trois génératrices qui passent par chacan de ces sommcts se coupent deux &
deux en trois points 5, T, 9; et les génératrices qui passent par ces points
yont concourir trois & trois aux deux premiers sommets ef & un sommet
nouveau. '

Nommons sysiéme de tétragones conjugues un double systéme de gunatre
sommets tels que chaque sommel du premier systéme soit [e point de con-
cours de trois générairices passant respectivement par frois sommets de
Vuutre. Nous appellerons sommels opposés de ces deux téragones ceux gui
ne sont pas sifiés sur uné méme géndratrice.

Soient, par exemple, les deux systémes de tétragones conjugués 0, 2, 4,6
et 1,3, 5,7, tels que 0 soit le point de concours de trois générairices
passant respectivement par 3, 5, T, eic; de sorte que les sommets opposés
sont O etd, 2et 3, el B, 6 et 7.

Au moyen des denx sommeis O et 2, formons, comme précédemment, fe
systéme de frigones conjugués 028 et 579; puis, au moyen des deux som-
mels % et 6, le sysiéme de irigones conjugués 138 ¢t £69. On voit que e
systéme des deux ftétragones conjugués peut se décomposer en deux sys- .
témes de trigones conjugués ayant deux sommels communs 8 el 9; et celie
décomposition pourr'a se faire en prenant deux sommets quelcongues de 'un
des iéiragones pour former le premier systeme de trigones, et les deux
sommets non opposés de Pautre pour former le seem}d)systéme.

Ces préliminaires étant posds, il nous sera facile de déduire de Péqua-
tion (1') les théorémes analogues aux corrélatifs de ceux de Pappus et de
Desargues, et i celui de Brianchon.

L équation (1), traduile en langage ordinaire, s'énonce :

1. ExTENSION DU THEOREME CORRELATIF DE CELUI pE Pavevs. Dans un
systéme de dewx rigones conjugues inscrits & une surface de lo troisiéine
clusse, les produits des distances d'wn plan tangent quelcongue auwx sommets
~de ces dewx trigones sont analogiques.
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Il est facile d’en déduire le corollaire snivant, dout Pexpression analytique
sera, en 'appliquant anx tétragones conjugués donnés ¢n exemple :

o &%Ads — 44,05,
c'est-a-dire ; '
CoroLLame. Dans un systéme de deuz tétyragones conjuguds iserils ¢ une
surface de la troisieme classe, les produits des distances d'un plan tangent
quelcongue aux sommels de ces deux tétragones sont analogiques.

On pourrait -étendre fe théoréme A des systémes conjugués plus com-
pliqués. | |

Il est facile de passer du théoréme corrélaiif de celui de Pappus au corré-
laiif de celui de Desargues; nous ometirons la démonstration, qui est iden-
tique & celle que nous avons donnée dans la théorie des surfaces du second
degré. '

IV, EXTENSION DU THEOREME CORRELATIF DE CELUI DE Desancurs. Dans un
systéme de deuz trigones conjuguds inscrits ¢ une surfuce de la troisiéine
classe, les trois couples de plans mends par une droite quelcongue et par ses
somanets opposés pris dewx d dewx, el les trois plons langents mends par
celle droite o la surface forment trois ternes de plans qui sont en involution.

L’expression analytique la plus simple de cette involution sera, pour les
trigones conjugnés 0,2, 4 et 41, 3,5, en appelant O, T, ele. les angles que
le plan mené par O et une droite quelconque D fait avee I'un des plans
tangents T, menés par D & la surface :
sin (0, T\) sin {2, T} sin (4, T) CTsin(0,Ty) .. sin(0,Ty) ..

sin (1, T¢) sin (3, T,) sin (3, T,)  sin (1, Ty .. " sin {1,Ts) .. ‘

Ce théoréme permet de construire autant de plans tangents qu'on voudra
a une surface de la troisiéme classe déterminée par un systétme de deux
trigones conjugués et par un plan tangent. Le corollaire le plus important
de ce théoréme est le suivant :

ConorLsme. Lorsque deux systémes de Irigones conjugues inscrifs a une
surfuce de la troisiéme classe sont situds de telle maniére, que les droites qui
unissent quatre couples de sommets des deux trigones s'appuient sur une

Tome XXXIX. 16
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méme droite, on concourent cn un méme point, les drottes qui uniront les
dewx autres couples de sommels , Sappuieronl sur celle meme droite, ou con-
courront en ce méme poindt. _

Soient, en effet, le sysiéme de trigones conjugues 0,2, Letd, 3, 5; et
un deuxidme systéme 07, 2/, &/, et 47, 3/, B'; supposons que les droites 00/,
117, 927, 33, sappaient sur une méme droite D. En menaut par cette droite
les trois plans tangents T, T,, T, ainsi que ceux qui passent par les somumets
des deux trigones, et en appliquant le théoréme qui préeéde, nous verrons
que les trois ternes de plans

T,,Ts, Ts; OD, 2D, 4D; 1D, 3D, 5D,
de méme que, :
T,,T,, Ts; D, 2D, 4'D; 1D, 5D, 5D,
sont en involution. ‘

Or les plans OD et 0'D, 4D et 1'D, 2D et 2D, 3D et 3'D coincident,
par hypothése; done 4D et 4'D, 5D et 3'D coincideront également en verfu
du lemme algébrique que nous avons donné sur Pinvolution, page 15; les
droites 44’ et 55’ Cappuient done aussi sur D, ce qui démontre la premiére
partie du corollaire.

La deuxiéme partie en résulie évidemment.

De ce corollaire nous déduisons le théoréme suivant, qui est I'analogue de
celui de Brianchon peur les coniques :

V', FXTENSION DU THiOREME DE Briancaon. Dans un systéme de deux
[Blragones conjugues tnscrits ¢ une sur uce de la troisiéme eclasse, les droites
(qui unissend deux @ dewx les sommets opposés concourent en un meme point.

Considérons en effet les tétragones conjugués 0246 et 1357, que nous
décomposons en deux systémes de trigones conjuguds : le premier 028 et
579; le second 138 et 469. '

Les droites qui unissent les sommeis 0,1 et 2, 3 se coupent, puisque les
génératrices 0, 3 el 2, 1 se reacontreni au point 9. Nous pouvoens done
dire que les quatre droites qui unissent les couples de sommeis 0,1; 2, 3;
8,8 et 9,9 des deux trigones conjugués se coupent en un méme point; donc,
en verte du corollaire précédent, celles qui unissent &, 8 et 6,7 se coupent
en ce méme point. -
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On a vu, an reste, dans la démoustration générale de co théoréme pour les
courhes planes, pourquoi ce sont les Sommeis opposeés seuls qui jouissent de
cette propriété.

1 est clair que Ia combinaison des points d’intersection des génératrices qui
unissent en croix denx sommets 0pposés des iétragones conjuguds, comme
0,3et1,20u2,3et1 » &, donmera lieu & différents autres systémes de iéira-
gones conjugués, auxquels on pourra appliguer le théoréme de Brianchon,

Maintenant que le lecteur a vu la corrélation qui existe entre les pro-
priéids des surfaces de Ia troisieme classe, et celles des surfaces du troisiéme
ordre que nous avons tirées de Péquation S, = ABC — FA'B'C/ =0, il Jui
sera facile de traduire également en coordonnées tangentielles les résultats
- auxquels nous avons été conduit par la considération des autres formes de
Péquation S; = 0, et d’énoncer ces vésultats pour les surfaces de Ia troisiéme
classe.

Nous ne donnerons ici que Pinterprétation métrique la plus générale de
ces formes d’équation, en renvoyant & la fin du chapitre suivant pour l'intel-
ligence de I'énoncé,

GENERALISATION DU THEOREME CORRELATIF DE CELUI DE DEsarcurs, Lorsguw'un
systéme de dewx liewx est CORJUGUE & une surface de la troisicme clusse, st
par une droite quelcongue on mene trofs plans tangents  chacun de ces
denx liewx et ¢ la surface, ces neuf plans sevont en involution.

On déduira aisément de ce théoréme un corollaire plus général que celui
que nous venons de donner sous le nom de théoréme de Brianchon.

CHAPITRE V.
SURFAGES SUPERIEURES.

Avant de traiter de ces surfaces en général, nous commencerons par faire
observer que tous les théorémes auxquels nous sommes arrivé dans 'étude
des courbes planes s'étendent lout naturellement aux céues, et, par suite, aux
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cylindres, qui ont ces eourbes pour bascs. 11 suffira, pour arriver & cette exten-
sion, de remplacer les coids des polygones inserits ou eirconscrits par les faces
des angles polyédres formés en menant des plans par ces cotés et par le
sommet du céne. '

Soit en effet S le sommet d’on systéme de coordennées coniques, sommei
que nous supposerons sur 'axe des Z 4 une distance /i de I'origine des coor-
données rectanguiaires X, Y, Z; prenons paur coordonnées coniques du point
X, Y, Zla distance s de cc point au sommet, et les coordonnées x4 et y du
pied de cetle droite, prolongée jusqu’an plan des XY.

I est clair que toute équation en x et y seuls représentera un cone de
sommel S, et dont la hase sera le licu plan représenté en coordonnées recti-
lignes par cetie équation; et en ouire que Pexpression linéaire d==ax - by ¢,
qui, dans le systéme des coordonnées rectilignes, est proportionnelle & la
distance du point 2, y 4 la droite d—0, sera, dans le systeme des coor-
donndes conigues, proportionnelle 4 la distance d’un point quelconque «, ¥,
au plan S, 4.

Car on a f x y

d’oti
Z : Z
— | =X | ——)=7%
O R (S
et
A
uX—Iw»bY*k—G('lv——)
h, Sy 7
ax - by v e== - - =—gaX+bY+c(-i—~—) )
A 8 YRR
f . :
h

en appelant s, la distance du sommet 3 an pied de la projetante conique du
point X, Y, Z Et de ces formuies on déduit aisément les propositions
énoncées. ‘ ' _

Les théorémes de Pappus, de Desargues, de Pascal, ainsi que leurs généra-
lisations, existeront done pour les cones et les eylindres des ordres supérieurs
au méme titre que pour les courbes planes; et lenrs corrélatifs aurent lieu de -
méme pour les cones et les eylindres des classes supérieures.

Pour les autres surfaces d’un ordre supéricur au troisiéme, il west, parmi
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ces théorémes, que celui de Desargues qui lear soit généralement appli-
cable. ‘ '

Nous appelons systeme de dewxr ey CORJUGUEs d une surface dy n™
ordre un double systéme de surfaces telles que les Intersections de chacune
des surfaces du premier sysiéme avee celles du second se trouvent sur la
surface donnée; de sorte que, si powr la surface S,==0 le premicr systéme de
lieux conjugués se compose des surfaces S, et S, le second des surfaces Si,
et S}, (en supposant PHg=p ¢ =n) P'équation §,—0 pourra s'éerive

Wy IS8, =8, =0 . (1)
Nous ferons remarquer que’les surfaces d’ordre supérieur peuvent toujours
S¢ metire sous cette forme; ainsi, par exemple, si les paramétres de: P, sont
donnés, et tous les auires 4 déterminer, on poura écrire les équations des
surfaces du quairicme, du cinquiéme et du sixiéme ordre sous les formes suj-
vantes : ' :
PuS; — PiP.S, =8, —
Py — PSS, — 8= 0,
PuSs — £S,8i8; — §, — 0;
el ainsi de suite.

Cette définition posée, le théoréme de Desargues s'énoncera pour toutes
les surfaces algébriques ; ’

GENERALISATION DU TiEORENE v Dessrcurs. Lorsqu'un systéme de deuy:
liewx est confugué & une surface algébrigue dy nwo ordre, une droite quel-
conque rencontre la figure formee par ces dewx liena et Iy surface en 3n
POIRIS qui sont en involution (™).

Nous démontrerons Jo théoréme pour la forme d’équation (1); on procé-
derait de méme pour les formes analogues,

Soit B une droite qui eoupe

S.en 0, 0, .. 0.; 8, en M, ... M,;;8,¢n M., ..M, Spend M, et S, en My .o M.

Si par le point O, (z,y, z) on wéne a Paxe des z une paralléle qui coupe

(*) Comp, Poncelct, Traité des propriéiés projectives, 9me éd., & H, p, 244.
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5,, 8, elc. aux poinis No... N, Ny - Ny, ete. dont les z sont respectivement
désignés par z,... 2, elc. on pourra derire : :

§,==(z— Z)(z— 7)) B,=(r— Zpps) o (2 — %)
on _ : -
' S, = ON; .. O, 8=0N,.. 0N,
d’otx
S_p . Sl,‘ == OlNl #ae OINH; '

On trouverait de méme :
5

>

8. = 0N} ... ON, .
De sorte qu'en vertn de 'equation (1) nous aurons :
O,N, .. O\, = k. ON; .. 0N, |
Mais par le théoréme d¢ Carnot appligué aux surfaces, on a aussi :

O, O, — h. O, ... OM,;
OIN; ' OiN;! = h,'.‘ O{}!'I o O,M',,;

les vapports A et A’ restant conslants, quelque soit le point O,, pour les
mémes directions des sécantes. '

Les trois égalités précédentes auront encore lieu si 'on v substitue les
points 0,... 0, au point O, et 'on en déduira :

0N, ..0M,  OM,..0M, OM, ... O,M,

O, - O, O OM,  0,M..0M,’
ce quil fallait démonirer. ,

En traduisant en coordonnées tangentielles les résultats qui précédent, on
démontrera pour les surfaces algébriques le corrélatif du théoréme de De-
sargues, et I'on déduira de ces théorémes ceux de Pascal et de Brianchon;
aprés les développements que nous avons donnés & ces modes de démonstra-
tion dans la théorie des courbes algébriques, et dans celle des surfaces du
second et du troisiéme degré, le lecteur n’éprouvera aueune difficulté a tirer
ces déductions; nous nous bornerons done, pour bien faire voir la dualité
qui existe entre les deux genres de théorémes, A metive en regard, dans le
tableau suivant, les propriétés correspondantes des surfaces du #™ ordre et
de celles de la n”° classe. -
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Dans la colonne de gauche, S, représentera une surface du ™ ordre, S,
un plan; davs celle de droite, 8, représentera une surface de la w™ clclsse ,

S, un point.

e

R ER .,

Sy 051 coupée par une droile cn i poiuts : si la droite
variiz le lien de ces points constitne S,. -+

Sy, 8w, Saonl m.n oIS commnns,

81 8, varie, le licu de ces poinls commuus i 8,, ¢l
Sy sern tel que tout plan 8, le conpe en mu poinis;
¢’est une courbe d'ordre mmn.

8, == 8, — kSp = 0 est Péquation 'une surface
qui venferme tons les points communs 4 8, el Sy,

8i ces lienx 8, et S, sont du ate ordre, ils sont
conjugués a 8, .

TIECREME DE DESARGUES.

Lorsqu'un systéme de deux ijeux est ecnjugné 4
ane sarface du n™e ardree, une deoile quelconque ren-
contre la figure formee par ces deux lisux oL ba sar-
[ace en 3a poiuts qui sont ey fuvolntion.

TREQREME DE PASCAL,

5i deux syslémes de lieux conjugués i unc surface
du n™® ordre sonl tels que z -+ 1 points Eintersection
de ces systémes soient eu lgne droite, il y aura n—1
atlres points d'inlersection de ces syslémes sur. celle
méme droite,

e

CLYSSE,

Par une dioite-ou peut mener a plans langents &
Sp 51 la droite varie, 'enveloppe de ces plans con-
stitue §,,.

8, 8., 8, out m,n plans langeals commans.

§i 8, varie, Penveloppe de ces plans tangenis coin-
muns 4 8, el 85 sera telle que par tout int 8, on
peut Ini mener ma plans tangeuts; ¢'esl unc courbe
de classe mn.

8, =8, — k8 =0est dguation d'unc surface a
laguelle sont langcnts tous les plans langents 4 la fois
A 8,el 8,

8i ceslieux 5, 01 S, sont (ln la n*e classe, its sont
conjugués i 5,,

THEOREME CORRELATIF,

Lorsqu'an sysléme de denx lieux est conjugueé i
une surface de la n®e clagse, si par une droile quel-
congue on méne 4 ces deux licux et 4 i surface
3u plans langents, ces plans seront en invelution.

TREOREME DE BRIARCHON,

5§ denx systémes de lieux conjugués & une surface
de la w" classe sonl tels que n—+ 1 plans Laugents
eommuiis 4 ces systémes se conpent suivaut nue
droile, it y auran—1 axwlres plans tangeuts & cey Sys-
{émes, qui se conperont suivani celte méme droile,

Ges théorémes présenteront pour Pétude des surfaces algébriques les mémes
avantages qu'offrent, pour 'étnde des courhes p]anes, les théerémes analogues.
1l faudrait, pour les appliquer, aborder la thécrie des surfaces particuliéres,
ce que nous ne powrrions faire sans abandonner I'objet essenticl de noire
travail, 'extension des théorémes fondamentaux de Ia géomdirie supéricure.
Au reste, au dela du troisiéme ordre et de la troisiéme classe, il n’existe plus,
en général, de sysiémes de polyédres conjugués réels, de sorte que les
" théorémes les plus intéressants font défaut. On pourrait, a la vérite , €N pro-
cédant comme mnous Pavons fait dans 'Addizion & la théorie des courbes
planes, arriver de méme 4 généraliser le théoréme de Pascal pour les sur-
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faces : le lecteur effectuera aisément lui-méme cette généralisation, dont
Ilidée, au surplus, se rencontre dans Gergonne (*).

Nous arréterons done ici nos recherches générales sur les surfaces algé-
briques, dans les systémes de coordonnées rectilignes ponctuelles ct tangen-
tielles.

Dans le chapitre suivant nous nous occuperons de Pextension du théoréme
de Newton aux surfaces.

CHAPITRE V1.

COORDONNEES TRIEDRIQUES £T DIEDRIQUES.

Dans les chapitres précédents nous avons étendu aux surfaces algébriques
les théorémes de Pappus, de Desargues, de Pascal et de Brianchon, en
suivant une voie toute semblable 4 celle que nous avons suivie dans la
géométrie plane. o

L'extension du théoréme de Newton aux courbes planes supérienres a
nécessité I'emploi de coordonnées approprices & cette recherche; el nous
avons fait usage, dans ce but, des coordonnées hipolaires.

Pour étendre ce théoréme aux surfaces, 'analogie nous eonduit naturel-
lement & imaginer un systéme de coordonnées dans I'espace analogues aux
coordonndées hipolaires planes.

Un point étant déterminé dans ce dernier systéme par Pintersection de
deux droites passant par deux points fixes, il le sera d’'une maniére analogue
dans I'espace par I'intersection de trois plans passant par trois droites fixes.
Mais ces trois droites peuvent étre situées, on non, dans un méme plan, et,
suivani le cas, on auwra deux systémes différents de coordonnées, dont le
second renferme le premier comme cas particulier.

Cest par le premier systéme, comme le plus simple, que 1ious commen-
Cerons. ' - '

(*) Annales de Gergonne, t. XVL
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Nous nous bornerons a montrer, par quelques exemples, I'ntilité de eces
coordonnées dans la recherclic des théorémes analogues & celui de Newton,
ou A quelques auires modes de description angulaire des conigues; mais
nous jugeons inutile d’appliquer ici les moyens de généralisation que nous
avons indiqués au chapitre des coordonnées bipolaires,

Nous diviserons Ie présent chapitre en trois paragraphes :

Le premier traitera des coordonnées triédriques particuliéres ;

Le deuxiéme des coordonnées diédriques;

Le troisiéme des coordonndes triédrigues générales,

§ I. Coorponnirs TRIEDRIQUES PARTICULIERES,

Si par chacun des trois ¢otés d'un triangle, et par un point de I'espace, on
fait passer un plan, ce point sera déterming par Tintersection de ces trois
plans, et, en conséquence, par les angles diédres que chacun d’eux fait avec
le plan de la base; ici > comme dans la géométric plane, ce sont les cotan-
gentes de ces angles qui nous serviront de coordonnées.

Soit OPQ le triangle pris pour hase;'s, ¥, ¢ les angles diédres que forment
avec cetie base les plans OPM, OQM, PQM; et a, 3, y les cotangentes de ces

angles ;
me=c0bg; B==rcoly; 9 =-cotlg.

Pour transformer, de la maniére la plus simple, des coordonnées rectan-
gulaires en coordonnées triédriques, prenons. le plan de la base pour plan
des xy, le sommet () pour origine, le ¢oté OP= ¢ pour axe des x ; désignons
enfin par ¢ I'abscisse, et par / Tordonnée du point Q; par b et ¢ les cotés
0Q et PQ. _ '

Abaissons Pordonnée z du point M; et de son pied N les perpendiculaires
aux trois cotés de la base, NQ' ==Y, NP’ et NO', Ces trois droites détermi-
neront, avec MQ)', MP’ et MO’ respectivement, les angles o, et .

Le triangle MNQ' donne d'abord

z:ytgg.............('l)
Toxe XXXIX. ‘ : 17

Fig, XVL
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Les équations de la droite OQ étant

y=-x, 2=0,
@

celle du plan OQM sera de la forme :

ey — fx + ke =0,
d’out nous déduirons
’..
CO8 o == #‘:‘:LT=
Ve [Tk

et par suite

Ve fr b bz
k ke fie— ey

Les équations de la droite PQ étant

IS (x — &), ‘z=0,

C—
celle du plan PQM sera de la forme

(e—a)y%f(xmfn)+kz:0;
d’ott nous déduirons
; | f
Ve — )+ [*+ k&

c0s ¢ =

el par suite
: Vie—a)l+ * ¢ ez

t _ e
B k ko flx—a)—{e—a)y

3)

Les équations (1), (2) et (3) sont les relations cherchées; elles donnent

Y
;=00[’.?=“>

fa ey
———— ===l ey =
bz bz =P
T—a e—a?
“‘_‘——*i=ﬂﬂw’$%

5 Zz 4
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“d’ou P'on déduit : Yoo o W)
4
x b ¢ :
T 7L .4
< TPy o @
4 @ b ¢
e — — =, . . . . . . . . . 5’
P +f‘8 77 (3%

On voit par 13 que oy ii et% sont des fonctions linéaires de « > Bety, et par
conséquent que 'équation d’une surface sera du méme degré dans les deux
systémes de coordonnées. '

Commengons par interpréter les équations les plus simples en coordonndes
triédriques, ‘ '

Désignons par ABG e triangle de la base, et para, 3, y les colangentes
des driédres qui ont pour ardies les cotés 0pposés & ces trois sommets,

a=0 (o =0, 0u 5 — 0) représente un plan perpendiculaire A la hase
et passant par BC (ou par A( > ot par AB); ‘

- a=o(ou f==00, ou 7= 0 ) représente le plan de la hase;

== €'° représente un plan quelconque passant par BC, ete. ;

a~+ kB =0, un plan perpendicalaire & la base et passant par C, ete.;

o kB = cte, un plan quelconque passant par €, ete, ;

«+ kB +ly=0, un plan perpendiculaire A la hase;

a4+ kg -+ ly=c'e, un plan quelconque, "

De 14 résulte que les équations simultanées o — 0, 8= 0 représentent la
perpendiculaire élevée en C 4 Ia hase, etc., et « — c', B = e', une oblique
passant par C, etc.

Toute équation homogéne en o, 3, 7> représente un eylindre perpendicu-
laire & la hase; car transformée en coordonnées rectangulaires, clle donnera
une équation en z et y seulement. | '

L’éqguation ..

off + mfy + neg =0
représente un cylindre perpendiculaire & la base et passant par A, B, C.

L’équation o .

(@ — o) (B— )+ m (8~ &) fp—- ¥) ok (r—9) (4 —a') =0

représente un cone passant par A, B, C, et de sommet o , 8,9
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L’équation o 4 ey Py =¥

représente une surface du second degré passant par A, B, G, et ayant la base
pour plan principal.

3 A 3
L equatlon aff 4 mpy + nyo -+ e+ n'p+ ply=c"

représente une surface du second degré passant par A, B, (; tandis qu'une
équation qui-renfermerait ,* représenterait une surface qui ne passerait point
par G, ete.

Dans la suite nous conviendrons de désigner par () 'angle dont Ia cotan-
gente est «; eb'nous appellerons quelquefois poles, par abréviation, les sommets
de la base du tétraédre.

Ces quelques préliminaires eXposés; nOUS cOMMENcerons par chercher le
théoréme qui correspond, dans Pespace, & celul que Newton a donné pour le
plan. * ' |

Dans ce dernier théoréme , deux angles constants tournent autour de leurs
sommets, de maniére que-le point d'intersection de deux de lears colés
déerive une droite : dans Pespace, nous devons donc avoir trois diédres
constants tournant autour de leur aréles, de maniére que le poiht d’inter-
section de trois de leurs faces décrive un plan; et il s'agira de cherchber le
lieu des points d'intersection des trois autres faces.

Soient donc trois diédres constants («), (b, {c) dont les faces supérieures
forment avec la hase des diedres (), (8), (7) satisfaisant & la relation

mo. 4 nf + py-+ g=10;
les faces inférieures formeront, avec la méme hase; des diédres

(o) = {&) — (@), ele; doli a= go — 1

- s ¢l
 +a

valeurs qui, substituées dans Péquation précédente, donneront
m (e — 1) (§ 4+ 0) (o + €) + = 4+ g (o’ + @) (B + b){y -+ ep=0 .. B )]
Cette équation est satisfaite par

o = — ¢l [%':4(); ou o = —a eb o' = —¢; ou @’.:-_b ot o' = — ¢
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~ Elle représente done un céne doni fe sommet a pour eoordonnées triédriques
~—,—b,—ec. Done : '

I THEOREME ANALOGUE A cELUI DE NEwTON. 8¢ trais dicdres CONRSLants,
ayant pour arétes les trois cotés dun triangle, tournent autour de ces trétes
de inaniére que le point d’interseetion des fuces supérieures décrive un plan,
celui des faces inféricures décrira un cone du troisiome ordre qui puassera
par les trois piles, et dont le sommet sera le symétrigue de celui du tétraédre
déterminé p(n: la buse et les trois dicdres constants.

1 existe des cas particuliers ol ce théoréme se simplifie considérablement ;
nous w'examinerons que les plus importants.

Le terme en o8y de Péquation (4) a pour coefficient

me - b - pe - g

¥

c'est-d-dire qu'il est nul siles trois diédres constants satisfont a Péquation du
plan donné. Done : '

II. Prenier cas pArricoLier. Lorsque les trois dicdres constants a lu buse
d'un tétracdre lournent autowr de lewrs aréles de manicre que le point d’inter-
section des fuces supéricures décrive un plan, le point d'intersection des fuces
inféricures décriva wn cone du second degré passant par les piles, et ayant
pour somnet le symétrique de celui du tétracdre.

Sapposons ¢ =0 : le plan donné sera perpendiculaive 4 Ia hase; et en .
outre soient a—bh=c=0 : c'est-a-dive que les diédres constants sont droits.
L’équation (4) devient dans ce cas : '

MmE'y + ia'y + pa'p =0,

qui se déduit du reste immédiatement de I'équation du plan en y changeant
@ en —%; etc. : '

Cette derniére équation représente un eylindre du second degré perpen-
diculaire & la base, et passant par les sommets de celle-ci, Done :

I Droxiene cAs pARTICOLIER. S7 trods diddres droits qui ont pour arétes
les trots cotés d'un triangle tournent autowr de ces aréies de manidre que le
point d'intersection de trois de lewrs faces décrive wn plan perpendiculaive o
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celui du triangle, le point d'intersection des trois autres fuces décrira un
eylindre du second degré passant par les sommets du trianile et perpendi-
culaire & son plan.

Poursuivons ces analogies entre les propriétés du plan et celles de Pespace,
et cherchons quel est le théoréme qui correspond, dans I'espace, au théoréme
généralisé de Newton. _

Considérons trois dicdres constants (a); (b), (¢), dont-les faces supérieures
forment avee la base des diédres (o), (8), (y) satisfaisant & la relation

thafs -+ Nay -+ Ply - my 4w+ prg=0 . . . . . . 15y
Les taces inférieures formeront avee la base des diédres

aw’ — 1
(%) = (&) — (a), ete.; doil a==

> ele,,
14
AN (]

valeurs c;ul substituées dans Péquation (5), donneront :
an (o' —A) (6 —1) (9" ¢} 4 m (e’ — 1) (o' 4} (' 0) gy le’ 4 @) (F D) () =0. (6)

D’on résulte le théoréme suivant :

IV. THEOREME ANALOGUE AU THEOREME GENERALISE DE NEWTON Lorsque
trois ditdres constants, qui ont pour arétes les trois cotés d'un triangle,
towrnent aulour de ces arétes de maniére que le point d’infersection des fuces
supdricures déerive une surface du second degré passant par les poles, le
point d'intersection des aulres faces décrira une surface du troisiéme ordre
passant également par les poles.

Ce théoréme, de méme que le premier, donne lien & des cas particaliers
teés-remarquables.

Si l'on considére le terme en of ﬁ’y’, On Verra qu;i a pour facteur

aeieh -+ nae + phe + m'e + 2'h Pl 4+ 4,

et quil disparaitra si les triédres eonstants satisfont & i’équatien de la sur-
face (5); donc :

V. Cas pawrviconicr. Lorsque les trois diddres constants & la base d'un
tétracdre tournent autowr de lewrs avétes de wmanicre que le sommet du
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tétraédre décrive une surface du second degré passant par les poles, le point
d’intersection des trois aulres faces des dicdres décrira également une surface
du sccond degré passant par les poles et par le symdétrigue du sommet du
etracdre primitif. _

Ce théoréme rameéne, comme il est aisé de le voir, la construction d’une
surface du second degvé déterminée par neuf points i celle d’une autre surface
également déterminée par neuf points; mais comme rien ne dit que celte der-
niére est plus aisée a4 conslruire que l'autre, la question n'est pas résolue par
le théoréme qui répond , dans I'espace, au théoréme de Newton dans le plan.

Parmi les autres modes de description d’une surface du second degré par
le mouyement du sommet d’un triédre, il en est un assez remarquable pour
que nous nous y arrétions un moment; on reconnaitra immédiatement 'ana-
logie qui existe entre ce mode de deseription, et un mode bien connn de
description des coniques. | |

Supposons quentre les trois diédres & la base d’un tétraédre il existe une
relation de la forme : '
pr—1

b+

=+ o) =)+ {7} dod H=a= you af eyt 1 =0;

ce qui conduit 4 I'énoncé suivant : .

VI. TutorenE. 8¢ fon fuit mouwvoir les trois faces d'un tétraédre de ma-
niére que la somme algeébrique des diédres a la base reste constamment nulle,
le sommet du étraédre décrira une surface du second degré passant par les
sommels de la buse , et ayant celle-ci pour plan principal.

I est & remarquer que dés que I'on donne, outre les sommets de la base,
un point de cetie surface, on peut en déterminer six au-dessus de la hase, el
six symétriques en dessous, & cause de la forme de Iéquation; car si le point

donné est déterminé par

a==@, B=bh, y==g¢,
un second point le sera par

a==d, ;E' ==, ¥ = b;

et 'on trouvera de méme quatre autres points en attribuant 4 « les valeurs
b ou c.
(est ce qui explique comment cette surface est complétemeni déterminée
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par un iélraédre inscrit (pourvu que P'on sache quel est le sommet mobile).
Le méme théoréme subsiste évidemment si la somme algébrique des
diédres, au lieu d’étre nulle, est égale & deux droits.
Si celte somme était égale 4 une auire constante quelconque, le sommet
décrivait une surface du troisiéme ordre. '

§ 1I. CoOORDONNEES DIEDRIQUES.

Aumoyen d'un systéme de coordounndes triédriques plus général que celui
dout il vient d’¢tre question, fes théorémes précédents prendront une exten-
sion plus considérable.

‘Mais avant d’aborder celte généralisation, nous commencerons par I'étude
d’un systéme de coordonnées diédriques propres & manifester certains modes
de génération des surfaces réglées. Ces coordonnées diédriques nous con-
duiront tout natarellement & un systéme triédrique, qui renfermera comme
cas partieulier celui dont nous venons de faire usage,

Considérons deux droites dans lespace, D, ct D, faisant enire elles un
angle (4), et un plan queleonque, paralléle & ces deux droites, et que nous
nommerons base : si par un point M de I'espace, et par chacune de ces droites,
nous menons des plans MD,, MD, faisant avec la base des diédres (o), (8),
les cotangentes « et § de ces deux diédres seront les coordonnées diédriques-
de Tintersection des deux plans.

Pour les exprimer en coordonnées rectangulaires, soit prise la projection
de D, sur la hase pour axe des Y, la plus courte distance de D, et D, pour
axe des Z, et la perpendiculaire & ces deux droites pour axe des X.

Appelons z, et 7, les distances des deux droites & la base.

Le plan MD, a une équation de la forme

E—5

3

7z —5 hr=0; dot ky=—
. . X
-1
el : cos (my= ——-
V1 4+ kR

par suite
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Le plan MD, a une équation de la forme

Z—g by —dr)=0, doi k—_ z—z,.;

. Yy — dr
et .

1 sin (F) _ ¢ } .

o3 (ﬁ):_% — T ==——————_ ¢n rElISEIﬂ[: sin (rj‘):o‘;
VIA BT Ve @ i o+ B
on en déduit - PR Sk
: k, Z— 1z

Si Pon a une relation entre « et 3, elle représentera une surface réglée
engendrée par Pintersection des plans MD, et MD,; et si cette relation est de

I'une des formes
20+ e=0,

ou .
aff e B 0= 0,

elle représentera nne surface du second degré, dont les droites D, etD,
seront des génératrices,

On dédait de 12 les théorémes suivants

VI Trkorine. Si dewx dicdres constants towrnent autowr de leurs arétes
de maniére que Pintersection de dewx de lewrs fuces décrive une surface dw
second degré qui renferme ces aréies, Uintersection des deux autres faces
décriva de méme une surface du second degré renfermant ces aréfes, '

Ce théoréme a pour corollaire celui que M. Chasles a donné dans son
Apercu historique (*) comme analogue, dans Pespace, & celui de Newton,

VI Tutoriue. Si dews Plans towrnent awtowr de dewx droites respec-
tvement situdes dans Fun deuz, de manidre & former constamment entre
ewx un diddre droit, leur intersection déerirg une surface du second degré
renfermant ces dewz droites.

Ce théoréme a été donné par Binet. Poncelet et Steiner en ont donné
également d’autres analogues, et qu’il serait aisé de déduire de celui-ci (*).

(") dpercu historique, p. 405.
(") Steiner, Systematische Entwickelung, ete., pp. 218 et suiv.

' TOME_ XXXIX. - _ 18
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I analyse montre immédiatement que ¢ost le cas seul du diédre droit qui
conduit & la génération d’une surface du second degré, tandis que, dans le
cas d'un autre dicdre constant, la surface s'éléve au quatriéme ordre. La
solution de ce cas a été proposée par Steiner, & la page 302 de son ouvrage,
comme probléme & résoudre,

On démontrera trés-simplement, an moyen des coordonnées diédriques,
différents autres théorémes proposés par le géométre de Berlin, et cn parti-
culier les théorémes XVIL, XIX et XX (7).

§ 1ll. COORDONNEES TRIEDRIQUES GENERALES.

Pour avriver & un systéme de coordonnées triédriques analogues & celles
dont nous venons de faire usage, imaginons une troisiéme droite D, paral-
léle, comme D, et D,, & la hase; ses équations seront :

Z = Za,

y+aw+b:0.

Celle du ﬁlan MD, sera donc :

7 -2y + ko (y + ax 4+ b)= 0;

d’ou comme plus haut :

cos () sitt {ds) ety S, Yy -+ ax 4+ b
s = — 3 = e ==t —— g .
‘/EHQ—-(JJ:F i3 ks 7 — T

Si par le point M, et par chacune de nos droites D,, D, D,, nous menons
un plan, les colangentes a, 5, y des angles que ces frois plans font avee la
base seront les nouvelles coordonndes triédriques du point M.

- Une équation enire «, 3, y représentera donc une surface engendrée par
le mouvement de ce point, ou des irois plans qu'il détermine.

Si cette équation est du premier degré, clle représentera en général une

(*} Steiner, Systemmalische Entwickelng, pp. 299 et suiv.
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surface du troisiéme ordre passant par les trois droites fixes. 1l en sera encore
de méme si Péquation est du second degré, mais privée des carrés des coor-
données; et enfin la surface sera également du troisiéme ordre, si Iéquation
renferme en outre le produit des trois coordonndes, Si, au contraire, I'équa-
tion renferme les carrds des coordonnées, la surface sera du sixiéme ordre ;
-et ainsi de suite. ' _

Ces considérations permetiront de généraliser les théorémes précédents ;
ainsi par exemple :

IX. Tutoreme. Si trois dicdres consiants, dont les arétes sont paralléles @
wne méme base, towrnent autour de ces arétes de manicre que le point d'inter-
section de trois de leurs faces parcoure une surfuce duw troisiéme ordre ren-
fermani ces arétes, le point d’intersection des autres faces en fera de méme,

X. Trtorene, S¢ trois plans tournent autour de trois droifes paralléles g
une meme base, de maniére que la somme algébrique des diddres qu'ils Jont
wvec celte base sott constante, lewr point d’intersection décrira une surface du
troisiéme ordre renfermant ces trois droites,

On pourrait enfin imaginer des coordonnées triédriques plus générales
encore que les précédentes, en supposant que les trois droites D,, D,, D, ne
sont plus paraliéles 4 un méme plan ; mais dans ce cas une surface d’un degré
simple dans ce systéme de coordonndes serait d’un ordre généralement plus
élevé que dans le systéme précédent,

Les coordonnées triédriques conduijsent aisément, comme on vient de le
voir, & la détermination des surfaces engendrées par le sommet d’un triédre
dont les faces tournent autour d'une droite suivant une loi dounée, et par
suite & tous les théorémes analogues, dans I'espace, & celui de Newton. La
combinaison de ces théorémes entre eux conduirait de méme 4 la description
de courbes dans Pespace par le mouvement du sommet d’un triddre. Nous
laisserons au lectenr le soin de tiver ces déductions.

Aprés avoir, dans ce qui précéde, étendu aux surfaces algébriques les
théorémes fondamentaux de Ia géométrie supérieure qui permettent de déerire
une conique déterminée par cing poinis, nous ferons remarquer qu'aucun de
ces théorémes ne parait propre & résoudre directement la question de [a
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description d'une surface (lu second degré déterminée par neuf points.
Cette question, qui a été résolue pour la premiére fois par M. Hesse, exige
une analyse moins simple que celle dont nous avons fait usage jusqua
présent.

Dans un prochain mémoire, nous nous occuperons de Pextension des
théorémes fondamentaux de la neometne supérienre aux .courbes gauches
algébriques,
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