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AVERTISSEMENT.

s

Clest & Pouvrage qui parait aujourd’hui que Monsieur Meyer semblait attacher le plus d'im-
portance , et c'est celui sur lequel il comptait surtout pour asseoir sa répulation; aussi s'oc-
cupa-t-il av‘ec la plus grande ardeur de sa publication et ne cessa-t-il, quoique déja fort souf-
frant , d’en corriger lui-méme les épreuves. La premiére moitié environ ¢tait imprimée quand
la maladie le forga d’abandonner ce travail ; il voulut bien nous le confier ; et & sa mort , sur-
venue peu de temps aprés, nous nous trouvadmes naturellement chargé de surveiller le reste
de la publication. Nous avons rempli ce devoir avec soin ; trop heureux si nous avions pu par
ce moyen acquitter en partie notre dette de reconnaissance envers notre excellent et regretté
professeur,

Parmi les fautes qui sont restées, il en est que I'on apercevra aisément et qui ne peuvent
pas nuire & lintelligence du texte; d'autres , plus graves, devraient étre corrigées & la main
par le lecteur qui ne voudrait pas se trouver arrélé par elles dans cette élude ; nous les avons

consignées dans un errata placé en (éte de Fouvrage,

4

Liége , aout 1857,
F. Fouz ,

Docteur en Sciences,
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AVANT-PROPOS,
—

En éerivant cet essai, J'ai eu primitivement en vue la nécessité de rendre plus rigoureux les
calculs , et de concentrer les méthodes et les principes dans U'exposition de la théorie des proba-
bilités & postériori, Pour atteindre ce but, je mets d’abord hors de doute la convergence des
séries que I'on rencontre dans cette théorie, & Paide des 3 théorémes démontrés dans la 1*° sec-
tion. J’ai recours ensuite aux théorémes de Fourier et de Lejeune-Dirichlet , cest-h-dire , & un
procédé unique, pour la mise en équation, ce qui assure une conslante uniformité A toutes mes
déductions analytiques. Enfin, je fais vessortir la dépendance des cas spéciaux de la théorie des
probabilités & postériori, d’'une proposition unique, due & Laplace, ce qui donne une grande
unité scientifique aux principes de cette théorie,

Yai partagé ce travail en quatre sections : dans la 1™ se trouvent les théorémes sur la conver-
gence; dans la 2¢ je donne les théorémes de Bayes et de Laplace, sur la probabilité des causes ;
dans la e jexpose les fondements de la théorie des erreurs; dans la quatriéme enfin, je traite
de la probabilité appliquée & la vie humaine.

Ces quatre sections embrassent ainsi ce qu'il y a de mieux connu , et en méme temps de plus

utile , la partie la plus étendue et la plus intéressante du grand ouvrage de Laplace sur la théorie
des probabilités,



PREMIERE SECTIOY.

THEOREMES

SUR

LA CONVERGENCE DES SERIES DANS LE CATCUL

DES

PROBABILITES A POSTERIORI.

Théeréme H.

En posant !

] « & S
— 2 . P 2 2 Y
({l == i ] ’1 —_— T = S —_— =
Of'e dt T'h / ¢ de Sy, Vo AV » T,y a,
Y

2
P7=V_.;Py,c}‘__a+ —]~ +etc.,

a, bu.., désignant des constantes inconnues, st l'on a une probabilité exacte
o
= P, + <. P
v s y
qu'une inconnue x , déterminée par s expériences » €st comprise entre les limites
e =
m V—- VIC,

dans lesquelles m et k désignent des quantités connues ) Je dis que 1°, en supposant s trés-grand,
on pourra écrire approximalivement

P,=P ; €))

2° qwa Uaide d’une table de @, on pourra préciser Papproximation de la formule (1) ; et 3¢ que
S pourra éfre supposé assez g Jmnd pour que Von puisse assigner telle approximation que ’on
voudra & lu formule (1)



Démonstration.

Essai sur une exposition nouvelle

Comme P’y ne peut jamais surpasser I'unité, ni devenir négaiif, on a toujours

d’ou :

1
convergent rapidement, la premiére vers zéro, et la seconde vers ~|/

our des valeurs croissantes de
bS]

dotr :

dp <
P, =P =1,

2
l——_T7T
g\<i—Py Vg 7
s="p P)
Y —— T
Viz 7
©

1;/7: - / % 4 =0,886226945 ,

T, = 0,74682a950

T,; = 0,856188380 S,
T, = 0,882081590 S, =
T,, = 0,885766048 S
ay 2,5
T, = 0,886201436 S,
T, = 0,886225472 S,
“1 = e = 0,186
1
S .
4y = 15— 0,055...
T1,5
@ 5 0,004
2 1 T: —— 2 ese
Sz
Fyy = 1—,2; 0,0004%...
« Sy 0,00002
3 == T; == 3 eso
S4
4 = —" = 0,000004...

- .

o -

rapidement vers zéro. On a, en effet :

S, = 0,159402995
= 0,050038556

0,004145555

= 0,000460897
— 0,000025500
— 0,000005875 ,

donce a, convergera ,



de la théorie analytique des probabilités & postériori. o 5

Cela posé, si 'éeart @ — m doit étre renfermé dans les limites eonstantes 2= A, on aura s
abstraction faite du signe :

x—m <L A,

et par conséquent

A=‘-/% VT,

AV
7 = e ‘2)
V% (
Done, 1°si s est donné et trés-grand , alors 7, quelque petit que soit A , conservera encore

.0, . . .
une valeur assez grande pour que @, » et par suite ~, soient insensibles, ce qui permetira de
S

. , . . J
négliger, dans I'expression de P’v » le terme affecté du facteur —.
$

2° Boit p la valeur de v déduite de Péquation (2), pour un set un A donnés; si, en suppo-
sant construit une table de la quantité @, , on trouve queles n premiéres décimales de o , sont
des zéros , alors, en posant

et en prenant v == p, les n premiéres décimales de PP , pris dans la table des Pv , ou caleulés
directement, seront exactes, et les autres pourront étre rejetées , comme étant trop faibles de
Plusieurs unités. On aura alors, en ne conservant que ces # premiers chiffres, la valeur de
. 1
P’ , 4 moins de — prés.
y n

En effet, si les # premiers chiffres décimaux de «_sont des zéros , en multipliant « par la
fraction Pv » les n premiers chiffres décimaux du produit seront encore des zéros , il est done
clair que le produit

R
s <P
n’aura aucune influence sur les # premiers chiffres décimaqx du terme PP'
On a, par exemple , pour
v=1; 2; 2,85 3; 4,

les valeurs exacles
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mais on a :
P, = 0,8427, P, = 0,99532, P,‘,’5 = 0,99948,
P, = 0,999971, P, = 0,999996,

ona done, en ayant égard aux valeurs ci-dessus de z,

P, 2, = 0,186 x 0,8427...

P, «, == 0,0059...

P, o, = 0,0003...

P, a; = 0,000019...

P, 2, = 0,0000059...

On aura done :

P/, = 0,8427 + £ 0,186 x 0,8427...
= 0,99532 + < 0,0039...

P, = 0,99948 - <« 0,0003...

P/, = 0,999971 -+ < 0,000019...

P/, = 0,999996 - < 0,0000039...

On voit par la, que v =1, n’est pas assez grand pour qu'on puisse se permeltre de poser
P, = 0,8427,

mais que V'on aura:

\ r .
P, = 0,99 4 moins de Tog Pres)

Py, = 0,999

»

@

1 .
1000 D'

1
ro__ ; .
P, = 0,999 > > rooos
1
P’4 == 0,99999 » » m »

3° Si A et sne sont pas donnés, on pourra toujours , quel que soit A, faire s assez grand,
pour que I'équation (2) donne pour 7 telle valeur que I'on voudra, et par conséquent pour P,

telle valeur approchée que I'on voudra. ‘

Hhéoréme HE.

Les mémes choses étant posées que dans le théoréme précédent , soit de plus

— 2 K‘
e =K-7:'_‘_L_.‘=Q7)h’<15
V 9%

si Pon @ une probabilité exacte
1 )
LI T e
7 V/LS Y $ 7 "/ ]

quune inconnue x, délerminée par s expériences, est compr ise entre les limiles

L e e

de la théorie analylique des probabilités & postériori.

m == —-Vlc

pgourra écrire approocmza[wement

Po=Q —— + P,
4 ! V/Ls
2° Que le terme Q,, est @ pew prés du méme ordre que la quantité
5,
d_, == T—:"
]
et que Uon a sensiblement
|- .
P, P7 R

dans lesquelles m et k sont des quantites connues., _70 dis que 1° en supposant s trés-grand, on

1)

2)

50 Que L’on powrra, & Uaide d'une table des valeurs o, préciser approximation des for—

maules (1, ou (2;

4° Que s peut éire supposé assez grand pour que Uon puisse assigner telle approximation que

Pon voudra aux formules (1, ou (2
Démonstration.
Comme PI?‘ ne peut surpasser I'unité, ni étre négatif , on a toujours :

Q= AR+ TIQ = ]S
Si nous posons, pour un moment
b~‘Qy‘J:,a—P/,
Vs
nous {rouvons :
é‘.=<:1—(a+b)='l—a{ b }
$ a0 a (a+0)y(1—a)
d’out ¢
K, 1
A WEVE
s T p) ¥ )
v 787(T7+2V§_.ﬁ)
K,

Mais en remplacant au dénominateur le terme ‘Z—V ‘/ par lavaleurun peu plus grande
hs

K7 nous aurons a fortiori :

K

-
i\é'i—l {1__ 22
o 28, (T, +K,)

T



8 Essai sur une exposition nouvelle
Posons :
) P +K =V,
Vg v,

1 1
@ | — — ==
7 { H? Vlz_s‘ } 'G/ ’
nous aurons @
S <4,
s — 7

Mais quand v eroft, la quantité 8, , 4 cause du facteur @, , converge rapidement vers zéro,
On aen effet ; ’
LV
log ( ~—= ) ==0,8039901,
) V'
K, 0,3678794 , V, = 1,1147033,
K, 0,0183156 , V, 0,9003969 ,
K,,; = 0,0019304 , Ve,s = 0,8876964 ,

(]

l

K, = 0,0001234, Vs = 0,88063248 ,
K; = 0,0000001125., V, = 0,8862235 ,
d’otlt ¢
: |
B = 0,186... { 1 —0,74... ——
‘ ’ { ’ Vhs
1
By = 0,004... | 1 — 1,837.., ——oee
’ ’ { ’ Vhs }

1
Bay = 0,0004,.. § 1 —1,479... ——
2,8 { H Vhs }

1
By = 0,00002... { 1 — 1,710,,, —— }
: _ { ’ Vs

By = 0,000004... { 1 — 0,0102... ——’/: }
(&)
Comme h < 1, et que s est trés-grand, on peut supposer }/77 au moins égal A 10, et
alors on a: ’
B = 0,186 - 0,93..,
By = 0,0034%..,
Bas == 0,000348..,
Bs = 0,000016...
Bs = 0,0000019..,

Cela posé : si P'écart = — m doit élre renfermé dans les limites constantes == A, on aura,
abstraction faite du signe ,

xe—m < A,

de la théorie analytique des probabilités & postériors. ; | 9
el par conséquent: ‘ '

P ’.__
S B

AV
Vi ®)

10 Qi -, N g ¥ i i
Done 1° Si s est trés-grand , alors v, quelque petit que soit A, conservera encore une valeur

v o=

R .
assez grande pour que B, , et par suite = soient insensibles, ce qui permetira de négliger dans

, . . J
I'expression de P’ le terme affecté du facteur =,
$

2° On a de plus:

0, - —;/% — 0,146798 . L_/%*/?’

Q, - _V—]:T{ = 0,0073078 . T/%’
Q. - —1721;[ = 0,00077011 . i_/%TJ
Q, - —a—/i;"f = 0,00004922 71“:” )
Q. - 72-/_? = 0,000000044 . 7%.;

ce qui fait voir que le terme Q, « — est au moins. de l'ordre de a, , et quil excree par

sh
conséquent trés peu d’influence sur la valeur du terme P, , dans les limites de Iapproximation
a laquelle on s'arréte. On peut done écrire approximativement

7 v
3° Comme les quantités 8, sont & peu prés-du méme ordre que celles ¢, 5 il est clair que si
Fon posséde une table de ces derniéres valeurs, on pourra préciser Papproximation des foi-
mules (1 ou (2, ainsi qu'il a ét¢ dit dans le théoréme précédent. En effet, pour V7 = 10,
on a par exemple : : :

P1+Ql°,1

Pa'i“Qz'

= 0,8573

= 0,99608

Agl.ﬁc]a

Py + Qz;u ¢ 10 = 0,9995570
1 !
P + Q; - il 0,9999759

P, - Q, - 1!0 = 0,999996
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done;
P, = 0,8573 + £ 0,186 X 0,8573...
P\, = 0,99608 - < 0,0033.,,
P/, == 0,999857 -+ < 0,00084...
P/, = 0,9999759 - < 0,000016...
P, = 0,999996 -} < 0,00000188...

. - - )
Il suit del& que siy ne surpasse pas 1, on ne pourra pas négliger le terme de P’v qui a -
: ‘ ~ 8

pour facteur,Mais siv = 2; 2,5; 3; 4; on aura ;

o 1
Py, = 0,99 & moins de 100 preés
1
P, = 0,999 —
2= U ’ 1000
1
P, = 0,9999 L
s Aok ’ 10000
P, = 0,99999 » !

L . A . » . . i
et T'on voit en méme temps que dans les limites de cetle approximation le terme Q, + ——=
’ . ‘ l/s/z
n'exerce aucune influence,

4> Enfin si A et s ne sont pas donnés, alors il est clair que, qaelque petit que soit A, en
multipliant indéfiniment les expériences, on pourra obtenir, par la formule (3, un 7, qui con-
duira , comme nous avons fait voir dans le 1° théoréme, 4 telle approximation que I'on voudra,

Théoréme NIX,

A ’ r ’ 1 o 3
Les mémes choses élant posées que dans les théorémes précédents, soient de plus

. 725]—2 V%g—-zt 2
7)y=102...(0'—»1)—1—1-2...(9——2)+."+T+”
%9 —35 2g—3
y .
L, = 4 14
v T 2g—3 ,29—8 3 1 + 29 -5 %9—7 5 1 +oe 1’
AR e A A 7
si Von a les probabilités exactes |
o . g
Poy=1—KH +-(1—K H,), o (@)
! —_ P 3
Pyt = P, — K, Lv,y'l""s'(Pw_ Ky Log) ©
que linconnue X, déterminde par s expériences, est comprise dans les limites
?
m e —— V7
vy VE

1
i

de la théorie analylz'(jue des probabilités @ postériori. . 1

m et k désignant des quantités connues , je dis que 1° en supposant s trés-grand, on pourra

écrire approximativement

Pog =1 —K, Hy) (U

2° Que g croissant, il faut que v, et par conséquent s deviennent de plus en plus grands , pour
obtendr par les formules (1 e (2 des valeurs suffisamment approchdes ;

3° Que Pon pourra, ¢ Vaide de tables, préciser les approximalions correspondanies aux
formules (1 et (2;

ke Concevoir s assez grand pour que U'on obtienne, quel que soit g, lelle approximation que
, - . . | ! .
Von voudra pour les valeurs de Ply €l P 2g—1

Démonstration.

(A)
Considérons d’abord la formule (a), on aura évidemment

) <
1— K, H, +5 (1=K Tt

d’ot1 3
2 < K7,E7n‘7_ .
s = 1=K 0, 9
Fesons ¢ =1, 2, 3, 4oy
Nous aurons :
Ky _
—K,
]
K, (»+1)
ﬂ'!fl

—_—N
T—K, (*+1)

ot 9
K,(rg+ T+

=

— 74 9, - 3,7
1——1(?(71—,—,5 o T "“1)

9t ot 9: 1
1{7(1.2?5+1.2+ r+t0

- o8 ot 72 : = &y

1=K (gt 1Th
Fesons maintenant dans chacune de ces expressions

y = 1; 2; 2,8 8; &;
nous trouverons aisément les systémes des valeurs sulyantes :

r(,( = 0,58’1.-. “2,1 = 2,7.'. 595,1 = 11;4‘?'- q‘,( — 1,[1‘..,
a‘,, = 0,0'18..0 6(22 _ 0,1008”‘ ‘“z.)g == 0;510“ a‘,g = 0,76---
905 = 0,0019.., ey == 0,014... “é!gasz 0,035... Zyp = 0,11...
a,; = 0,00012... as; == 0,0012... ag; = 0,0062... a,; = 0,021...

ay = 0,00000011... d\g‘,‘ = 0,0000019... a5, = 0_’0000015" ., = 0,00000...
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: SN . . :
On voit par la que By done —, convergent vers zéro, quand v croit, mais eette conver=
J s

gence n’est pas rapide quand g est un peu grand, (3, 4, ete.). Cela posé, si I'dcart & — m doit
étre renfermé dans les limites constantes == A, on aura , abstraction faite du signe :

x—m < A',
el par conséquent
4 —
A = s V'E
d’ou
AV
=T - ®

Donc 1° si s est trés-grand, alors g, quelque petit que soit A, et quelque grand que soit ¢ ,
conservera une valeur assez grande pour que la quantité correspondante a, ., SOit rés=pelite ,
)

e , ) , b)
¢t pour que F'on puisse négliger par conséquent le terme de P % affecté du facteur =,
S
2° 8i g est un peu grand , il faut que s soit néanmoins assez grand pour que la valeur de v
. . J .
déduite de (3, permette de négliger le terme en —. Il faut done que le nombre des expériences
8

soit d'autant plus grand que 2¢, qui, comme nous verrons plus tard , représente le nombre des
incoanues & , sera plus grand,
3° 5oit p la valeur de o, déduite de Péquation (3 pour un A et un s donnés, si, en supposant

construit une table -des valeurs « ,» OD trouve que pour un g également donné, la quantité g o
1

a ses n premiers chiffres décimaux égaux 4 des zéros, alors , en posant
P, =1—K H

o =1 e e’
les 2 premiers chiffres décimaux de ectte expression seront exacts, et on pourra supprimer les

, . . . 1
autres comme étant trop faibles de plusieurs unités. On aura alors la valeur de P’Qg dmoins de —
n

prés. En effet, si les n premiers chiffres décimaux de agpsont des zéros, en multipliant %y
. . ? 2
par la fraction 1 -—Kﬁ H7 , les m premiers chiffres décimaux du produit seront encore des

zéros ; il est done clair que le produit
Jd ,, :
= (I—K 0)<e (1—K1)

n'aura aucune influence sur les # premiéres décimales de la quantité 1 — Ky H, .

4° Si A et s ne sont pas donnés, il est elair qu'en multipliant convenablement le nombre s
des observations, on pourra obtenir, & I'aide de I'équation (3, pour 7 telle valeur g, et par
conséquent pour P’Qy telle approximation que !'on voudra.

().

Considérons maintenant la formule (b), qui a lieu comme nous verrons  plus tard,

quand le nombre des inconnues % est impair, de la forme 2y — 1. Nous avons d’abord évi-
demment ;




<
P, —K, LM-{——(P --K L) S

Fesons, pour un moment,

il viendra:

P l—(a—0b) 1—a b
s = a—0b a “+(a~—b)(1—-a)]'
Mais on a:
1—a S 1 2
= - — 0= —0,
a 1‘7’ i
Il vient done
S$ T'y 2 S ( 9
Ve v)
Soit
Q 3
g’v=‘/~;l‘? K Ly/,
K Lg”
Vyv =
’ s, 6
l/z 97

nous aurons :
S'/
Byy = T A+V,)=a,(1+V,)

Si nous fesons d’abord 9= 2,3, 4, il vient ;
Pay = @ (1 + \EPE

,64’7 = wy (i + V4’7)

de la théorie analytique des probabih’[és a._postériors,

13

Posons maintenant dans chacune de ces trois derniéres équations, successivement

r=1; 2; 2,5; 3; 4;
10Us trouverons les systémes de valeurs suivantes :

B = 0,186 X 44,83...
Boy = 0,004 X 17,9... = 0,071...

Prsy = 0,0004 X 19,7... = 0,0078...

Fas == 0,0002 X 26,7... = 0,00053...

Py = 0,000004 x 1,205... = 0,000048...
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fy, — — 0,186 X 19,7...

By = 0,00k X 79,8.. = 0,31,..
Paaw = 0,000& X 100,7... = 0,0402...

==

ﬁ5,5 == 0,00002 >< 182308"- = 0’0036.--
p“l“ = 0;00000[“ >< 2,4‘--- = 0,0000096000
oy — — 0,186 X 15,005...

/3(,2 = 0,00@ >< 257,01... — '1,028._,

Bigs = 0,0004 X 275,01.. = 0,108...
Bus — 0,00002 X 393,81.. = 0,0079...
Bus = 0,000004 X 8,6... = 0,000003%...

—

3 4 3 14
On voit par 14 que ﬁg,v , done = convergent vers zéro quand v croit; cefte convergence cst

d’autant moins rapide que g est plus grand. Cela posé, sil'écart 2 — m doit étre renfermé dans
les limites == A, supposées constantes , on aura, abstraction faite du signe :

z—m < A,
et par conséquent ‘
A== VT
d’ou :
AV'S
"=V X

Done 1°si s est trés-grand , alors 9, quelque petit que soit A, et quelque grand que soit g ,
conservera une valeur assez grande pour que la valeur de /3g , eorrespondante & cette valeur
y

de o soit trés-petite , et pour que I'on puisse négliger par conséquent le terme de P'y g—1 affecté
5 :
du facteur ~

90 8i ¢ est un peu grand, il faut que s soit encore assez grand pour que la valeur de v déduite
g peu g q

. J -
de (4 permette de négliger le terme en =

3° Soit p la valeur de 9 déduite de I'équation (4 pour un A et un s donnés, si, en supposant
construit une table des valeurs By, s O0 trouve que les n premiers chiffres décimaux de By,e
?

sont des zéros, alors en posant

=P, —K1L, ()

Les n premiers chiffres décimaux de cette valeur approchée seront exacts, et les autres pour-
ront étre négligés, comme étant trop faibles de plusieurs unités, L'on voit aussi que n doit étre
au moins égal & 1, c'est-d-dire, il faut que s soit au moins assez grand pour que lavaleur 9=
correspondante ait au moins son premier chiffre décimal égal & zéro; sans cela, il n'est plus

!
PEg——i

. ot J
permis de négliger le terme cn —.

On a, eneffet :

- ~’de la théorie m‘mly‘h'qkuke kdes probabilz’tés d pdstériori,

K; LS,& == 0,7557, Kl La,l = 4,21385, K.! L‘:i o 1,5979,

K, L, = 0,0722, K, Ly, = 0,26740, K, L,, = 0,54214,

Ko Legs = 0,00068, K,y Ly,., = 0,04990, K,y L,,., = 0,12458,

Ks Las 0,000740 , K, Ls,s 07005182, K; L4,5 = 0,011120,

K, L;;s 0,000000, K, L;, 0,000011 , K, L., = 0,000035,
et par conséquent Pexpression (5, pour g = 2,3, 4, v=1;2;2,5;3; %4, nous fournira
les systémes de valeurs :

8

P‘ — I(( Lg( == 0,1070
P, — K, L, = 0,92306
P,y — Ky Log., = 0,98983

Py, — K; Ly = 0,999231
P‘ - I{( Ilg’,i = 0,999996.

P, — K, L, = — 0,5711

Py — K, Ly, = 0,72792
Py, — Koy L,y = 0,94958
P, — K, L,, = 0,994789

P, — K, Ly, = 0,999985.
P, — K, L, — — 0,5552
P, — K, L,, = 0,453518
P,y — Ky Ly, = 0,87490
P, — K, L., = 0,088851
P, — K, L,, — 0,999963.

———

. J .
Mais comme on a - < By il est clair que Ja valeur exacte de P’Qg__i » pourra s'éerire :

P’Qy__1 = Py - Ky Lg',, + <L By (P'/ — K, Lg,,/ )

Cette formule, en ayant égard aux valeurs ci-dessus de 5 .. , et en y posant :
y

1 1 1

2 2 2
g =2,9= 25,9=3,1= 2;5,9—[1‘;?’— 2,5,

3 3 5

4 4 4

conduira aux systémes suivants de valeurs exactes :

P, = 0,170 4- < 0,186 X 0,44.,, pour g = 2, » = 1
P!, = 0,92306 - < 0,06k.. » p = 2
Py = 0,98983 |- < 0,0069.., » y = 2,5
P/, = 0,999231 4~ < 0,00049... » ) =5
P, = 0,999996 + < 0,000039... » 7 = A,
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P’5 = » » pour ¢ = 3, » = 1 Pour g = 4, 7 = "I: 1 — K, o, = 0;41159296‘
Py = » » » y = 2 B ¥ == T — XK, H,, = 0,56775184
P, = 0,94938 + < 0,037... » /= 2,5 » r =251 — K, H,., = 0,89942616
P, — 0,994789 4+ < 0,0029... » ) =5 > v=3, 1 —K H,; = 09787752
P, == 0,999985 4+ < 0,0000089... » v = k. » 14 1 — Ko By, = 0,9999077,
P, = » our ¢ = 4, 9 = 1 , k) ‘
P': - : P g» o : _ 9 Comme on a - < ¢y, » OB trouve par la formule (a) :
P/7 — » » » P = 2,5 P, o= '1 K I] o i
. =1 —K H,_ + — K. H ).
P, = 0,988851 4 <« 0,0069... » ) =3 % Vo < g = R Hg)
P'; = 0,999963 - << 0,0000029... » v = 4. Si done nous fesons dans cette formule successivement
Si donc on ne veut conserver dans les approximations que les valeurs qui ont des chiffres 1 1 1 1
décimaux exacts, on trouve les systémes suivants : 9 9 2 9
P’5=0,9 pourg=2,7=2 021;/— 9,5,!}“—'9;/= 2;‘))9:5,/——— 2,5,g=4:,/== 2,5
P, = 0,98 » 7 = 2,8 , 3 3 3 3
P, = 0,999 » 7 = 3 4 4 4 &
Py = 0,9999 » 7 =4 ; nous (rouverons, en ayant égard aux valeurs ci-dessus de &, , les systémes suivants :
[ )
, £ Pour ¢ = 1, v = 1, on a P', = 0,6321206 . 0,881 (0,632..,
il)),,.’} —:—' gigg pour g = 5; '}’ == ?),b T J)) ’ J = 2: » P’: 2= 0j98’1684‘4 :ll: 2 0,018..(. ’ i )
P’ - 0’99998 ” V= . ‘ » 1= 2,5, » P, = 0,0080696 + < 0,00189...
s =0, ? = . 1 =3, » P, = 09993766 4 < 0,000119...
» 7 =4, » P, = 0,9999998 4+ < 0,00000109...
P, = 0,98 pour ¢ = 4, v =
P, = 0,99996 » 7 = 4, .
Fesons des évaluations analogues pour la formule (e). A cet effet on a : Pour g = 2, v = ;; on a 54 == » »
» 7 = » = » »
Pourg =1, =1, 1 —K, H,, = 0,6321206 , ? ¢
3 » = 2 ) 4 ]
» 9 =2, 1 — K, H, = 0,9816844 aak P,‘ O’?SGOMG T < 0,0158...
' s 1k T ous060s | b 7 =15, » P, = 09987660 - < 0,00119...
)0 948 My = YU, . » 7V = 4 » Py = 0,999998 - < 0,00000199..
» y =3, 1 — K, H, = 0,9998766 ’ ’ ’ ’
) y =4, 1 --K,H,, = 0,9999998875.
Pour ¢ = 5, y =1, on a P, = » »
» = 9 » Pl = » »
Pour g = 2, 7 = 1, 1 — K, H,, = 0,2642420 o ;o : .
) »—2 1 —K,H, — 0,908/220 ; ' ?)’5 ; 113,“ B 835:)55539 < g’oaf.""
» v = 28, 1 — K, H,,., = 0,9860046 r= L P,“ = VYO 1 < 0,0059...
» 7 =3, 1 — K, H,; = 0,9987660 ’ 1= > P = 0,999998% 4 < 0,00000149...
» = 4, 1 — K, H,; = 0,9999980875
Pour g = 4, v == 1, on a P/{ = » »
Pour g = 3, » =1, 1 — K, H;, = 0,0803015 | ' i =2 > P,'s = ’ ?
. ;=29 1—K,H,, = 0,7618972 | » 1=23 > P, = ’ »
» p = 2’5’ ,1 . 1(2,5 Hg‘,gq; = 079656589 | » v = Oy, » Pg = 0;9787752 + < 070(205...
» =3, 1— K, Hs,s = 0,9937683 » Y= /1'7 » By o= 0,9999077 + < 0)000089”‘
» » =4 1 — Ki Hys = 0,9999984 G

(4
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i y roché ! tous les
Si nous ne voulons conserver que les valeurs approchées de ng dans lesquelles
chiffres sont exacts, nous trouverons :

Pour ¢ = 1,7=2, Py =09
» 7= 2,57 Plz = 0,99
3, P, = 0,999
. P/, = 0,99999

»

1

» ‘/=[1‘

Pourg = 2,7 = 2,5, P/, = 0,9
» y =3, P, =099
» o =4, P;=10,99999

Pour ¢ = 3, 9 = 2,8, P’o = 0)9
N
o =4k, P, = 0,99999

I

Pour g =4, 9 =3, P'y = 0,9
» Y = 4‘; Py = 0,9999

DEUXIEME  SECTION,

THREOREMES

DE

BAYES ET DE LAPLACE

SUR

LA PROBABILITE DES CAUSES.

Soit 1 == f(xx) la probabilité d’un événement dépendant de l'inconnue 23 x se nomme la cause
de cet événement, Ordinairement les valeurs inconnues de x sont renfermées entre deux limites
a, < B, et les probabilités de deux quelconque x, , x, , de ces valeurs, seront évidemment

proportionnelles aux fonctions f(x), [ (xp). Nous pouvons done établir le théoréme suivant
du a Bayes,

"Théoreme K.

b

% == désignant les limites de toutes les valeurs possibles de x y 88y == Ix est la probabilité de
«

lune quelconque des valeurs de X, regardée comme certaine, je dis que lon aura une probabilité

g
/ ydx
24
b= B
/ yda
‘a
que Uinconnue X est comprise dans les limites o et p.

Démonstration,

Comme « est susceptible de toutes les valeurs possibles comprises entre a << b, parmi les-
quelles se trouvent les valeurs a et g, il est clair que ces valeurs constitueront la suite continue

a,a+da,a4-2da, ... a, ad-da, a4 2a, ... B, ... b. (1
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A ces valeurs répondront les fonctions

1), @+ da), f(a+ 2da), v fie), [(aFda), fla +2de), oo f(B), oo fB). (@)

soient
Py Pydeda? Patodar *** Par Pat-da» Pugeode s+ Pay o Py
les probabilités de x corresponddnles aux valeurs (1), Ces’probabilités étant proportionnelles aux
fonctions (2), nous aurons
PaiPaide’ Patoda’ P Putda : Pufoade 3 ooe 2 Pg 3 wve 3y 3
(@) : fla 4 da) : fla 4 2da) t oo 2 [() 2 fla-fde) ¢ flad=2da) 2 ..o 2 f(B) : 1v. 2 fiB),

dout :

pa+pa+da+"‘ 'l"pb :7]a+pa+(la+pa-{—?du+"'+p{; () +fla 4-da) + o+ [(b)

) + f(e -+ da) - G + 208) - ...+ f(g),

mais on a évidemment :

7)a+ pa—[—da -+ pa—|—2a’a + Py = 1,

P, +p“+da + Pyt 9da -+ —]—pﬁ—:.: b;
on a donc :

1:P = flo) + fla + da) + flo + 2da) 4- ... - f(b) :
1(8) + fle - de) + fla 4 2de) +- ... -+ f(8)

d'ot‘l_l’on tire, & cause de de == da :
@)+ e+ da) 4 f(x + 2a) + o - (8} |

P =
L/(@) + [(a - da) + fla |- 2da) 4 ... - f(b) } da

8 £
. f [xdx / ydux
a o
= ; = — .
J/ facdox f ydx
I a

Corollaire 1. La probabilité p d’'une valeur unique de a est par conséquent exprimée par

ydx
: (35

f ydx

a

p =

Corollaire 2. Soit z = Y la probabilit¢ d'un événement futur, due 4 la cause @, ¢t y = fx la
probabilité d’'un événement observé, soit P, la probabilité de I'événement futur en vertu de la

cause dont la probabilité est Ja valeur p ci-dessus, nous aurons évidemment :

zydx

Pi = jZ = ———,

b
f ydx
[

de la théorie analytique des probabilités & postériors, 2

¥

Done si 1t exprime la probabilité que I'événement fatur arrivera en vertu de une des causcs

B
% == { , hous aurons
[21

Laplace a démontré dans les mémoires de I'Académie des sciences pour 1783 , puis avec un
peu plus de clarté, & la page 402 , (édition de 1847), de son traité des probabilités , un théoréme
sur la probabilité des causes, qu'il faut regarder comme un des résultats les plus généraux de
la théorie des probabilités. Il renferme, en effet, comme cas particuliers, la plupart des propo-
sitions relatives aux probabilités & postériori, et nommément le théoréme inverse de Bernoulli ,
ainsi que je le ferai voir tout-a-I'heure, aprés avoir démontré le théoréme de Laplace. 3'ai apporté
des modifications notables 4 la démonstration de cette proposition , et quoique mes déductions
procédent au fond des idées de Laplace, ellessont & la fois plus claires et plus rigoureuses que
celles de cet auteur.

Fhéoréme EH.
THEOREME DE LAPLACE.

x étant la cause inconnue d'un événement composé, dont la probabilité est

S
Y= (f %),
si m désigne ln valeur de X qui rend y un maximum ,je dis qu’en supposant s lrés-grand, on

. 1 o
aure , aue quantités pres de Pordre T une probabiluté

YL
72
P = _2__ / ¢ d,
Vi
que Vinconnue , ou la cause x, est comprise enire les limiles
¥ P
m == = =% ———
\/ fla \/ (L logy )
s § (e — r—
( 2fx ’m 2dx?  Im
Démonstration. b
s o .
Soit ¥ = (fr) la probabilit¢ d'un événement en vertu de la cause x; si & = sont les
a

valeurs extrémes de x déduites de I'équation
y =10,
on pourra regarder ces valeurs comme les limites de toutes les valeurs possibles de x, ct alors

on aura, par le théoréme de Bayes, une probabilité
6
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.P = A ?

que o est compris dans les limites « et 8.
Soit donc m la valeur de x qui rend y un maximum , déduite de ’équation

dy
- =0,
dx ’
soit de plus 2 une quantité telle que l'on ait :
B=m —l— A
&= ’
& = M — A
on aura
m- 2
f ydx
m— X
P = — :

f ydx

[
Désignons par R, ce que devient généralement une fonction R de =, lorsqu'on y remplace

L par 1, nous poserons

y=y ¢ , M
expression dans laquelle g, est la valeur maximum de y. On tire de cette équation

* = log y,, — log ¥ @)

Mais la relation (1) fait voir que ¢ devient zéro, quand y devient Y » cest-d-dire, quand x
se change en m. 11 est donc clair que #* est de cetle forme

* = log y,, —log y = (o — m)? { A+B (z —m) + Clx—m) 4~ ... } (3)
Soit ;
—L (4)
= { A+B@—m)+Cl—my+..} 2,
on aura :
x=m-}+ ut;

En développant cette fonction par le théoréme de Lagrange, on trouve :

de-u? 1 d?eys

o == U, U 3y 2( - ) +1o2-3( — ) F ete. ®)

m m

Calculons d’abord les valeurs des coéfficients de ¢ dans cette formule. A cet effet, on a
successivement :

1 log o
log y = slog fx, 5—071 ;w /

de la théorie analytique des probabilités ¢ postériori.
d: logy ",
sy g { / x o f’ @

dx? _f—:’,_l-!— ! 75)2 } ’

d*logy f’” f”ac f’
dx? = S fx /m fOC )3 %
dslog y Ve | Pl f’oc '
A ¥ RS S r f d
doc* S{ fx " [x f-fc 2 ( f +4 (%0)’ -+
" 1,2
<—-—”—ff%,->1f” ’j]},exc.,ete.

Si nous posons I8 ' i
] us p s d.an\. ces formules, & = m, alors y devient un maximum, et I'on aura, par
a conditiorn du maximum : |

(7 oy = 0;
fJC m
par conséquent les formules précédentes se changeront en celles-ci :
dlogy "5 :
- =85(—)=0
( a0, ( 7 ) )
d= log vy M
—_— =8 —
dx®* iy ( fx ‘m’
d*log y My
( T = S<[_ ’
dx m [x ‘m
d* log y © g
(—————l- = § — — 3 (=) ete, .
dxt m { ( fx “m ( fx ) m}, L6, ete

, . . o
Différentions maintenant 'équation (3) deux fois, trois fois, elc. , et posons x

= m aprés les
différentiations, nous trouverons : '

1 a2logy "
A= — e (e - Q
1. ( dx? )m, 1.2 ( /x )m,
_ 1 d*log y s [
1.2.3 S dx? >m = 1 (%‘ m’
C— 1 dt log y

— ( ) ame— $ Mo
1-2:3:4 " dut Im 4.2‘.3.2[(7; >m*—5(7;)’m], ete., efc.
On a d’'un autre coté :

1
u = { A+ Bz —m) 4 C(x — m) + et }—-2—

= A_i—A"Q{ B+ C(x—m) ... }(ac — m),

w=A 2 SA—SB 5 —s 3.5 —1
= T (x—7”)+{"'§A QC+ﬂA 2B’}(oc—-m)l—{—etc.,elc.

d'ot1 I'on conclut
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fll!
o2 ._;2 1 ( x
du) ——A Be., f" m’
dx “m 3 s ( / x
/-'JC m
; 5 7
d2eud -3 38 % n:
—~—)=—3A 2C~+—-——-A 2B
( do? )m 2:2:4
/"yx (/(‘III
1 1 { J% " 3V(£E) 5 fx m },
= 8 5 V~S— ]rllx \/ !lm f.ﬂ m 6 /'le , {7”"” )
(F) —;E—fm (-f?)m fx 'm
ele, , ete.
Ces expressions font voir que les termes
deu? d*eu?
Ym s S do )m’ (Wd )m’ ete.
sont respectivement de P'ordre
1 1 . 1
"—':,,('—;> (*—)33("‘0-
Vs
Cela posé, soit
== 1 - U, Ty (6)
alors aux limites
A
——— Y
m - A , . Uy
x = , répondront les limites t =
0 — A A
————=—
’Hm
et la formule (5), eny mettant pour 2 sa valeur (6), deviendra :
de? 1 de o
T = —_ t ) £ -+ ete. 7
+u (1-2((x)m +um (1 23de) ) @)

Mais quand on a
=y - by* -} cy® + ete.
il vient, par le retour des suites : !
Y = x — bx* 4 (2b* — ¢) x5 — cle.
Soit done
1 dey? 1 a*ud

b= —— —
U (1-2(1x)n1’ u (1 2.3 du ’) » ele.

Nous aurons, & la place de la formule (7), la suivante :
1 dew? ) d.w? 1 d?eus

=7 — 2.-——~ —— 15— elC;
“m (i 2 ({-X' I: ( «2 dx )m ”m ( I 2 5 dx? ) } ?
d’ont :
2 1 et dw? 1
{2 = O ) . 4] ele.
L & “d vl 2,“(26196 >m Su ( dor:z ) ] +

|
{
<,
i
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Observons que les coéfficients de %, 1, etc., dans cette derniére formule » sont respectivement

1 1 .
de 'ordre ——, (—= ), ete. Posons donc pour abréger :
b} 8§
1 ((l-u2 ;4 ((7 u? 1 (dz'u?’) r? ol
u de 7, 5’ w2 dw YT de? ', s’ 7
m m
Nous aurons :
?= o —i" —]———-f“—}—...
V 5
b
comme & y == o répondent & = , il est clair, par I'équation (1), qud y = o, répondront
a
o] [oe]
aussi £ = , et par conséquent ¥ = . On a done:
— — 0
m-j-2
fydm
LW
. m—2
P =-
ydx
*
a
m—-24 e
f Ym € dx
m—A
= -4
¥ —2
Ynm € dx
—_— ‘
-—"Q-l—— B2 “—l——ﬁ““-i— 1"*TG—I— o dx
f Yn Za
G

5 "2 . s . Ty,
/ym SEE e Rug T e Mg,

' ‘ redui dax d .
Mais de @ = m - v, ¢on deduit = = U, » on a donc:

7

—12 r s ’,
Yo € dt P 2 — 1.,
Jm m L/ { S +— S o SVS 7 + - + )
-
P =
oW -—TZ . -
Y U e 1—}— e (3 - ZT/_;;”—*— - Zﬁ_l_.“)
B) $
—
Un U N __ N
T oy, u, D D

Mais on a généralement :
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T, g
fe t dt-t%—{_ =0
-9

— 21 32—t 201 23

(2 —35) 53

_ (20— 1)
_/9 dtot =—e {7 = + e g—1

7
+ 405“.21.'—‘1 fe_t2 dt,
u,i
- —_—7

m .
— 12 2 1.3...(2—1 .
f@ d5°t = 3 l/yz-
2’(«
o OO
on a done
7
v k4 2 " __zg
-T2 7 ., I } 2
N==fe d;’_{_f Tte dt-—l«;z‘ft“e d: - ete,
—_— —_ : —
—1? r, 1:3 | 74 1.3.8

e (l7{1+§--'2—2 PrRRECY Ao

fl
~.

|
l ~

” 5  w —#, B 5.3
TGRS DR 457+ g+

Posons

1.5 r, 1.3:8 _
ry = -+ é_‘.__‘z-s-—-[—-etc. = J,

53 5 r _—73 5 5-5' .
ry @ (‘?3+=§‘?)+-S—‘e ('/"+§‘>3+'§2"’)+""‘»'3 ;
nous aurons ;

7_.12 v,) at
N=—.=fe (14'{14‘—}'—;‘

)
bani 4
v o 3t
- | - e %
=fe dT-l-;‘/‘e d‘{a"— T _ s
Y ot 4 C‘ d?
=7
Soit
al
d— —— =5
1w
fe d7
—7
il vient :
7w .
N=fe d?‘{l-—}—;—}.
-—

|

de la théorie analytique des probabilités ¢ postériors,
On a ensuite:

=] - @w - [+
- o { P, _‘[2 r -m'£2
- 2 &
- 4 g v——
p= /", a2 [oe awrg [ ar .
— 0 — —— 0

— 1 1.3 7 ’1-3-5
=Vn-§l+;(7‘2--27 i._23__+)}

=|/;{1+§}.

Il' vient done

(a+2)

1 —12 , g J —1
=l7_;;_/e dr (1 + -;;)(1—}—';') .

—7

. . g J.—1
Mais le produit (1 + =) (1 + > )5 conduit évidemment & une série de la forme

c =1 3 ~
(I4+=) (14<) =1+;(a+§,-+ £-+--')-

Si done nous posons

b ¢
a+‘;‘+;;+no=’1’

pous aurens finalement

?
1 . o Y
R e a7 (1 4 =
¥ -_%_'/'e ( s)

| 7 — 1 Yy oy
,:—-—__fe d7 1'-:/‘4; ? az,
Vr s er
-7 -7
Clest | babilité i
est ta probabilité que z est compris entre m = A = m £ 9u,
7 1
Vi (e

_Q_ﬁ;c-m

= m ==

Nous pouvons done, conformément au théoréme 1 de Ia premiére section, concevoir s

assez grand pour que nous puissions négliger — comme insensible. Alors on aura, & moins
S

i 1
de quantités prés de lordre —:
S

2

v
P = pry /e_ @ d[.
a
0
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Remarque, Observons 1° que 9, done P, restant constant , les limites

v 1
mt e e
Vs \/ "2
— (:270;)

se resserreront quand s croit.

9° Lointervalle des limites restant constant, ce qui exige que 9 augmente, quand s croit, la
probabilité P sapprochera de I'unité de plus en plus , & mesure que s augmentera.

3° On peut done, en augmentant s, resserrer & la fois les limites, et augmenter P; pour
s =oo,onawrax=m, P=1,

Théeréme HEE.

THEOREME INVERSE DE BERNOULLI.

x et 1 — x désignant les probabilités simples el inconnues de deux événements contrairves A et B,
en supposant que A arrive p fois, et B q fois en un trés-grand nombre u==p - q d’épreuves ,
je dis qu’on aura la probabilité

2 Y e
P= 0o J/ ¢ " di
Vir
0
que X est compris entre

P 9 2 pg
LTS Vot
Iz “ #

Démonstration.,
L’événement A arrivant p fois, I'événement B ¢ fois en x == p 4~ ¢ coups, la probabilité de
cela, en vertu de la cause @, sera:
! /
. q /N
_.ﬁ....mp (’1—— ) —_—.———';I-_... y.
plq! plyq!
De Véquation :
y=o (1 —x)f=0,
1 _

on tire o == ; ce sont les limites entre lesquelles sont comprises toutes les valeurs pos-
0

sibles de .
Soit P la probabilité que V'inconnue 2 est comprise entre deux limites « et 8, on aura, par
e théoréme de Bayes:

+

de Pordre g, en écrivant
\ = " = 7 ? g
; ~ y=oP(l—af=[a(l—x)p]?,
mparant celte expression  la valeur de y du théoréme précédent, on trouve

; 2
s=p,fa=0c(l—x)p .

Comme I'équation
—1 q—1
=x (=2 [p—0@+qgz]=o

eondnit 3

.

nous aurons icij

On a de plus :
log y ==plogax -+ ¢ log (1 — ),

dzlog y P q
' de? ot + (T-’JI)’;
il vient par conséquent g
_(dﬁoiogy =1< P__ 4 q (et~
2dx* T 2 p? (1— P, 2pq 22”1‘
W+ gy Py
Nous avons done, par le théoréme de Laplace, une probabilité
2 LA
P=_— ¢ dv
ve
0
que x est comprise entre
Py, Pt \/ 211
‘(‘ ———— :E . ———
w ok #
24

Remarque. En fesant usage de la formule de Fourier

1 w F —_
PEL = 5~ / (1) e" E=oVA qude,

—_—00 a

(")

on peut établir trés rigourensement le théoréme divect de Bernoulli sur les épreuves répétées
>

ainsi que nous allons le faire voir, sans prendre pour base le développement du binome, dont
il est difficile de se faire une idée dans le cas de continuité,

(*) Voir la note & la fin de l'ouvrage.
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& Théoréme EV,
THEOREME DIRECT DE BERNOULLI.
X, et 1 — x étant les probabilités simples, supposées constanles et connues des événements

. m

contraires A et B, le rapport 5 du nombre de fois m que A arrivera le plus probablement en un

t \ . . , 1 )
trés-grand nombre s d’épreuves , a ce nombre s, est, aux quantités prés de Vordre — , compris

]
entre les limiles
x = 9.—- Vor(l —-
Vv s (— .L‘),

avec une probabilité

9 Y e-‘-72
P=—= P A e,
Vix Of + V' 2zsw (1 —x)

Démonstration.
La probabilité Q,, 4 ; = (A) pour A darriver
A=m-1
fois en w épreuves, est évidemment le coéfficient de v* dans le développement de (1 —2x - )’
Mais ce coéfficient étant indépendant de », on peut faire v — e’ =) , et alors la probabilit
¢ (A) sera le codfficient de V=1 dans le développement de la fonetion
X=(—odadV=1) =1 —a(1—dV=T)P =z (1) & V7,
Pour passer au cas de continuité, supposons que s soit divisé en une. infinité de parties

égales & dA prise pour unité, alors en multipliant la fonction ptéeédente par dA =1, nous
pourrons poser évidemment

, 20— Ay —
X=s,@¢ "= fe@d VT (1)
Les limites des intégrales sont sous-entendues , ce sont les limites extrémes de toutes les va=
leurs possibles de A.

. e ’ . — A . iy o e
Multiplions I'équation (1) par ¢ = de , puis intégrons entre les limites == oo, nous
aurons, par une formule bien connue de Fourier :

# g =20 ¢ ey —
/ Xdoe —~ldy= [ doe ~1 Lo ar V=T = 225 )

1 ® — ' —
?()‘>=Qm+l== T / doe (m—l?l)e‘/—lx

—_
1 ® _ —_— S

=_____,./e Loy d6~Xe—'me‘/-—1
2z *

o QO

i
¢

de la théorie anal}zﬂz‘que des probabilités ¢ postériors,

 Pour effectuer Vintégration il faut d’abord évaluer le facteur

Xe m,a‘/:—i —e MV ’[ 1 ———ac(i——egl/:‘ )]s.
A cet effet on a: :

—m iy _

1 — 0/ —
Iog X e —moy "] +810g[1_..w(1__el/_.1 )]

0y’ =7 1 8,/ —

1 ey
Fgot(l—e 4)3—-etc.}
v 1 6y % 20,/
=‘—a-'-m()l/._1 +s{——9c(1—-—e 1)——§w’(1—231/ 1-—[—8 V—i)

1 ey
—z @(1=3ec ' 4

204 30
3€V1—0V‘

)

— ele. }
Si nous développons les exponentielles par la formule
i0 —— 20 (AN Vs it ot
p—y | .
e —_1 i 0] e — ki ,
nous trouverons, en ordonnant :
—m b 1/: s0?
log X ¢ =(sw——m)ei/_"1-——2—-(w—oc’)—-

s{m—Sm“ 423 } SV =T §/6:+etc.

Posons., pour abréger,
s0* Y =7

sR=— G

{éz—Sx“ -+ 228 } -~ ete.

puis
m = sx,
nous aurons, en passant aux nombres :
s g2

~m0y 7] e——T(w-—aﬂ) -eSR

P, =

502
(e —a?)

=e¢ 2 (1 4 sR +-ete.).
En substituant cette valeur dans I’expression ci-dessus, nous obtiendrons :

@»

1 S ey e g
Qm+l=9—;'/ doc V=TT T (g L R - etel).

-

i G0
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Completonsble carré dans 1'exposant de e, nous aurons:

____:ZQ_, ) v so(l —w) 4,
0 _ e 25 (1 — ) de.c"[l/gm“” 2 I 1 R
m--1 2a ( +S + ete.).
— 00
Posons
W Y p—
+o \/st —x) —
Vasz 1 —x) 2 ’
d’ot :
g W=
V2 =t
se (1 — ) 8% (1 — x)

Si nous substituons cette valeur de s dans I'expression ci-dessus de sR + ete., il n’y aura
que les termes aux puissauces impaires de qui resteront affectés de /= , termes qui dispa-
raitront par Pintégration. Nommons R, ce que devient R par Ie changement de ¢ en w, nous
aurons :

2 o
] 2300(1—0;) 2 0

k23
¢ du(l4sR, 4 ete. ).

Q1= e
mtd ”Vﬂsx(i—w)

. _ ‘ —

En effectuant ies intégrations par les formules

5
21 —¢2
/l T dt = o,
e
—®

@w

Pai g 1B (2—1)
j’ C s — T vF,

0
les divers termes ordonnés constitueront une série progressant sujvant les exposants erois-
1
sants de b et 'on aura évidemment un résultat de cette forme ;
l2
¢ 2 sx(l— )

V' Isw (1 —m)

s = VR G bt S )

Soit
b ¢
a+’T + e +...=5‘,
nous aurons ¢

e l23m(1—-m)

f14+- 1

Q =—
m+1 V' 9rsa (1 — =) s

Soit

de la théorie analytique des probabilités & postérior:.

En changeant 7 en — 7, on trouvera de méme :
li)

o

e 2sx(1—n) 3
= 14+ -
n—1 V?yrsw(’l——oc)( +S)’
et: par conséquent
l‘l

9 e 2 se(l—a)

3
Q7n+l + Qm—l =me (1 + ':9— )'

i
g =———
Vﬂsac('l—w)’

on aura
2

29 —g.P? .
Qﬁ1+l+Qm—l= "77;: e (1+ S—)_‘l’(l)’
g J, 1
an = ;’/_—7} (i‘l";) =3 P (0)s
CGela posé, la probabilité P que m est compris entre Ies limites 7 == ! aura pour valeur

la somme

P = Qm-—{—l -+ Qm-{-l—1 "I‘ o T Q9;1+1 -+ Qm + Q.m-—‘l + .. + Qm-—l—l—i + Q'm——l

1—1

= Qm+l + Qm-—-l -+ % [Qm—[—l + Qm-—Z] - Qm
l

= Qm—i—l + Qm—l_l_(z) [Qm—]—l -+ Qm—l] - Qm

z 1
— 4 O+IO—5 4O
Mais on a:
. ) Bi B, mn
20 = c+/Lp(l) dz_;—¢(z)+~1-:§ Q) — gy V" Lt

formule dans laquelle B, B;, ete., désignent les nomhres bernoulliens.

On a de plus

V(O =—2"190,

P (D =hgt 1 B— 292 ) (1), ele., ete.

1 _ A T
Or g est de l'ordre 57;; , {de Yordre Vs , ¢ (1) est au moins de Pordre i;_s:’ il suit de

1 .
l& que ' () est de Pordre g— , Y"1 de Tordre o el Si done nous prenons la formule somma-

toire ci-dessus dans les limites de sa convergence, nous pourrons négliger les termes affectés
des facteurs ' (I), " I, etc., et poser simplement :

@) =ot YO U—5 v,
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Nous aurons alors
: - W dl—= [P — O],
x4 () Ofnp()c >

et par suite ¢

! 1 1
Py [ 9Ol — 5 BO=$OI—g ¥
0
!
. 0
=5 O+ [0
0

4 . >
—{L ~W 4 20 //‘ O a4 =),

Vi Vi
0
Soit Iy = 7, il vient :
—2 9 7 —2 >
’ — dr b (1 +=).
P = -4 — e -
{Vﬁ’nsw(l-—-w) V' f

0
Changeons 7 en ¢ sous le signe .f’ nous aurons :

¢ 7 2

T
P = — — e — e dt +
Versa(l—a)y Vr Of

e 92

¢ n 2 //"yemt2 de } | (a)
{ Vizsa(l—a) Vr o

Cl:lﬁy

m ¥
babilité ri e § robabilité que— est compris
Clest la probabilité que m est compris entre sx == [, ou la proba fue—

! o

entre z &= = += ;-/: Vﬂx(l — ).
s N o 4 X .
Nous pouvons done, conformément au 2° théoréme de la 1% section attribuer & s une valeur

d .., , )
p \ 'me — soit insensible, et alors on aura :
suffisamment grande, pour que le terme . S0 s

3

2 1 dt -} o’
P == [ Vi —5)

Remarque. Dans le théoréme préeédent de Bernoulli, o'n St}ppose que les probabiklités simples
données , ne varient pas d’une épreuve aux épreuves consecutlv?s-.’ e des

Poisson, dans le 3° chapitre de son ouvrage sur les pr‘obablhtes, cherche la pu;) 'a (;,é oo
limites qui renferment le nombre des répétitions d'un févenel’nent en un grfm]d IlOl:l é; f; tivep o
ves , quand les possibilités simples, ou les causes, varient d’une epr_etzive‘ a ‘ a ;301 sombres. o
analyse est assez compliquée, et il donne au résultat le nom de loi des grands . Ce

10, 9¢, ... s¢ épreuve, en supposant connue la moyenne

de la théorie analytique des probabilités ¢ postériori.
pendant M. Bienaymé a fait voir récemment qu'il nen était r
résultat, en effet, auquel Poisson applique ¢e nom, n'est. r
Bernoulli, dans le cas ot les possibilités simples , ¢’esl-

35

ien de cette prétendue loi; le
ien autre chose que le théoréme de

d-dire les causes, bien que variables ;
peuvent étre prises indifféremment dans un ensemble ou un systéme de causes constant, Je suis

parvenu & la formule de Poisson par une analyse simple et rigour
fait Pobjet du théoréme suivant.

euse, dont le développement

Théoréme V.

THEOREME DE POISSON.

Xpy @4y oo0 X élant les probabilités simples , supposées variables, d’un événement A, dla

R T o A e S

!
S §

et la mogenne des carrés

St el alde.. + o

s s ?

m , . » , .
le rapport = du nombre de fois m que A arrivera en un trés-grand nombre s d’épreuves , @ ce

: 1 . o
nombre s, est, aux quantités prés de lordre — » compris entre les Limites
§

avee une probabilité

9 7 - Pl
= e dt -
V. V‘.?ﬂSoci(l——:ri)'

Démonstration.
Soit A= m~- I; on reconnait, par la fonction
XK=l —ay 2 0) (1 —oy -ty ¥) e (1 — g +x, v)
2 v
=z Q) v ? .

que Q, = Qm-}—l est la plobablllte pour A d’arriver A = s -}~ { fois en s épreuves. Comme
Q, est fonction de A, ne renfermant pas v , nous pouvons poser

Q. =9 (),

y=ee'/—?1:

X = 3¢ () V=1
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e le nombre s se compose d'une infinité de parties égales dA , prises

Si nous supposons qu
équation précédente par 1 = dA:

pour unités, nous aurons , en mulllpham r
My Y
X=[re T, )

les limites sous-entendues de Iintégrale sont les valeurs extrémes de toutes les valeurs pos-

sibles de A.

Multiplions cette équation par e
rons , par une formule bien connue de Fourier :

—28y/ A I 20y
fx v ‘de—_—/ kg -1defqo(x)e V=1 ja= 270 ();

s

— 30V dé, et intégrons entre les limites =& oo, nous au-

@»
] —-—(m--]—l)e!/___l1 i
Q7n+l - —‘2—; / [ do X.

—®

m(),,,__1

= 21 / e . V=1 do.Xe
T

e GO

Pour effectuer Iintégration , il faut d'abord évaluer le facteur

A=1Xe

Désignons , en général , par 11 { k; }, le produit
Tk =k ke kg,

—m 9]

nous aurons :
—n 6 —m 0y
X e 1 ¢ : »H[l—mi+x5v]

—_ - ' RVARY
oI g — s, — e D]
On a donc aussi:
— 83
log A== —mo}/—1 +Slog[1—ux-(A—e¢ ]
_— V=T, A by
=—moly —1 —Sux, (i—eV ‘1)——-§Sw§ (1—e i)’__.

0V % :
15- Sa (1 —e ! ) — ete.

e 0y =1 1 0v=T , 20V
= —moy —1 —S_oc?.(i-—-e‘ )——éSwi’(‘l—Qe +e )
-y 20y 7 30/ %

0
——-%Smis(’l—"a’e T 4 3e — )

-— elc.
Développons les exponentielles par la série

0/ 2 I )
S sy =T — 5 — '6/ LA

de la théorie analytique des probabilités a postériort.

nous: (rouverons i

0 63V -1
)] 5 — — {Sa, — 3 8a%

28x% b 4 0 My 4 0 M, +

log A =[Se; —m] ¢y 1 — [Sa; (1 —

Posons, pour abréger,
il gy
6
= o3 M, -} ¢ My + ¢ My -+ ete,,

R=— [Sx, —3 Sm’,- - 2 st,' ] —l— o DI‘ + ele.

puis
m = Su; ,

nous aurons, en passant aux nombres :

02 B
A = e—.g_[Saci(i——mi)j i

. 62 1 D el
- [Se, (1 —a, )] (14 R + elc)

En substituant cette valeur dans I'expression ci-dessus , nous obtiendrons :

w

4 62
1 > ey A (8m (1— o
Qm+z=’~z";‘/ so = VI 5= ke,

Complétons le carré dans I'exposant de e, nous aurons:

[Ad @
T 28l —a) g vy S (1—u
e 2Sw(1—w) 2 i S, (1—a) ),
loom e o % -8 PRLD
Q’,)n+' ‘ 9D / de-c {V?Sw(i-—-m 2 } (1 4R+ etc./\.
) —®. .
Posons
“/_—"—r S i—or,)
‘ V?bx,(l = ac,) =t
d'ott :
u p/ 9 l|/_

. - VSxi d—a) T Say (T — %)

Si nous substituons celte valeur de ¢ dans la série R - ete., il n'y aura que les termes aux
puissances impaires de % qui seront affectés de )/ =1 , el ces termes disparaitront par I'in-

tégration.”
Nommons R, , ce que devient R par le changement de o en %, nous pourrons écrire :

la
e 25z,(1—m,)

Q1= 2x me,(l——or‘) du(l—;—R‘—{— ele-)-

10
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En cffcctuant les intégrations par les formules

-2

/ it e~t2 dt = o,
. .
—ct
2 5., (2 —1)
/ 2 e_ﬂdt=1—;—“-"r§-—l:__‘ VT s
2
—w‘

et en posant, pour abréger,
; ¢ = Sa; (1 — &),
les termes de la série R, -}~ ete., auront pour dénominateurs respectifs les termes de la suite
¢, 0%, ot elC.
Or o étant de Pordre s, comme exprimant une somme de s termes, tout au plus égaux &
T'unité , nous pourtons poser
’ o= sk (1)
De plus, les facteurs My, M, , ete., qui multiplient 6%, ¢!, etc., dans 'expression de R , sont
tous de I'ordre s, car ils expriment des polynonies dont chaque terme est une semme de s termes
¢gaux ou inférieurs & I'unité. Nous pouvons done écrire
M, == s¢hy, M, = s«hy, etc. : (2)
Si done nous remplagons dans la série

R, 4 eto.,
aprés les intégrations, les quantités e, My, M, ete,, par leurs valeurs (1 et (2 ci-dessus, il est
clair que cette série sera, aprés les intégrations, de la forme
Vi b ¢ _ &

—(a+ =+ =4 )= .-

Z(at = ) =V
et que lon aura par conséquent :

i3

o 25z (t—a) VY

L )
9z 'ngm‘/ﬂ'(l—}‘:)

Qun 1=
12
;A=)
V' 27 Su; a-— x;)
Changeons [ en — [, il vient :

(t+ 2.

13
P U
e 28w (l—g)

— 5\
Qo —1 V' 27 Sa; (1 — ) -+ s )y
et par conséquent : -
P |
i 9¢  2Sz(—w) J
N R == r e A

de la théorie analytique des probabililés ¢ os‘temorz.\
Soit pour abréger ‘ '
q

g = —————
“/‘2 Sa‘,(1-——- :l';) !

i
g sera de Vordre-———. Posons en outre
S

Qm—l—l.—l— Q=¥ OF
A
Vs’

(1) sera au moins de l'ordre

© et nous aurons

_ 2y
Vi

—~09® L 0N
Q7n—|—l + Qum—1 e 1+ ;)=4’(1))

1
4 Qqn = § \P(O)‘
Cela posé, la probabilité P que m est compris entre m == [, est exprimée par la somme
P = Q17L+l + Q771+l—1 "l“ e +-Qm+d —+ Qm + Qm—i + . + Qﬂl—l+i + Qm—-l

ou

1—1
P = Qm—l—l—l" Qi —1 + % [Qm-]—l + Qm—L] — Qs
1
= Qm—l—l + Qm—-l+(2) [Q7)z+l + Q1] — Qun

N
=y NIy —5 ¥ @

Mais on a:

s =t fyQa—Fe D1V O e,
YO=—2 140,
S () =hg L (B— 207 )b (), erce 5
si done on prend la série précédente dans les limites de sa convergence, on pourra négliger

. . 11 .
Jes termes en ¥/ I, W' [, ete. qui sont respectivement de l'ordre e On aura ainsi:

34 = ot SO U= $Q)

el par suite:

i
%¢(1)=/‘ G () dl—%—[%b(l)—"l'(")],
0

4
Pt f P08~ g B H—+@1—g ¥
0 -
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14
=5V O+ [0
0

!
g —g® 29 oy b
=lo=c + == e i 4 =
{Vyr Vi / ‘ }( + s )y
' 0
Soit lg = v, il vient :

o 2

v
P—{ _—° 2 ~1" g, 2
 Wasii—w) | vy Of v

Changeons 7 en ¢ sous le signe ‘/: nous aurons ;

9

—

P ¢ - 2 ! — {3
e p— - — (S
VQ?Z'S.T;'(I—‘-WO Vyr .[e “ +
d 8_79 2 y 2 v
— p——m DRy el SR
§ { VﬁﬂSri(l—w,-) Vir ./\e dt} (a)

0
Cest la probabilité que m est compris entre

g

= S‘T’: =+ ? '/2 Sw,(i ——(X,',')'

, " .y , ; m : .
Clest donc aussi la probabilité que le rapport inconnu = est compris entre les limites
Moy 1 \/ZSm (= =)
p % - =,
On peut donc, conf;rmement au théoréme 2° de la 17 section, prendre s assez grand pour
qu'on puisse négliger — comme'insensible, et alors’on aura :
2

e
f +l/27rSw (T —u,)"

Remarque. Fesons voir maintenant comment les theoremes directs de Bernoulli et de Poisson
dépendent du théoréme II de.Laplace sur la probabilité des causes.

2
A 1 LV . ” . Y R
cet effet, en fesant abstraction de la série = qu il est permis de négliger , nous avons

lﬁ
e_’2s(1——w)a: — il

1o T
: =M.e 2sz(l—2);
Varsa 1—=) ’

Qppr=y =

c'est la probabilité que le nombre inconnu m des répétitions de Pévénement A en s épreu-

i

e

de la théorie analytique des probabilités & postériors, M
ves , ait pour valeur sz |- /. La valeur de'/ qui rend y un maximum trouvé par Péquation
dy

- = 0, est | = o0, ce qui donne pour le nombre m la valeur sz, On a de plus
logy o= log M — b
03y == 108 25z (1 —x)’
done :
drlogy {

2 di 2&(1-——90)03

On a done, par le théoréme 1I de Laplace, une probabilité

2 Y e
P=7:/e " (@)
2
0
que l'inconnue m est comprise dans les limites
7 N —
s@ == {/—~———“ — = sx =9V 3/"296('1 — 0},
252 (1 —a)
) m . -
ou que le rapport inconnu — est compris dans les limites ’
@ & % V2 x (1 — ).
12 o
2° e  28z;(1—w) —_——
Quir=y = — = M.e 2Sx(—u=),

V' 27 Sai (T—acy)
est la probabilité que A arrivera en s épreuves un nombre m fois, ayant pour valeur Sx; 5- 1.

\ X dy
Iéquation (—i‘—ll- = 0, donne ! = o, pour la valeur de !, donec m == Sx;, pour la valeur de m ,

propres a rendre y un maximum. On a aussi :
. lz
lOgy: lOgl‘I—“ m,

dott :
d*log y 1 )
2 di 28r; (1 — )’

on a done, par le théoréme II de Laplace , une probabilité ;

7
P = V——Q__ f Y dt (8)
T
S0

que l'inconnue m est compris dans les limites

@

7

\/ 1

2 Sa; (1 — ;)

Sx; 2= == Sa; = 7 V' 980, 1—xy),
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' m N .
ou que le rapport inconnu — est compris entre
$

$

_S_ac_;_ v \/259&(1—@-)
Vs s )

Les formules (& et (B coincident avec les expressions’ de Bernoulli et de Poisson , aux termes

_— 2 — 2
e e 7

- « prés.
Vazs(l—a)w’ V' 97 S (1—ay)

Mais nous avons reconnu dans le 2¢ théoréme de la 1™ section que ces termes pouvaient se né-
gliger, comme n’exercant aueune influence sur les chiffres exacts de la probabilité P.

TROISIEME  SECTION.

THEORIE DES ERREURS.

A __SA T

Laplace a donné le premier une théorie compléte de la probabilité des erreurs dont restent
affectées des grandeurs inconnues, conclues d’un grand nombre d’observations, et fondé les vrais
principes de la régle des moindres carrés que Legendre avait trouvé empiriquement, Cependant
M. Bienaymé a reconnu tout récemment que les formules de Laplace, dans le cas de plusieurs
grandeurs inconnues, étaient défectueuses, et leur a substitué les vraies expressions qui ré-
gissent ce cas spécial des probabilités. « Les régles de Laplace ne donnaient I'erreur et la proba-
» bilité que chacune pouvait avoir que si elle était seule, et quelque grandes que fussent les
» erreurs des autres inconnues. Le théoréme de M. Bienaymé, au contraire, sert & calculer
» la probabilité de Pensemble des erreurs d’un systéme, qui ne peuvent en réalité étre isolées
» les unes des autres. En effet, la probabilité que les erreurs restent dans certaines limites est
» le produit des probabilités séparées que chacune ne g'écarte pas de ses limiles propres , ct
» celle probabilité du concours des erreurs séparées, doit etre inférieure & la probabilité de
» chacune considérée isolément. »

En reproduisant , dans cet essai , les théorémes de Laplace et de M. Bienaymé, que je déduis
d’une analyse plus simple et plus rigoureuse, je fais observer que ce ne sera qua partir de cette
publication que la théorie des moindres carrés devra élre considérée comme définitivement
fondée, puisque je mets hors de doute la convergence des séries auxquelles conduisent ces sortes
de recherches, et que je n'assigne d’avance aucune forme spéciale a la fonction inconnue par
laquelle on représente la probabilité de I'erreur de chaque observation. Je ne pars pas non plus
comme Gauss , dans ses derniéres recherches , d’un postalatum qui lui-méme ne trouve sa réalité
que dans les formules définitives des probabilités , qui comprennent toute cetle théorie.

Jai partagé cette section en trois parties ; dans la premiére je donne le théoréme de Laplace
sur les résultats moyens des observations d’une seule inconnue , en la faisant précéder de deux
Jemmes sur la probabilité de la moyenne des carrés, et de la moyenne simple des erreurs. Ges
lemmes que je démontre par des procédés nouveaux , sont également dus & Laplace, seulement
je les présente sous une forme plus générale , en ne supposant pas les erreurs constantes préa-
Jablement éliminées, comme le fait Laplace. Dans la 2° partie je démontre les formules relatives
a la probabilité des limites qui renferment une seule grandeur inconnue, engagée dans une
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fonction donnée par un trés~grand nombre d'observations. Dans Ia 3 partie enfin, je donne Ia
démonstration du théoréme de M. Bienaymé, relatif & la probabilité des limites qui renferment
Pune quelconque des inconnues, engagées dans une fonetion donnée par an trés grand nombre
d’observations, En général , mes déductions se distingaent 1° par les procédés analytignes qui
sappuyent sur le théoréme de Fourier, et le facteur de discontinuité de Lejeune-Dirichlet ;
2° par la preuve de la convergence des séries qu’on rencontre dans ces recherches; 3° par la
dépendance que jétablis entre la théorie des erreurs et le théorgme général de Laplace, sur la
probabilité des causes, qui est fondamental dans la dactrine des probabilités & postériori,

Hemme K.

Un trés grand nembre s dobsérvations 0; d’une chose & donnant liew aux errewrs
si==E—0;, (i=1,2 ...5)
comprises entre les limites — a et o/ y 8i lon pose

@
K = fsi?(s)da,

. —
et

’

mmSegi jéf-—{—-sz—{—'...—}—ﬁf .'JL’
' s

Je dis qw'on aura, aux quantitss pres de Vordre ~ , la probabilité
. ] %

7 D
P'——,"—i‘)—:/le-tzdt,
v
0

que X est compris entre les limites

. 7 -
t, = —— 3
i E =Vl —u).
Ire démonstration.
Soit & = s = 8% = & + ¢l 4.+, et désignons par ¢ la probabilité inconnue
‘d'upe erreur g, on aura :
o b Ty bt $

'
fq:s,;ds;:l,
—a
Posons ensujte o
o a @ 0 L
X =/dsx?"?x fdsa PSa was fdfa pEs v € VI,
- —0 —_—a
et nommons
S y=¢ @
la probabilité que &’ a pour valeur
7 = us ~+ 1,

de la théorie analytique des probabilités ¢ postériors. - L5
Cela posé, comme { (7) réunit les probabilités relatives & des valeurs égales a 7, il est clair
quele produit ci-dessus pourra étre représenté aussi par ~

. / ey —
X= fyi)e Vel g,

expression dans laquelle les limites de I'intégrale sont sous-entendues,

e TV

Multiplions eette équation par —1 do, puis intégrons entre les limites == o0, nous

trouverons

00‘ R é? " —_— / 'ZBL/ r
» ] — 10 —_ - =
S xe l/_‘r10==,/ ¢ V—idﬁ/ﬂ¢0)c L ar =927y 7) =27y,

—) —

d’ou :

—
Mais on a:
4 2 - O
X = / de;ps, fdeg $Eg vas fdss?Sse
—q g —a

y al ) a'l » .
. s@e )y

= fd&‘l pe, '/‘dsg PEq i de, o5 e

' a'

. §0VT S0y 20—
[ '/jds4 ¢s‘e f(lewsge e ‘/([sa 08s e i
—

— -—a

et comme on a aussi:

‘/‘f?s‘ de, esi GL/ZT — da { o(— a) e(—a)QGVZ._{' g (— ada) e(——a+da)9 0/ —¢

—a o (—a-1-24a) c(—d—}—eda)2 0y = -
@G—ad@cﬁﬂdwgy:]—+¢«~moj“mwth3 N
o (d0) e(da)"’ gy | + p(2d0) e(@da)’zo =3 N e“'”"l/——_i |

'

a 701/-
: & -1
= / ve dse ?
D

—_—

il suit que I'on pourra écrire :

o’ - .
X w= {f peds ¢ V=3 }S.
—a

12
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oppons Yexponentielle, nous trouverons dabord : osons
’ - K —’_‘" 1
o 2 \/3 (s — v —1 =1,
/ (ls¢se~ 6l/"'"1,___ b pa 2 ( +3(M ‘—{*‘2—)
Z fM ey 17 S0V o ot
2 G ) | d'ou :
| : ¢ L1
: e ——— - — T 9
- o ‘ . ——— s —
ﬁfdc«p»-}—()[/__J/@?adMG; 4 ,\ | Vi \ e (s— ts)
—a 9 o5 de — —g
=
‘ | et désignons par R, ce que devient alors R, nous aurons :
\- X‘\ 12 @®
T / € osde 4 : e 2(my—r)s e
' : Y= / 8 dr (4 Ry ete).
3y —— . TV Vs V/x —_
= 1 —I—-‘u 9V — 6 4 2
PV =1 A& § T -+ ete, _ -
Si maintenant nous représentons, pour abréger , par Mgs, Mys, etc., les cofficients des ter
: 2 — 3 gt expression de T
= el [+t pt = — 4, 99“0 — 4 951/ +etc | mes en ¢°, 8* , ele,, dans 'expression de R, savoir, si nous fesons
ty 0y 7 02( ) 65 R= —sM;6°) "7 4 sMy ot 4 s/ 1 Myo® —eles,
= ¢ 1T Ty ) — — — . . .
puis : ~ 2 -8 (s =3 #ab200) T+, il sera facile de s’assurer que ces divers termes seront de la forme
. al® V__ 1 b2 ¢l a/ + d
—__ s 3 —_sM 08 = — . — — 4 — T
p, 50 —_ 2 6% s 0T T — = ) 5
X$=e2 l/—i 9 (1”'4—/‘2)_'_6*(#4-—5,41.4#2_}_2#:)’/7—]‘— 2 VS $ 5!/5
a th ey e d't d
SB]4 64: —_— — o T > T + ";3 » elC-
s sV § sV

280V 1__9:,(# 1) 953(
( s (#y—3Fp 9,3 -
e 6 sty T
Si done on intégre l'expression

g
./ ¢~ dt (1R, + ete.),

_—0

P 9idd g2
ft ¢ dt = o,

83 s
= 2SOV T~ (ry — )
¢ g (1+R+elc.)

63 g

R=— 2 (4 —
6 (1“4 3wy My - 2 ,(/,32) I/_T 4 ete,
par les formules

En subslituant ce :
o ¢ ant cetie valeur dans Pexpression ci- dessus de ¥, dans | i
placer? par sa valeur vs -+, nous aurons ; v e it fuodravem-

625

Y = w——/d&e (#g-«v)sﬂl/ ‘_xlgl/ 1___‘(# —Iu)

ll

N9 e (2—1
F e

(I+R ...
—_—
il est évident que les termes imaginaires , C'est-d-dire ceux qui ont pour dénominateurs des

Posons, pour Simpliﬁer,
puissances impaires de }/5”, disparaitront, et que par conséquent lintégrale ci-dessus sera

V=l

il vient ;
=]
1 —,
Y= / ds 9_[-();_8(#4—”:)'+l01/?1] de la forme:
—C ([ + R—;—— oer )q f - . ’I ,
| fe 'dt(l+B4+ete.)=a/z{4+;(a+;+s~2+ew,)
)

hn COlnplétanL i arons sa S peine
ma”][enant Ie C'll’l‘é de l’ex )0San de €, nous ()li 'e
N o [ t 9 u “ n h‘ an p “l’ H
.‘;Oit dOl]C

B v
ga+-—s— -} §2-+elc.=6‘,

12 ®

_ TEmm s, e .
Y = / doe T(0+m )?
7= =B (R 5

s
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nous pourrons écrire : |

2
¢ 2ws—n)s
)= oV d
14+ -1
TV 9 (g — 143) 8 Vriits
12
_ e 2m—H)s I o
: Vars(u—e) s o0
Cest la probabilité que «' coincide avec la valeur
| s==us+?°=,uzs—{-—l,
ou celle que x = d :
que x =y, - o De cette équation on tire
= s@— ),
en sorle que la probabilité de « est
_S(e—pm)? ] ’
¢ B — ) 3
Y= = |
V“}ns(m = a - - ) (2)
Posons , pour abréger
M= 1
?

( 4 2)
iendaron g « = S

entre les deux limi
limites s 8 2= [, ou que celle de x est compris entre u, == !
2 -
$

Premier procédé, S
. Soit P! la robabll
formule (1) : p ité¢ dont il s'agit, nous aurons évidemment, par la

lﬁ!
’ , S, — )5 .
—_ 1\1/‘3 2 (py—p2)s dl-(l_g_i)
Z P

12

=2Mf 23— g1 (1 4 ),

Posons
____l — {
— ==y, =dy VT T A
;\ Vo —ars 0TV =),

nous aurons

9 v
P'm —m ._"72
v= /¢ @t
0
2 gy J
= ! i
= fe de (14 =)

0

de la théorie analylique des probabilités & postériori. &9

2 vt E —
= f ¢ ([[ O e dt: (@)
V?f .0 V

= s est entre

vest la probabilité que x!
/JQSJ:I /LQS:{‘.Y‘/QS(M_MQQ),

ow que x est entre
Vs = V()
= o, appliquée a Péquation (2), pous

r '3 HH H ] d1
9¢ procédé, La condition du maximum , savoir djc =

conduit a:
s{z— )

M e 2(m—#) s (20— fa) = 0

cest-d-dire &

= fhg.
10 maximum ; c'est la quantité qu
obabilité ces causes.

, est done la valeur de x qui rend y ¥ ¢ nous avons dési-
gnee par m dans le théoréme II de Laplace sur la pr
La méme équation (2) nous fournit encore
s (€ — pa)’
log y = logM — 779y
8Y ° 2 (pre— V‘:) ’

et par conséquent

a2 log ¥y $
E——— = -———-——_‘—_-2‘- .
2dx?* “m 2 (@ — lﬁ)

Nous avons done, en veriu Ju méme théoréme de Laplace, la probabilité

¥ N S
_.Q_. c—tdt(‘l_\—g-),

P = —
Viz Y
gue @ est compris entre
7 v
pry B ——m———— = = V(i — 5)-
2 \/ P VS : (#4 /‘l’g)
2 (g — # a)

aleur trés approchée, P pour la
eme I de la 17 section , en pre

Nous pouvons maintenant obtenir une ¥

sagit, Car on pourra, conformément au théore
a, ala place de la probabilité exacte

)
négliger la fraction -, et alors on aura,

2 ¥ . 3
P = —— — 1 >
%3 fe de(t+ )
0
la probabilité trés approchée
2 ] ,
po e [
x
-0

13

probabilité dont il
nant s trés grand,
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1'e Remarque. Quand 7, done quand P restent constants, les limites ci-dessus entre lesquelles ossibles clatives aux diverses combinaisons . ou

est comprise la valeur de
Ia probabthle que la fonctmn

e A ST S , : ' P .
f v ‘ ! Ss1.

§ 4

n =

nmclde avee une quauute prlse entre Tes hmntes &et B, il est clair qu'on obtiendra P’ en écar-
{ant da X! les termes qui produiront des valeurs de x' situées en dehors de ees limites, et en
conservant les autres. A cet effet, il suffira d'introduire dans Uexpression ci-dessus de X’ le

3

se resserreront & mesure (ue s augmentera,
On pourra done, en augmentant s, resserrer A la fois ces limites, et augmenter la probabilité

P. Pour s = o0, onadoncx = w,, ct P=1.

9 remarque. Supposons avec Laplace que les errcurs négatives soient aussi probables que facteur de discontinuité

les positives, alors on aura

1 L2 se—yvm
F=—2—7;-‘/‘/.e 1([0(17,
«

“qui jouit de la propriété de se réduire & zéro pour les valeurs de &' situées en dehors des limites
« et 8, et de devenir égal a unité pour toutes les valeurs de x' comprises entre « et 5. On a

?(’_E)=?(S)7

Cela posé, soient

done, d’aprés cela:

o al
el fesons = — f(// f STV gy f f f @Sy 98y oo @5, deg dsa u ds Pkl gery
]
—_ ~— i

nous aurons ¢ \ .
Mettons pour &' sa valeur &% , ot séparons les variables, nous aurons :

[12

fg«s(h:u /‘% de = ako == 1, I g ® a @
, P = /7([7./‘(198_6”/—'1%‘/‘508( SV g, ‘/?sges;ay—i de, ...
2z
——y; ) —

—_—
] 1
, ] 2a2 k, :
g = stps dy = 2a° drod de = 2a* k, = — ) ! «
. . k” . . - 9/ —
/. / psges U =1 (g L,
« 1 9 @i | —
ah k ,
ty = f stoe de == 208 f 4 od def = 2 by = —]—-i 7 Posons
L1 !
—a 0 f Te=ys 4l =
Soit -
A . o B=vs+1 o l
0 , alors aux limites &/ == , répondront les limites { = , €t nous trouverons :
V-2 ; a=yvs —1 —
nous aurons, par les formules ci-dessus, la probabilité o
. P = a’l do ¢ — U e VT { cpe-ea'e‘/—i ds }S
P 2 et ¢
== mm—— ¢ as , e (1
=
0 ) 1 0 ( )30‘/_ la‘/'—" 623( 2)
vt —_ — T B
o . ; _ AR
que o = S ost compris entre P f di f do e 2 A FR4..)
8
2a* k, L7 2«
ko Vs "B ‘ Pour » = w, on a:
i L 2

vest sous celte derniére forme que Laplace a présenté son théoréme.

R

© 0%s R —_—
P — _;? /dl / dy oL g W BRI FOV_Tl (LR,

e démonstration, Soit

o
(/| = g ds, 8, &g 0o g des == | ; , . - .2
/ e / b8 Ao e, e Donc, en opérant comme dans la 1™ démonstralion, el en négligeant la fraction = on trouve:

—_
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l 12

T 28 (g el
P = 1 e LN ) . dl

Vir —1 VQS(M;—- “a)

l 28(#4 #3)
A '7?-0 V2S(m——,«2)
Pour achever I'opération , il suffira de poser, comme dans le 1¢° procédé :
L
VTvGe )

o dl.

=7,

Lemme ¥IL.

Un trés grand nombre s dghservations O; d’une chose & donnant liew aux errewrs

=§'—Oi:
(i=1;2a o))

comprises entre les limiles — a et &', si 'on pose
al
i =f gogde,
—a

03=S$i=84+52+---+5q,

je dis qu’on aura, qux quaniiles pres de Pordre = la probabilité

pi
P=‘7?-:/B_t2d[,
. 0

que X est compris entre les limites

et

7 R —
* =V — ).

ire démonstration.
Soit g} la probabilité inconnue de P’erreur &, nous aurons

o
f98¢d85= 1.
-
Posons ensuite
. X=‘/“'d8,zps‘ fdsgqasg;.. f des 9& STV =T,
— o () —_a

et nommons

y=1¢@)

de la théorie analytique des probabilités & postériori. ; 53
la probabilité que a’ a pour valeur
' 7 =ys 4L

Cela posé, comme (7) réunit les probabilitds relatives & tous les systémes de valeurs 7, il cst
clair que le produit ci-dessus pourra étre représenté aussi par '

10—
X:fgL(T)c V=1 a7,

expression dans laquelle les limites de Vintégrale sont sous-enlendues.

— 0y e .
Mulupllons cerle équation par ¢~ VT do, puis intégrons entre les limites == oo, nous
trouverons : :
—10 2 ey 10—
- —1 - —1 - -
fX dg = / e do ft,b @) e d7 =272y (7)=2zy,
—_— ’
d'olt : ®
1 I '—”V.__jX
Yy = — i .
y 2w :
—
Mais on a:
4
al ) al,
; i gy
X = fds,qns‘»/ds, PEa i f({s?Ss 1
L —a L= : —aq :
a 4 06, e,)
£ € o eV 7
= fds, e, /dsz?sz.../ de,gsoe £ iy 1
— .
a'
e 0V LN ey s 04/
= ds, s, € fflfz?& f(/ss 98, € ;
-0 —
el comme on a aussi :
a' 0 o .
e 0/ 7 s0 Ty
‘/lqns,-dsie' {='/‘sosde‘e 1,
—_ a—’

ee qui se démontre comme dans le théoréme préeédent , il suit que Ton pourra éerive :

« 6 —
= {J/ ve {!s~e€ V=1 }y.
—a

Développons l’exponcnlielle nous trouverons dabord:

a

‘ __, 2 3 43 —
:psdse == psds|1 N Ve €0 S gy

/ R =

2 6
o' a' a' .
—_ 0*
== d.‘:‘ 6 b & & — e o
f@s -+ V__](/ pe de 3 v/';goa(l-—
Lo -0 —a
a!
AN YO :
‘,..E{:_—J e peds 4 .,
6

-
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— 2 0 VT
=1+\ma|/___4-—'°—‘-2——-'“5 Vv Lo,

1y 02 P 0%y T
2 6

. 02 93 /—-i
0y =% — = (py — )~
S0y D g (e — ) 5

Jog [+ 01/ 71 =

+..]

(fa-— 3o ity 20 F s

puis

. 0% s 6% s . ‘__‘
X o MOV g ()= 5 (P Bpa i H20) VA T

Nommons M, s, M, s, My s, etc., les codflicients des termes en PV I, 0, BV T ety
puis éerivons
R o= — Mys68)/ ] + M;s+ Msy 7] — ele.,

nous aurons @

2

; W 0y T — —= (rg—p?
X V=1 (=) |
6%s

=U/’-1651/___T—"‘2— (/"2"/"?) <1+R +B(C.)

En substituant ectte valeur dans T'expression ci-dessus de y, dans laquetle il faudra rems
placer 7 par sa valeur vs =1, nous obtiendrons :
o0
1 9 —_— . 025 2
y— g ) ae TSI IVETT R T (g R et

>
9T e
— 0

Posons, pour simplilicr,

V== fL,
it vient :
1 o 2
J s
e — [— (g — 1 10y ——3 ,
v = 5= / G0 U = HIOVTED (L p ey,
—0

En complétant maintenant le carré de I'exposant de e, nous obtiendrons sans peine :

2 o § W

Vs — 5 =) (0 )y
y= g ¢ s [Tdoe i) (R 4+ ete)
— 0D .
Posons
\/.s'( 2) (0 -+ gy ) ,
~ My — [ —_— =
2 ? ! S([ui——lu‘l) ’
d'olt ¢
Vg

{
=zt —mm — — ———
ViNm—r )
2

de la théorie analytique des probabilités & postériori. BB
et désignons par R, ce que devient alors R, nous aurons :
2 B

¢ T(ua— ) '/.__tz
S * [ dt (1+R + ete. ).
' T V) vt

— 0
Il est maintenant facile de s’assuver que les divers tefmes dont se compose R, quand ony
change 6 en ¢, prendront les formes

V=] e YVTT 4

— S e e i A T
SM-50 V1 V; s + SV.S_ + P
o th V) T i dty g ¢
I 0= — — — — -, elc.
e

Donc en intégrant l'expression
0

f P de (1 4Ry - etel),

—0

® gidd g3
\/‘ti—!— e dt=0,
—o

oot 1.3...(20—1)
(e dl = ————
2%

— OO

il est évident que les termes affectés de )/ 1, cest-d-dire ceux (ui ont pour dénominateurs des

par les formules

[

puissances impaires de Vs, disparaitront, et que par conséquent Vintégrale ci-dessus sera
de la forme:

» e ' )
S dt('l+Rl+etc.)=V?{‘l—i—;-(a—}—? + et |

Nommons @ la somme de la série
B ’
@+ 5 -+ P + ete.

nous pourrons écrire :
l2
’0—32(1-42—#:)8
i '/2 s (g — /‘“‘:)
l‘]
e 2(pa—p)s 3
= bamt) g2, (1)
V2 rs (e — ) §

Vr(i+2)

ym

Clest la probabilité que &' coincide avec la valeur
Te=ystl= s+ 1,
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11 d (e & i i
ou cclle que x = p, -} —. De cette équation on tire
S

s : l=s@— (),
en sorte que la probabilité de = est

s (w.'"l‘l,)?

A=) 2.
Yy = V—————n;—"“‘,’ (1 + o )‘ (2)
2 7s (IUQ - lu‘l) §
Posons , pour abréger
1

= T
V'oazs (us— u)
nous obtiendrons , par deux procédés différents, la probabilitg P’ (we &' = sx est compris
l
entre g, s &= [, ou que x est entre g, &= ~ .
$

Premier procédé. Soit P' la probabilité dont il s'agit, nous aurons évidemment, par la
formule (1) :
[ ?
P = M/e_g("'ﬂ—"f)s dl (1+;‘1)
—1 )

i 12
—on fl¢ —H (g 2y,
S
) ‘

Posons

: v, dl = dy V/ g——
A preem— = ay 2 .
Valm—m)s 2= )8

nous aurons

9 ) ’
P= = b
Vi L[ d/(i-}—;—)
2 " it + 2
=z Y
K4 v
2 / — ¢ 3 2 —1
== [ ¢ dit —= e dl a
VT - ‘ Vir / (@)

Clest la probabilité que x' = sx = Es est entre
psEle=p st V‘Q»s(/x, —u?),

Ss;
ou que x = -—S— est entre

7
My £ = V' (e — p2).

f
|

R S e

N
|
|
|
;

de la théorie analytique des probabilités a postéri ‘57

) . : dy ...
L] o ; 1 1 In ‘ ¥ L2 £ fi .
2° procédé. La condition du maximuny, savoir —~ = 0, appliquée a l'équation (2), nous

conduit & ’
s{@—p)
M e 2(me—p) s(x—p)=o,
cest-d-dire &
L= fhy.
w, est done la valeur de & qui rend y un maximurm.
La méme équation (2) nous fournit encore
» s (@ — )
logy = log M — 57—y
3] 2y !
° 2 (13— 1)
et par conséquent
dt log ¥ ]
2dx* m 2 (ﬂe - /'LL;)
Nous avons donc, par le théoréme I de Laplace, sur la probabilité des causes, la probubilité

Ly

7 3 >
P ._%___ fe—t i +—=),
Vir 0 ¥
que x est compris entre
7 v
e = E = VI — ).

\/ s 5

.
2
2 (g2 — #4)
Nous pouvons maintenant obtenir & la place dela probabilité exacte P’ une valeur trés appro-

chée P, en négligeant le terme —, conformément au théoréme I de la premiére section, ct
S

aloys la probabilité exacte
7 7

2 — [2 !)‘ 2 — 2
l — —_— s —— o — o ;
P — V; f(, d[ + ; g/; {C di
0

deviendra la probabilité trés approchée

9 V4
PEE}“: fe—tg dt.
V3
0

1% Remarque, Quand =, done quand P restent constants, les limites ci-dessus qui renferment
'inconnue

o

H

=

8

se resserrcront & mesure que § croitra. On peut done, en augmentant s, resserrer a la fois ces
limites, et augmenter la probabilité P. Done , pours = o, onax = g, P=1.

2° remarque. Supposons avee Laplace et Gauss que les erreurs négatives soient aussi pro-
bables que les posilives, ce qui suppose que les erreurs constanies ont étd deartées des obser-
valions, ngus aurons

p(— &)=9p (), a=0,
15




b8

Essai sur une exposition nouvelle
el par conséquent ;

/4
,w‘=f €9 (¢) ds = o,
—

On a, dans ce cas, la probabilité

2 )
P = —0 e dt
V; ‘b/ ?

SE,’ . .
que x, ou —— est compl'xs enlre
s

Si nous posons avec Laplace
1 1
./‘qa(s’) de' == k,, / Pe(E)dd = kg, 8 =q,
—1 0

nous ftrouverons :

11 1
A/'3;{5) ds = (Z/ 91(\':’) de = qhy == ;
—a —1
o ! Qaz k
. . a* K
g = fs’go(e) de = ?{ﬂ/ o) de =2a3 by, = — 2,
o
—a ‘0
Done
2 7 _a
P — = f e dt
0
sera la probabilité que x est compris entre
=+ L_ «2q \/_li’.. (c)
VS k,
Comme on a:
7 ¥ l [
P=’—Q /)e-_-t2 d&‘=,—2 f0~72d/=—-—2 ¢ 2ms !
- - - o
Vﬂ' t() V?I' 0 V?l' 0 V?qu
on pourra encore poser avec Laplace :
242 k, / —
=, —— =, | = qr
2 /‘o 1] a Vs ) l/b H
alors on aura la probabili
i » ko »,
k. L Wi o T
P = ’ /e 4ka gy
ahy
0
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que o = sx est entre &= L = == @ ”s, Clest sous celte forme que Laplace a présenté son
théoréme. Si ¢ (/) est constant, ona:

1 1 1 i
2] [
’ ko‘= 2/?8’(18"‘:—2 /-C(lS’:QC,kg:. fs" ?s’ d8’=‘/‘08”d8'=_5',
o 0 0 0 0
o ¢
alors = 2c: 5~ =6, et la formule (d) nous donnera
2
» 392 I 3r2
—_ _or 9 L or: —
Pa\/i fe ? “'";“Tfe 2. i.(,.
T (0 V?T 0 2 @

Cette formule de Laplace peut étre employée lorsqu’unc valeur exacte de P n’est pas exigée,
2¢ démonstration. Comme on g

al
/ ?(Si) ([Fi= 1, ¥
—_—a
le produit
w a - a'
X/ =/'?gi de, f P&, ds, ...f g8, det =1,
-_a -—_—u —_

réunit toutes les probabilités possibles relatives aux diverses combinaisons , ou fonctions des
erreurs ;.
Soit P’ la probabilité que Ia fonetion

) ac’=soc=Sw,-=e‘+sg—{—.,. s,
coincide avee une quantité prise entre les limites ¢t B, alors il est clair qu’on obtiendra P’ en
éeartant de X! les termes qui produiront des valeurs de ' situées en dehors de ces limites , et

en conservant les autres, Pour atteindre ce but, il faudra introduire dans X’ Ie facteur

102wy y—
F — a ~1 40 47
2 ./ ¢ @ods,
‘a./ —o

qui jouit de la proprici¢ de se réduire 4 Punité pour toutes les valeurs de «' prises entre aet g,
ct de s'annuler pour toutes les autres. On a done

Pr=X'.F,
ou :
Co @
1 B ° a a 7 )
P = Eyn d7? f SEV=T / f f sy 985 o @5, de deg i de, ¢ TV ds,
T
. o -0 —_—0 -—q -_—G
Mettons pour o sa valeur Sg;, et s¢parons les variables, nous aurons :
o’ a
1 g by A d 0y 9 » e 0/
Pe /drfdoe V=T / go, V=T g / pey ¢ VT g
T
# -_ —_— —

[¢]

¢, 0y =
.../98,63 b =1 }

—
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‘Posons
7e=ys - l=20o,

; ‘ (B=vs$ 31 { )
alors aux limites & == ., répondronttles limiles { == , ¢t Pexpression ci=dessus
g=vs — | _
deviendra :
1 Z o Loy —rmrs 0 | — :
P= — dl do =t OV =1T VI { gese’ P V=1 de } ;
27
[ ) —n - bl

Mettons pour
o oy —
{f?S-ee V=1 ds%s‘
—

ga valeur trouvée précédemment, puis fesons
Vo=

nous trouverons , en opérant comme dans la 1*¢ démonstration, d’abord

R S R 19/ 5
P! = P /dl doe 2 (ks —r3) + 9'/"'1] (1 +R~{-—elo.)
—1 —0

3
puis , en négligeant le terme —

[ 12
1 € 2(ma—#)
P= — ]
Vi =1 Vs (u— )
! L
2 ; e 2pa—pl)s

e ! dl.

V0 Vs (m— i)

Done, en posant
l

9 =
V' 2 (ea—2)s

?

on retrouve le résultat final comme dans la premicre démonstration.
Remarque. Les deux lemmes , celui relatif a la moyenne des carrés, et celui velatif 4 Ia
moyenne simple des erreurs, doivent étre ¢onsidérées comme des propositions auxiliaires, ser-
_yant A établir le théoréme suivant de Laplace , relatif aux résultats moyens des observations,
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Théoréme K.

. So; \ .
La moyenne p = ;'— dun trés grand nombre s d’observations O} d’une inconnue & condui-

sant aux s erreurs approchées

--s;' = fb - 0,',
(i=1,2,..5)

je dis q’il y aura une probabilité trés approchiée

yi ;
P = —2—-_- / L’_lz dt,
Vr .

0

3

que la grandewr inconnue & -est comprise entre
SS'”
Vs s

ou que Vécart & — o est compris dans les limites
e Vol
Vs 8
Démonstration.
Représentons par &' une quantité dont la valeur absolue est inférieure &
7
Vs
il est clair que &' convergera vers zéro & mesure que s croitra, Cela posé, comme ona

g o & + '"+5.9 — 5_01+$—02+'-'+$'_03=é._ 0x+02+-'-+0a

$ S $

VQ:“:’

= £ —p,

on aura, par le théoréme précédent , une probabilité

7
Ve §3
2 e @

Vi

P

que & — w est compris entre
* = Vi
Vv s Ha-
On peut donc poser :
£ =p+ o',
et dans celle expression & convergera vers &, et 3" vers zéro , & mesure que s eroitra. Done,

quand s est trés grand, 4” est insensible.
Soit, en second lieu, #une quantité dont la valeur absolue est inférieure a

? S
7=V 2@—m)
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il est clair que d‘sera tres petit quand on suppose s trés grand, et que cetle quantité convergera
également vers zéro, & mesure que s croitra. Or on a une probabilité

Essai sur une exposition nowvelle

v

de la théorie analylique des probabilités & postériori,
que So; est compris dans les limites == v /5 Vm y Cest-a-dire que So; < "’V‘;"'
Si donc on pose 9 |/ Vm == $4, oh aura:
| wVy
N v 2 tog

r

_ S(E—oy

S

. . ) i 'agl et d’ 4 i o
est compris dans les limites Comme il ne s'agit pas ici d’une évaluation exacte de P, on pourra poser

& . 2 a? kg n? V()' ko 6
; g = = — , savoir ——— = 6,
+ —— Ve, T T ’ k
= = Va(m—u); o 3 )
on a alors:
on peut donc poser :
p P S “ VG s
—_— ) : D=
My == -—(-%‘———i —_ ; YR
S
[ Zu?s
=Se—at ) Fa T
s : P=1— .
7 3
S (40— o) —V =sem
— __(“__:)_ S LE g a 2
Done si la quantité
S(—o0) o . |
Done w, convergera vers ) €l 0"* — g vers z€ro , & mesure que s augmentera, Si 1
A ' N 4 . oy Py 4 3 "l
donc on suppose s (rés-grand, on pourra négliger la trés petite: quantité #/* — &, et l'on aura ~ 2. 84—2—’;5
la valeur trés approchée ‘ a 2"
= S (—o0;)? 8 @ est trés petile, on sera presque certain que, dans I'hypothése de py== o0, ou de Vexistence de
g = == N R . . . ’ : 3 .
§ $ causes purement fortuites , on devra trouver So; < ws, Mais puisquau contraire I'observation
En substituant cette valeur & la place de u, dans les limites ci-dessus de Pdcart § — w, nous donne
aurons la probabilité 5 So;= s,
P 2 T “ il est trés vraisemblable que le phénoméne n'est pas le résultat de causes purement acciden-
TV / Thde, : telles, ou qu’on n’a pas uy = o,

Quant a Pétendue du phénoméne, en la désignant par £, ona
que l'écart & — g est compris dans les limites

2 7
E o \/Qb i
4 § et pour s observations on aura

1% remarque. Les formules du second lemme et du premier théoréme,, peuvent servir i dé- S =8(8—w).
couvrir l'existence des causes des phénoménes, et & déterminer leur etendue.
En effet, si le phénoméne dont il s'agit donne le résultat

i 2 v
S0;=spu, . =vi [
. ~ 0

on aura, quand , = o, la probabilité

&

On a alors la probabilité

que & — p est entre

bt ftg f 2 e | =, VL
0 i

Vi =1 - — "-2—7—(1—6(-0-)},

ou que & est entre
——-72
¢

é < /38"
Wz’ z Md:'?\/—;—

—_1
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Pour donner un exemple de ce caleul, recherchons , -d’aprés Laplace, avec quelle proba-~

_ bilité est indiquée la cause et Pétendue des variations diurnes du.bavométre, On sait que vers .9

" heures du matin le barométre est plus élevé que vers 9 heures du soir , ensuite il remonte jus-
que vers 11 heures du soir, et il redescend jusque vers 4 heures du matin , pour revenir & son
maximum de hauteur vers 9 heures. Ges variations sont-elles purement fortuites? Pour s'en
assurer, soient A la hauteur barométrique & 9 heures du matin le 1°" jour , h; cette méme hau-
teur 4 9 heures du soir le 1¢ jour, nous ferons

SO,'

0 =h] —hi,p= , S0; = Stk

S o, est 'excés de la somme des hauteurs du matin sur celles du soir, correspondant & s jours,
et cet excés observé a pour valeur s . S'il est purement fortuit, on a une probabilité

1

2
f \/5 5/1.3
- —7sec 207
2

P=1—
a

que So; < su. ‘
Mais il résulte des observations de Ramond qu'on a x == 1=, Donc, pour s = 400 jours ,
ona ws = 400", On trouve aussi que 4 ¢ = == 4™ sont les limiles des différences entre les

hauteurs du matin et celles du soir, On a done
3 uts
2a*

— 37,5,

ce qui donne, ,pohr le terme
1
R
V w575 &

une valeur excessivement petite. « Il est done extrémement probable que s'il n'existait point de
cause constante dc I'excés observé So,= 400" de 1a somme des hauteurs du matin, sur les
hauteurs barométriques du soir, cet exeés serait plus petit que £00™™; il indique donc, avec
une extréme vraisemblance , Pexistence d'une cause constante qui V'a produit. »

Quant & I'dtendue du phénoméme, soit -€ la vraie variation diurne, on aura

Sé‘,--——"— $§ (‘g'—':u)vy
et par suite la probabilité

2 _m
P = ;/—: fe t dt,
™%
que & est compris entre

+ ] V2 SS,!
Vs $

Dans cette formule on a &' == g -— 0i.

i e T

R NSO T U

i

i
i
i
i
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Le lemme 2, relatif 4 la probabilité de la moyenne arithmétique des erreurs d’une série
d’observations, suppose que celles-ci ont toutes une méme précision ; cette proposition de Laplace
a été modifiée par Poisson , en ce sens qu'il recherche la probabilité de Ia moyenne arithmétique
des observations elles-mémes , en les supposant inégalement possibles. Je reproduis ici ce théo-
réme de Poisson en le déduisant d’une analyse plus simple et plus rigoureuse que celle déve-
loppée dans le quatriéme chapitre de Pouvrage sur la probabilité des jugements de ce géométre.

Théoréme HE.

Etant donné un trés grand nombre s d’observations o; d'une chose &, susceptible d’'une suite de
valeurs contigués z comprises entre les limiles a < b, si nous nommons ¢;z la probabilité de z
correspondante ¢ la 1% observation ow épreuve, en posant

b b
()
k¢=/zwz dz, Ik =fz”%z dz ,
o a

et
o = s =040, + . 4 0 =050,

o L 1 )
je dis qwon aura, aux quantités prés de Vordre —, la probabilité
§

2 ¥
— em— —2
P - V""fc ¢ (l[
T
0
que

o Se 0, 4 0g -+ oo A0
X == =— = s

S 8

est compris entre les limites

s

D

’ ; @
Sk 4 -—/—__-\/E-S[k,-—kf].
% |

1t démonstration.
" Comme la chose & est susceptible de toutes les valeurs contigués z comprises entre «et b,
et que la probabilité de z, correspondante & Ja 1% observation, est ;5 , on aura évidemment,
pour cette 17 épreuve, la probabilité résultante
b

/?,-zdz=1,

a

et en fesant ¢ = 1,2 ... s, on aura s relations semblables. Désignons par I /(i) généralement
un produit des s valeurs

If@) = [ 2) . [(s),

el posons

)
X = ch,o,.zdz-eze‘/—:i,
a

17
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si alors y = ¢ () indique la probabilité que «’ ait pour valeur

T==us 4 [,

X:f tel/_._a a7,

les limites de Tintégrale étant sous-entendues. Multiplions cette équation par eV as, et
lntegrons entre les limites == oo, nous aurons :

© . © .
3 . -—10 I/: ) —10|/_"—' Zol/: p
S xe Y= [0 1 defxp(,:)e Yar =27y 7 =24y,

— — 0

nous aurons évidemment

d'olt :

1 c v
] —2—"/ . ([9. v .

Mettons pour 7 sa valeur ci-dessus, il vient:

[v o]
1 -8y —~vs0)/ 7
e e 1 do.X e v 1.

2z

—_0

Mais on a

b
. sty T —vs0y/ T 70/
X e T —¢ 111/‘50,~za’z-0 1,’

d’ou :
v$8 /=7 b 6/
— = 20y
log (Xe 1)=—usa|/:—4+Slogf%~zdze 1
b R
=——uso|/——4—}—Slog/qa,zdz(l—{-ze[/_l-—?—}—— 05(5/"14-,,,)
a
b 2
=—vstV "1+ Slog[1+ 6y % Zq’ide'—‘%fZ??iZdu‘-r‘
() @
b
L Vg
V sz,zdz—}— ]
S @ g )
— 58}/ =T Slog [ He;/_i_u§ ,._L_.i k.
: . 02 (2) 9 V 1 @
=_'USOV—1+S{[kial/:—é‘[ki—]t;] -
+ 2k +--.;
— @ =
=(Ski—”)6V—-1-—§[Ska—kf]——-lﬁi[Sk——3Sla,k -+

+28%k*] + etes
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Fesons
Sk

u3=Ski)u=.—;—,

nommons s Mz, sM,, eltc., les coéfficients de 0* "7, ¢4, elc., nous aurons :

—vs6/ ¢ @ -
log (X e ' )=——§[Ski-—Ski’]—e3l/_1Mss—{—e‘M‘s—[—etc.
Cela posé, il vient

(2)

—_—ys0y 62
xe VI~ 5 [Ski—SE] | —0" )/ = Mys--04 Mys +-etc.

Posons

R=—=—¢M;s V=7 + o* My s + ete.,
nous aurons

_ —_— 02 (2
S0y o g (Sk— ST

) (1 4 R -~ ete.

A =
Done
1 p e P D e
:1/=E‘_—/‘doe—[w"‘-ﬁ—?(”i_“‘)] (1 + R -~ ete.)
—_—

Fesons, pour abréger :

@
hi =k — k;

(2
sh = Shi =8 (ki ~~ k)

/'.5
L
M

nous aurons, en complétant le carré dans l'exposant de e :

1 12 o slz(a+lV:T
—_— —— 3
y = é‘%f ¢ 23hf ([00 2 sh ) (’1+R+ no-)
— 0
Posons
Sh ) gy )t
7 Ot =gl =b
d’ov

V' ¢ 4 gy

o

0 ==

h sh

et désignons par R, ce que devient} alors R, nous aurons :

2 ®

" s h —
d : dte tg, (1 R, + ete.).

”‘V? sh
—n

y_—_—
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On s'assurera facilement que les divers termes dont se compose R sont de la forme :

APVTE  Be COTT

—sM; 8’y T = ——— — — ol
500V 1 = Ve A + SV =+ el
! 4 By / o Dy ;
sM464=At —_ — —C: -+ vV 1+£, ete.
: s sV 8 VY s3 7

Donc, en intégrant I'expression

f et dt (1 4R, + ete.),

— 00
par les formules
@w
f L 0,
GO !
g R 1.5 ...(2i—1)
t e dt= ———7

22

r— 0

il est clair que les termes affectés de j /7, clest-a-dire ceux qui ont pour dénominateurs des
puissances impaires de Vs, disparaitroat, et que lintégrale ci-dessus sera de la forme

oo_t2 1
fe dt(i—}—R,—l—etc.):%/%‘{i-i-é—_(w—}—?-+q—i-{—etc.)}
O ° '

Nommons & la somme de la série
£ 7
@t =+ 5+

8

nous pourrons écrire :

Clest la probabilité que «' coincide avec la valeur
i=ys+ =8kt l=sk1,

ou que x coincide avee k - =, e alors on a

l=s(x—Fk),
et '
s (@ —k)?

e

¢

Vorsh

@
I

o+ 2. @)

Posons , pour abréger
1
M= ——

27 sh

H

{
entre ks == 1, ou que x est entre k == 3

intégrant 1’expression (1 entre les limites == 1, ce qui donne :
14 P 5

=M [0 P a4

: ._l : R

4

12
- 3
—aM f¢ T aq S
0
Posons

l

— —y,dl=dy V' 9
Vorhs !
L= 1} 95,
1OUS aurons

2

‘ 7
_ =y
= L[ e d/(’l+-:)

7 3
=l/‘f” de (1 + =)
Viz s
2 f"—tz 3 2 ot
= ¢ dt + = ¢
V' 5 s lf7r0

Cest la probabilité que «' = sy = B0, est entre
bs=l=ksE= V97 ¢,

So;
ou que x = —— est compris entre
$

7
k= e 5 1"

$

s(w~—k)2
Me  2b s(m—k)=o,

cest-d-dire 3
=k

la théorie analytique des probabilités & postériori,

y Sk ¥ \/2 & .
T fe 2V sk — ke
'/—- Qh s VS s

2° procédé. La condition du maximum appliquée & I'équation (2, conduit a

69

nous obtiendrons , par deux procédés différents, la probabilité P! que af = sa, est compris

Premier procédé. Soit P’ la probabilité dont il s’agit, il est clair qu’on obtiendra sa valeur en

0
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E est done la valeur de w qui rend y un maximum. La méme équation (2) nous fournit

encore
loght — L&)
lOg Yy = 08 - 92h H
et par conséquent
: az log y 8
(g ) ~72n

Nous avons donc, par le théoréme IT de Laplace, sur la probabilité des causes, la probabilité

2
~vE

— ¢ J
‘P' e t((((’l+s—),

que 2 est compris enfre

7]
= =kt —= V9.
s

Vo

2h
Cherchons maintenant pour P’ une valeur approchée. A cet effet, on pourra, en concevant s

. . ., 0
suffisamment grand, négliger la petite quantic = et Uon aura :

P 2 r dt
= e .
vz S

0

Remarque. La probabilité P restant constante, ce qui exige que 9 ne varie pas, il est clair
que lintervalle des limites
v et
kt—=Voh
8
se resserrera quand s augmentera,
On peut donc , en augmentant s, resserrer 4 la fois ces limites, et augmenter P, Done quand
s==w,onax=Fk,et P=1
2¢ démonstration. Comme on a

le produit
b

X’=11fqzizclz=i

14

réunit toutes les probabilités possibles relatives aux diverses combinaisons , ou fonetions des
valeurs z ou o;; soit P’ la probabilité que la fonetion

of == s = So,==0, + 03 + ..o + 0

coincide avec une quantité prise entre les limites « et 8, alors il est clair quon obtiendra P’ en
’ q
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éeartant de X' les termes qui produiront des valeurs de ' situées en dehors de ces limites , et

. . » ° ?
en conservant les autres. Pour atteindre ce but; il faudra introduire dans X' le facteur

1 L Y@=t y—;
F= 5= f/ e 1 qoar,
o —_—0

qui jouit de la propriété de se réduire a l'unité pour toutes les valeurs de x' prises entre « et 8
7
et de s'annuler pour toutes les autres. On a done

PP=X_.F,
ou:

P 1 £ L A e VTl : — 0%/ 5
=5 f({/ f ¢ — ./'cp.{ 2935 ..9,2dz e -1 (s,
o — a

1 sl - 1 A . 1 7 3
Mettons pour x sa valeur So;, puis séparons les variables, en observant que z représente 'une
quelconque des valeurs contigués de & entre « et 8, & la 1™ 2° ete. épreuve, nous aurons : ‘

‘ g @ b
P/ ] e 680,/ 7 4 b 10—
= P ,_// d7 fe il 1 fﬁaxzdz/?gZdZ..../'%zdze—L VT
a a @

“« —

1 £ _, N — 16y b 0 —_— b S
= szgfd‘f =T g [/ padze PV =1 /%zc{ze“‘/-—i
. o -—_— a

1]

b
0 Pamrmamne
/%zdze =T}
171

Posons
7=US+1=(E’,
B=vs I !

, répondront I =
@=yS§ - | —1

q 4 @ —_ —_—
P — dl o —VVTT x T
5 f f do e Xe
Ju— 4 "

! . .
alors aux limites &' = , et l'on aura :

mais on a trouvé

62 (2)
—_vsGV:] —-é—(Sk;—-Sk?)
e ' = ¢

(P + R+
done

p! 1 L e A sk —sE)]
=7n_—/dlfde(e —177g R4

1 ! _ © * sh l‘/——jg
P —— [ dlee 2P goi” T (4R + ...
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l 12
1 e  2sh J
= a. V(4 -
= V'9sh ( S)
0
l 12 5
— y 1 f@ 2sh (,l _I__).
V 2Qash 0 §
En posant donc
l
[ —
V' 9Ts ’

on obtient la probabilité P’ sous la forme cherchée, et on achéve les calculs comme dans la
premiére démonstration.

Remarque. Stz conserve la méme valeur & toutes les épreuves, c'est-d-dire si la probabilité
¢i% reste constante, on aura alors, :

b

b
/c=lc.'=/?,-zozdz= /‘?z-zdz,:pc,’
‘a

a

(2)

b b
ki = /%-z-zzdz =‘/'pz-z‘ dz , = pu,
a a

h = b, et alors on a la probabilité
2 J — 12
P = — e dt
Vi Of

SO,‘ . ]
que x = T est compris entre

$

b - \/ b b
/'goz-zdz:l:l—-/*—_-_— 20 Zozdz—( [zezdz)*
a [21 a

ou entre
9 e
S A
M = Vad, =1
Vs

c'est la formule donnée par Laplace, avec la seule différence que dans celle=ci on a

b b
Sé',; "
m==__,,p,=féqas-ds,,u,= Sosds,
$
a @
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Théoréeme HEE,

Une grandeur inconnue £ , engagée dan's une fonction f(€), donnée par un trés grand nombre s
d'observations o;, dont les erreurs s;, comprises entre les limites — a , @, ont pour probabilité
inconnue @ (s;), étant connue & wne (rés petite correction y prés, lide aux erveurs des observations
par s équations linéeires donndes de la forme

g = iy — N,

dans lesquelles a; n; sont des constantes connues, je dis qu’en posant

Sa;ny @
== W ) ,u,::::/ s‘go(s)ds,
i
—_—a

on aura une probabilité

2 Lo
P — f Y ar,
Vr
0
que la valewr la plus plausible de v est comprise entre les limiles
ay 7

S —
~~ + 221 S (’iz =+ V,g—af— Vf‘z (/,/,2——[1,?),

1 Deémonstration.

Soit A; une valeur approchée de Tinconnue &, et 5 une correction inconnue (rés petite, en
sorte que l'on ait

é‘=A€+‘7;

on aura, par le théoréme de Maclaurin

2

¥
[ = (et = [(A) + [ (M) + ["(89) 75+ ete.
Posons
[(AD) = a3 [(A) = q;,
et négligeons les termes en » qui dépassent le 1 degré, nous aurons
E§=7(Ai+4) =« + wy
mais on a aussi
S == 0y + &,
il vient done S
Oiei= a4+ a; v,
§i= Gy — (0;— @i ).
Faisons
0 — & = 72.’, s
nous obtenons. I'dquation de ‘condition

& = gy — Ny, (1)
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qui en représente s, & cause de
’ l‘=ll, 2, RN

1l S'agit de déterminer » de la maniére la plus avantageuse, en faisant usage de l'ensemble

de ces équations. A cet effet, multiplions chacune des équations (1 par un facteur indéterminé
F;, puis ajoutons les s équations résultantes , nous aurons

7=SF¢8¢=SF4;€1517-—SF;'”¢~ ("2)

Comme les g sont inconnues, nous déterminerons d'abord y par la condition que7 soit égal
4 zéro, et les facteurs F, par la condition que les limites qui renfermeront cette valeur de » soient
Jes plus étroites possibles, et leur robabilité la plus grande possible.

P ’ &
Soit done #' la valeur de » ui répond 4 7 = 0, nous trouyerons, par Iéquation (2);
Y ’ ) ’ !

S Fi g
= e———, 3
| ¥ = STa (3)
Soit 2 Perreur de ce résultat, on aura
S Fi n;
1=t = S T
et par conséquent
S Finy .
7 = SF{&'; = SFi(ti (g-ﬁ‘-l;— + fl/‘)'—‘ Sl‘im,
=S Fax;
d'owt
S F,, &
"= ST’ *
cherchons maintenant la probabilite
y=1¥
que ¢ = S F} a; 2 ait pour valeur vs - I
A cet effet, désignons par’'g un produit de s facteurs, tel que
O fG) =)+ @) ()
et posons
o .
: X='quo(s,-‘)ds;cw'/—i, @
-

Comme ¢ (%) réunit les probabilités relatives & tous les systémes de valeurs7, nous pourrons
représenter le produit X aussi par Pintégrale

x= femne' T a,

prise entre des limites convenables que nous sous-entendons. Multiplions cette équation par

e_;g V1 do, et intégrons le produit entre =& o, NOUS obtiendrons :

2 10y Y Vet 10/ =7
S ¥ Laox= [ o T dof¢(7)e VT g7 =20y f)=2xy,
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T A ] e
y =g doe Akl &
—30

i nous metlons , dans Ia formule (a), pourtsa valeor ST, &, nous trouverons; en séparant
les variables @

o
X=nf 9 (&) (L 0V =1 d sy
—_u

Mais on a :

[

. .
/ ¢ (%) Fis V=1 ey == da {? (—a)ye F a0V =1 1y (—a--da) Siatdady—1

e U
omde T L0 +
+ ¢ (da) eFi(da)GL/:'I e (@) eFia'0|/:—{ }
on peut done supprimer Pindice 7, dans ¢;, et écrire
o' o
f 9 (81) eFi 0T dsi'=f 0 (E) eFicOL/:T ds,
—a —

ce qui nous donnera
a' .
X=nf?@&”h4m
-

et par suite :

1 z 10y/—% . -y

Yy =__f do PV TI/ p(s)de Fie?V T,
2z
. s OO 0

Développons I'exponentielle, il vient:

a . P 02 Fiz & 93 Fi5 &8 ‘/:__I
/’Q,(s)dwgieot/—i =/‘ g () de [ +O0F ey T — ) — 6 —+ ete, ]
Ll !4 —_
_ uPre wE eV 1
=14+wmFoy —1— 9 - 6 e
paF209  ps B3OS/
ol By g ]

] it
Fl(a—#) o0 V=1
Fia—r) o

5 (g =5 py 1283 e

e.”'l F’.O 4% Ry

On a par conséquent

a' Po = o re Py —3 fg ity 24 —
J— ! — FRO8 e 2002 T LS FO 4
Hf 9 (€) JitV—1 gz = S STV =1 7 >l 6 FOV=1
— ’ :
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Fesons, pour abréger :

M"‘—SMQN‘%—?{JJZSF-E'
6 ‘o

désignons pareillement par M, S ¥, M, S F5, ete., les coélficients des termes en ¢+, 85 7,
puis posons

M, S Fp =

R=—MSF26 )/ 7 M, S Ft 6+ M S F o )/ 7 = etc.,
nous aurons:

a' Pg —pi
_ o - SF,0/ 7 — 1 SF® g2
T f @ VST e SERVTITIREINS Ly e,

@ ()

done

¢ 0 N . ; ____‘142—*/*: e
ym g far T e e L
2
—_— 0

P}

Mettons pour 7 sa valeur »s 4- /, nous aurons:

Mg =

] g —p SENO )/ =T 18, = — i g2
v =gy [T TIIIIVITTI SRR gy

-—c0

On simplifie cette expression en disposant de I'indéterminée v de maniére 3 faire disparaitre
le 1 terme de I'exposant de e, cela nous fournira d’abord

vs = SF;v =& S;FZ:
puis :
_[’12""551?%99—}-;01/;_—]
yzwfdae P é TR A4
—_0

Si maintenant nous complétons le: carrd dans Pesposant de e, nous obtiendrons :

U e e S e
2(py — ) ST — = (2~} e ,

Y=g e (g — ) f doe 2 7 SF (ra—) " (1 Rt .00,

— 0 . .
Posons

— 7 LW

VSFf f2 =~ By 4 —
d’ou :
lV——i

ot
(0 == - ' m g :
VT Vie—E S =)’
S 2 ;

el nommons R, ce que devient alors R, nous aurons :

£ )

‘ 28 F (g —p3) R
y = -1_ ¢ 2 j e ﬂt‘z Sdi S+ R+ ctes),
TV ISTF (ta— ) .

- )
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H est maintenant évident que les divers termes dont se compose R, auront les formes :

SFe a7 5 g SFay =7 Fs.
'——NIzSFiaea V:—i=-—‘—'——_—— SF@ P d

S
SFVER | GFY ' SRy reem T Gy

M, SF SFEsa'te  SFVEVTTH  gpegp  SFidyy—3
1, i&el;_

—— e o L e b -
(S F#) SF)VSTF? (S F)? (SF2)* 3 Pz
SFs.¢
-~ S F-2)64 » ele,, ele.
K]
Posons
S F? = § Hn ’
puis
o H, b H, ¢ H, d H,
= A = B — =0, ——=0D
IR A il
' VH ' H dH , ¢ H
(LHI} = Yy T =0 Ty =D e = E e, e
2 2 9 2 2 2 2
nous aurons :
L APV Bp CWTIIT
—_D Sy e —_—
M, SF 6 ) = s S
e BeVTT e DV g
M SFep — A8 — — 4+ —, el
s sVy § Vs '

Done, en intégrant Pexpression

%
‘/ e a (1 +Ry 4 ete.),

im0

°°2' 1 2
/‘ 2 T =,
— 00

29— 1.3 ...(2—1)
! e dt = :
9

par les formules

vE o,

e QO

les termes affectés de =7, clest-d-dire ceux qui ont pour dénominateurs des puissances im-
paires de }/5 , disparaitroat, et le résultat sera de la forme

[
Y _ 1 J v
fe dt(l-i—Ri—}-etc.):Vﬁ(1-’—;[a+s-~|—;+etc.]).

Nommons & la somme de la série

""[“—'L:" + -77—1~etc.,

§
20
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nous pourrons écrire :

2
1 ¢ Z®F(a—r) p)
Y= P VQSFJ(,Uz——;/f) V= <[+;)
28
T N 1
TSt .
Clest la probabilit¢ que
i=vs-1
= S I, + 4

=SF¢(IZ%’,

ou que
l=SF2-((iOC—-,ulSFi7

Substituons cette valeur de ! dans la formule (1, alors

(SF 0,0 — py ST;)?

e 25F (m—#) ) @)
y = — (1 +2)
V27 ST (s — 127) §
exprime la probabilité de 2.
Posons pour abréger
M- !

= —

V9 SF? (u, — 17)
nous obtiendrons par deux procédés différents la probabilité P” que 7 est entre w, SF; %=,
ou que x est compris entre

w1 S Ty l
SF%U{ S}%ﬂiF

Premier procédé. Nous avons évidemment par la formule (1, en Vintdgrant de — [ & + .

l B
~ ST (o — 2EY 2
P = N 28K (ma =~ 1) e =
. M l/;e 2 dl (1 + - )

—aM [o PHE=E) a1 4 j_),
0

Posons
/4

VOSF (4, — i)

=, dl = d'V gg F (o — ),

nous aurons

\
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0
! Y
9 00 2 / —t
- y Cdi 4 —e—= [ ¢ ‘. ;
T / ‘ + s Vg (@)
0 0
Cest la probabilité que ¢ = S F;a; % est compris entre p, S F; &= [, ou que x est compris entre
' i TE T
mw S F, - { _ S F; & v 28 F! (g — )
S F;a SF; SF,;a V'SFE, a; ST a

ol T
o S F; / I/S S —_—
T8 q + 3 F, a; V'3 s — ).

2° procédé, La condition du maximum, savoir % == o, appliquée & Véquation (2), nous

conduit a
SFias0 —p, SF, =0,
d’ot :
= # ST, .
SF;aq

On a aussi, par la méme équation
(SFia;c — g, S F;)2

2S B (g — 1) '

logy = log M —

d’ott Pon lire:
d*log y ) = ST a) .
— 2dar ‘n 2S PP (uy— @)’

on a done, par le théoréme II de Laplace sur la probabilité des causes , la probabilité
v'
9 -—t2 J
P”=—,—:fe dt(i’l“s)
70

que x est compris entre

w S FE; . 9! _ v S F + 7 28 B (kg — p3)
ST, q, \/_(S—FW— STF VST, S Fa; ’

28k (Mz; /“21)
ey ST 4 VS B

- S F; a SF, q VQ(M%“—M?); (©)
on a en outre
) l
" TVERE ’ (d)
SF;a; °V2 (/"2"—— ,uf)

Les formules (c) et (<) font voir que les limites (c) sont'les plus étroites possibles, et la valeur
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(d) de o', dong eelle de P”, la plus grande possible, quand on détermine le facteur arbitraire
F; par la condition
SF> .
" =— minimum.
(S F; a)?

Or on a:
(Fi — (Ii)2 == Ff— QF,‘ a; = ((,-2,
d'ot :
F/=F,—a)y4+aq@2F —a),
S F,iz = S (Fz _— ([¢>z + S a; (2 F, — Gi),.

A sera un maximum s quand on aura :

_ S(Fi—a) +Sa;(2F;—a;)

W = - == niinimum..
SF )
. vy . dw .
Mais I'équation T conduit & :
4

[28(F;—a) +2S 0,1 SFis —2a;[S(Fi—a)» + Sa; Q¥ — )] = o,
équation & laquelle on satisfait en posant
F,’ = a‘i.

. : LY \ 3 N .
Soient P’, 9, et &', ce que deviennent P'', /" et a, pour cetle valeur de F;, nous aurons :

Sae; l V3 a

! P == —————,
V9 = )

= /
s Sa?’ Sa? e
' s V2 —)

Done

, Yo e e
P _2:fe ¢ et + =),

Vi |
sera la plus grande probabilité possible que l'inconnue

. S a;&;

!
X —_—
S (l,;a

est comprise, pour le méme v, dansles plus éiroites limites possibles :

~e S a; 9 —
Sz © V'S Ve (s — )
k
SF,n
[ > Al *
Soit  ce que devient 5 = §#’ pour F; = a;, on aura :
' 04
_ Sa;ny )
I“ S aig 7

' est alors Terreur commise en posant y = w. On a done

=4,

f
|
|
i
|
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et ) | i
P L d, (1 2y (')
= ;
0

est la plus grande probabilité possible que  est, pour un ! donné, compris entre les plus
étroites limites possibles.

S a; i P
S ¢ Vear Vo (s — ). (e)

© +

1 remarque. En supposant s trés-grand , et en ayant égard au théoréme I de la premiére

section, nous pouvons, en négligeant le terme g-, éerire & la place de la probabilité exacte P/,
sa valeur trés approchée
2 e
P = Vi f e dt,
0

20 remarque. Quand v, done quand P restent constants, les limites (¢), qui comprennent
I'inconnue y, se resserreront 4 mesure que S a;” ou s croitront, On peut done, en augmentant
$, resserrer  Ia fois ces limites, et augmenter P, Donc, pour s = o, on a exactement

y= et P=1,

3¢ remarque. Supposons avec Laplace que les causes d’erreurs constantes soient éliminées des
observations , alors les erreurs subsistantes étant purement fortuites, les négatives seront aussi
probables que les positives, et 'on aura

pl—a)=y9(), d = q,

a
My = f?ga(S) ds== ¢,
—_—

Pour ce cas spécial, on a une probabilité

P 2 7 »
= —= e dt
V' f ’
1]

que y» est compris entre
!

b4
#E ==V, %)

(liz

Soit &/ ce que devient s; dans le eas du facteur le plus avantageux F, == a;, et lorsqu’on fait
== (, ON aura :

S a; Ny
S a;?

8= — ;=g —

et
& = (0 o — ;)"
Or, nous avons vu, dans le thédréme I, formule (a), qu’on pouvait poser approximativement
s 3 ’ 1 g )

S 35/2

fhg ==

s )

21
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On a donc la probabilité

9 Y
P= — ¥y
= : ¢
Vo f ¢ ¢
0
que » est compris entre les limites
4 95 ¢,®
S VS \/2 Ay )
a;* 8§

Cette formule ne contient plus aucun ¢lément qui ne puisse se déduire des observations.

! lans | i 20k,
Si nous remplagons, dans la formule (f), «, par sa valeur =———, cette formule se changera en

ko
2V
£3

==
S (l/,'“

c'est sous celte forme que Laplace a présenté son théoréme.

4° Remarque. Nous avons vu ci-dessus que la valeur de.a qui rend % un magimum, est

12 S F,'

S Fz a; ’

- Done, quand g, =0, ona m-= o, mais alors on a aussi.y == w3 done la valeur dey la plus

probable est

cel!e-cx

(h)

) a; Ny
#=g as

Cest précisément celle que Pon trouve par la méthode des moindres carrés. En effet, cette
méthode consiste & déterminer » par la condition

S = S[a;y— n;)* = minimum.
Or, en différentiant cette équation on a :

Sa;(agy — ng) = S a8 = 0} (k)

REZRID

Sa?

L'équation (k) fait voir aussi que le facteur le plus avantageux ¥; = «;, est précisément celui
dont on fait usage dans la méthode des moindres carrés.

2¢ démonstration. Le produit

. ¢’
I ==AH/?(€¢)(IS,- =1 s
—

réunit toutes les probabilités possibles relatives aux diverses combinaisons, ou fonctions des
erreurs &.
Si done P/ désigne la prohabilité que la fonction
¢ =S¥, &
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coincide avec une quantité prise entre les limites z et 3, il est clair qw'on obtiendra P" en écar-
{ant de X’ les termes qui produiront des valeurs de ¢ situées en dehors des limites a et 8, et en

cotiservant les autres. Soit done
‘ oo
F = 1 ; 0(s—r)v/ 24
T 9 f f ¢ dr
o o OO

pr=X'F

A @ . « ] .
= L dr f ¢V =1 clﬂi/‘cpsidsic SV —1, -
2z s
o — —

Mettons pour  sa valeur ci-dessus , puis séparons. les variables , nous obtiendrons , comme
dans la premiére démonstration :

on: aura

B w0 S al HEN e
P = 1 f(lr/ doe” V=111 /qo(a)dscer‘ V1,
2z
o 0 —
Posons
=ys L l=¢,
B==vs -1 { ,
alors aux limites € = , répondront [ — ; €t P'on aura :
G=ys—1 e
L o — — SF 62
=fdl{‘-—1—f doe —(’“SF vty 1 50;/__4 (1 4R + ete. }
27 ;
s s OO
Faisons -
sy
=—‘c"‘ASFi:”zﬂ"_l )

)

nous trouverons, en ayant égard & la valeur de y, trouvée dans la premiére démonstration :

11
P”= dl'J
J,
1 11 2
. T
e 28T (py—
= = dl - ————i——w(l—i——)
Vx VIS TE; (1 — 17)
—]
2 =
28T} (» ST (pa— 1) J
== fa. T 42,
T Vs, (2 —p7) 8
- Soit
/

T VISE (e )
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or a la probabilite

7
2 — {2 i
P"=|7—7r;«0fe dt(l_l_s)’

que ¢ ou 8 F; ¢ est compris entre
vsEl=w SFi k| =, SPik VSTV, — 2.

Mais on a
SF,L-Si: S Fi(ti%,

done P" est aussi la probabilité que x est compris entre

ey S Fz . ’/’ VS Fiz

SFia = ST | 2T )

Cest la formule trouvée ci-dessus, Le reste du caleul s'achéve comme dans la premierc
~ démonstration.

Théorécme ERE,
THEOREME DE BIENAYME.

m grandeurs inconnues & d’une fonction (&, , &y, 1. En), donnée par un trés-g and nm?;{)re
s d’observations o, dont les erreurs g, , comprises entre les limites — a , o' , ont pour probabilités
inconnues g (&) , élant connues ¢ de pelites corrections y; prés , lides aux erreurs &, par s équations
linéaires
e SRR SRCYR TR S OVE T TP MY 2

C s L
dans lesquelles les coéfficients ny, a1, Gapy ... SONE des constantes connites ; je dis qu’en posant:

‘ @

Srain T

My == oy b = s ¢ (s) de,
Sra ik o

iy aure , quand m == 2 k— 1, une probabilité

v { ,/2 k~3 . ./2 k— 25 + }— ¥ }
2 2 e Y2 + are T 5 ]
Popmr = e Yy — e 2k—1 2k—3
2h—1 V;,—Of ¢ du—e l“(~—--—‘2 ) T(—5—) L)
et quand m = 2 k, une probabilité
2k —2 72 k—4 4?2 /1
Pop o= ] — o y2 Y L
2% e {ng FQIC-—? -+ +F(f‘:)+p(%)}’
que lo valeur la plus plausible de lu correction y; est comprise entre les limiles
#y Sy sp, 9 [ ———
e Sn @’y V'8 o' V2= )

EHIUNECI et

3

i
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Démonstration. :

La fonction f (&, &, .. &,) aux m inconniies &; est donnée par un tr

¢s-grand nombre s
d'observations

015 0y v e Opyous0s,
affectées des erreurs

Sry€ay 0 v Epy v 0 o sy

ayant pour probabilité
@), o). vo(en) v o(s);
si nous désignons par
A, Asy AL LA,
des valeurs trés-approchées de ces inconnues , et par

HiyMag oo «Hiy o« «¥m
leurs correetions trés-petites, nous aurons :

%‘,-——:Ax—l—m , Ea==A, ey, s 4. é‘i—_‘-—Ai“I“fi sy oo En=Au + Yu.
cela posé , si nous développons la fonction
f(Ax“l"’fx ) Az"l"“f: 200 Am+ %ﬂ)
suivant les puissances croissantes des , nous aurons , en négligeant les puissances des y su-

périeures & la 1%, pour chaque ohservation , une équation linéaire de la forme
O a=ant iy uo o o Fapit oo Gug .
Soit |
Op == tp =Ny, ,
nous aurons s équations représentées par
§==—1, = A1 Coptta b= o o A tip T o A Y, ()

dans laquelle il faudra faire h=1,2...s,

1l s’agit de déterminer y; de la maniére la plus avantageuse, en fesant usage de toules ces
équations , s étant supposé plus grand que m.

Pour abréger , nous représenterons toujours par 4 un indice qui varie de 1 & s, et par 4 un
indice qui varie de 1 & m ; nous désignerons en conséquence par s, une somme telle que

s f)={) +[D+..+1()),
et par s; une somme telle que
| s =D)+fQ@+. .+ f(m).

De méme , les notations Tlx, II; seront employées pour indiquer des produits tels que

ceux-ci :
ILf(h)y=f(1) - 1(2)...f(),
IL @) = [(1) - f(2) e [(m),

cela posé, pour trouver y;, multiplions les s équations (1, par le facteur indéterminé Fi;, et
ajoutons les produits, nous obtiendrons : ‘
i =S o = Sa Finna—- v SaFip s 4+ v S Fintg -+ oo 711 S F ni=an 7S Fip i -

it S Fontirin 4 oo - 1S Fog g,
22
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_ Posons ensuite :
r; =5.Fin en=0,
SaFipti =0,

S). F.;);, Q2p==0,

ele. (A)

Sy Fintiap=0,

Sulip ai+‘l}h= 0,

ete.

SulFintap=o0,

et nommons »;/ la valeur #; correspondante & ces équations de condition , nous aurons :
_ Sh ]“,',h Ny,

"= Sh Fi,h (l,-';}.

Soit «; l'erreur que comporte u;', on aura :
H

Sh Fi,h ny

’1’5'_—-‘73', +xi= + w‘u
Sh

.Fi,h Tip
et par conséquent ;

S, F,

5 . [ wh A

Ty== Sh F'i,h €h=—sk F'i,h 0y, + ¥ Sh Fi,h a1,h+ s '-t‘ ¥i-1 Sh Fi,h ai"],h + Sh Fi}h sQin [m+w1]+
. A B : : R AN AR 3

ig1 Sa Fonosgan - oo =-m Sa Fip ama.
Celte équation , en ayant égard aux relations (A) , se réduit & :

St Fip e

X =4
SuF ik Qi

7= S, Fipan = Sp Fipaip.

y; = ¥ (r;) la probabilité que

T == Xi Sh Fi,h ain
ait pour valeur #;=vs 4~ i, et posons:

al
. - N N iTemyen
X = Hﬁ/ (p(b‘h)d&‘h ¢%e ‘/—-1. H (2)
—a V »

comme ¢ (r;) réunit les probabilités relatives & tous les systémes de valeurs r;, nous pourrons
représenter le produit X aussi par lintégrale

0/ 3
x= fuiny e’ =,

prise entre des limites convenables que nous sous-entendons.
Multiplions cette derniére par =0T do, et intégrons le produit entre == eo, nous ob-
tiendrons :

;om0 P ey— A
ST T wx= [T ey T dnmteg ) =2m 0
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1 =wvg -
= — N
Y 27 e de X
. — 0

Si nous mettons dans la formule (2) pour isa valeur Sy Fisex; nous trouverons;en séparant
les variables :

i

. a
X =T [ 90 deye o OV =T
— ] g
On démontre aisément, par le procédé indiqué dans la théoréme précédent, que Ton peut
omettre I'indice h dans ¢, et écrire simplement ¢

a N
Xg=;l_lh./‘ 9 (&) deselin <OV =T1,
— :

Mais , en développant I’exponentielle, on trouve : o
0 Fiy & T eV

a a'
/?(S)ds elj"i,hso,l/_i =‘/‘(P(S) ds[:l —l—F,‘,hE@V:i —— 9 —_ 6 -+ etc.]
e} — .
T —
- s Fz,h 0% #sFip 6 V——l
=14 mFpopy’ 13— s + ..
-2 6
pall 0 mEy OV
— 6,log(1+p., Fi,hol/-—_i"“ 5 — 16 + )

03 F, 05/
R ! (5 — 3 py pat 247) - ete.

. — :""2"'.”‘2
— eyl Fi,he gy - L Pia 67—
On a par conséquent
— P 5B p1 pa-2p] _
X — M SV e R L 0y ] +-ete.

Fesons, pour abréger :

MB Sh F:h =

'

—_03 9 P s
3 /lzgl -+ 2y Sa Fi,b ;

désignons pareillement ‘par M Sy Fin , M, S Fij , ete. , les coéfficients de ¢4, ¢!}/ "] , etc. ,
puis posons
B R = — My SiFi7 0y = - My S Fij (0 + Ms S Fin 00V 1 = ete.,
nous aurons :
Prg = P’:

—_— : .3
X = e 31 S;, Fi,hel/——d—— Sth‘,h 0 (4 + R + ew.)’

et par conséquent

Po=Fi o . pa
— —_— 0 S, By 0y S, Fi. 0
pom e [ TR S V=15 ST R et).
71‘(.

o O

0

Mettons pour 7; sa valeur vs 4 li, nous aurons:
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il/,- = — P) S/L Ff‘l}; 02]

[ e by —— 22
12 (ST 0= 0, = + 20
EA

(1 4+ R ~ete.)

—CD

On simplifie cette expression en disposant de I'indéterminée » de maniére & faire disparaitre
le 1°* terme de I'exposant de ¢, cela nous fournira d'abord

SzFib
vs:MlShFi,h 71}:‘_‘_‘__73__’7.’
puis
T2 T P2 g pe gy
Y=gy fd0T 3 e (LR - ete).
—

Si maintenant nous complétons le carré dans Pexposant de e, nous obtiendrons :

\ _ 512 0 Mg‘"#fs P (b 1 -—-_4. )2
Yo =3 ¢ 28, Fip (o — i) f doe 2 e (e — D)8, 75, (1 +Rt-ete.).
—0
Posons
S L, (P g =t
2 ( 2 ) ( + ((‘/42.—-(421)87; F;,h ) ’
d’ott :
¢ Ve
0 == — LV
B) 2 )
V/f,g — 8, 2, (tta—) Su Fin

2

et nommons R, ce qué devient alors R, nous aurons :

l2

— z

) 2 2 By e 12 —
yr———-i- e 28, T, (ry—0d) fﬂ A+ R, otc.).
T VIS (1 — )

v—— G0

=4

En ayant égard & la valeur précédente de 6, il sera facile d’exprimer en fonction de ¢, les di-
vers termes dont se compose R ; ces termes seront en effet de la forme suivante :

SIIF?JL alga/_._ b S]LF:h hie Sa F:,h ct I/__. i Sh F:,h d
~ —_— ey WP TR PUIET)
B]LF.?J, l/ Sh qu',h (E’h K '?,h )2 (Sh | Tt ) '/ Sh th (‘\371 Fz,h )5

— M8 Fh 0 T4 = —

Sy Fiy ol th SuFin VPV T S Fh o SiFado T
. 2 e e - —T—,_we—'— + [EUE 75 p————
(B Fip ) (S Fin ' V'S, Fia (51 Fin)? CWEFa Y VS

ik
Sh F:)h é"

+ (Sh F?,h)4.

I\I‘ S]; F,‘th 0t =

ete,, ete.
Posons & F2p = - H,,
puis
o H, b Hy ¢ K, ) d H,
H, Vﬁ;“A’ H: —B’Hzl/ﬁfz' =G, ’Efg“fD’

|
.
[
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JH, ., VH, dH, ., &H e,
— == AL, o = Bl e e = D, ——= =k
13 TH V', H; THVH, T ’

ete., ete.

nous aurons :

_ Dv[a Sh FZ),O% ‘/,__ ll =

Al ¢ By 1 e Dty K
MiSiFlitl === = = T T Ty T

ete. , ele.

Done, en intégrant I'expression
@ —p
f ¢ Cdl (R 4 ),
i— ) ’

par les formules

°°2' 4 2
‘/'tH— e dt =0,

—

g TR 1.3...(2i—1)
t e d _—
e OO 2

les termes affectés de "1, cest-d-dire ceux qui ont pour dénominateurs des puissances im=
paires de /5, disparaitroat, et le résultat sera de la forme:

!

Ve

> | b
i (u(1+a,+...>=;/;(1+;[amL?+;§+...])..

Nommons J; la somme de la série
ﬁi 74
@+ = 4+ 7 e,

nous pourrons écrire :

l
1 e 28 B (m,—p - %
gm= e BT (14 7)

4 V'2 S, l‘%,h (g — l“l)
1

(3

(3——' Qsthh(f’*Q'—‘/"g)r % (a)
— 4 Yo (2.
V27 Sy Fip (e — Sf)( +3 )
Clest la probabilité que :
=S U

== pog Sp Fop -
= &y S}, Fi,], Ain
ou que

I == a; S5 Fip ay — pu Sa Fip s a5
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En substituant cette valeur dans la formule préeédente , il vient :
(@8, Fp 00— S F; 12

0_ 28, F;h (g — #1)

Yi = — -
Vo 97 ST (pa — 1)

d;
(1 +;‘)7

c'est la probabilité de a,
Fesons pour abréger

N = L

_ Py
LN=N,Tiy=y, TL(1 + -S.)=1+-;’;
alors

[z;8,F i @i — Py Sy Ty, r

3 :
28, 15 (e —p3) (4 + ;)’ (8

y —_ Noe— ¢
exprime la probabilité que les m erreurs a; ont lien en méme temps. y sera évidemment un
maximum quand on aura
#x Si Fip
x,-S;, F;,h Qp — Sh Fi,h == 0, ol, X;== # R
E‘hl'z‘,h tin
La formule («) donnera pareillement

&

—_ et
y= N CISTLGR (142);

c'est la probabilité de %. En intégrant cette expression m fois entre deux limites égales et de
signes contraires , et en désignant par P's cetle intégrale multiple, on aura la probabilité

15

__SM;__ >

Py = N//e Y28, T (m—pd) dl dly e dly (1 =)
m ‘ s

que /; ne sortira pas de ces limites.

Soit

/; _

V95 V(s — i22)

'yi;

done 7
= uV 28, Pl (i —w3),
il viendra :
N — i 1 1

‘ pe : e oo X
VarsiF(u—w) V27585 (ta— ) V97 S, Fay (2 — 12})

dly Al ol = dy, drae e dinV 25 Fip (o —15) V' T80 Fin(pia — 2 )e + V28, Foon (r — 200,
dot :
dry dyaeody,
N dl, dl,e vdl,, = &1 GTas * O9m
Wz’

et par suite @
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1 m ._S;?: - . )
Pl = (’7—;"[-—) .771/;3 : do; d'/nf "Z?’m (1 ?)

'

= (.7%;_;)77&”%[ e'_si'}': dy, d‘}’,;.dym (i+§.)

si nous posons

‘ 8; vj =", (@)
alors aucune des valeurs ¥ ne pourra sortir des limites == »', donc aucune des valeurs U ne
pourra sortir des limites

| =V 28T (e — )
De Péquation (a) on déduit :
Y = '/ { 9% — '}‘: —’“7: — "'-‘}’lzn—l } s
donc

!
Sdy

Ay = ——, tudin = 7'dv'.
"

Les limites relatives & v, qui remplace 7, , étant o et o', nous pourrons écrire:

/]

v ‘ .
2 \m - sﬂi‘ P)
4 == [ ——— b, LY —
Fa 4 F) [‘l?m ’ fm_"[ G omt s (14 s )

y s
_ 2 w Vot / dy, dy, e« o dy,_4 J
_(E-/—_ o'd/ e W e —=(1 4 —)
T 0 ‘ = 0 L e T L $

71

2 \m = y? dt, dt,e s odbn—y P
P (=2 / udu e f : (4=
" ( T ) 5 L 4 Y S L ( >

¥
2 )m —u? J
S (. udu e V(14 =) I
- 0/ ; Q)
dt, dt,e e odly_y

V= Ko 2V ——

Vit Ve—8 JNe—e—=& Ve —t—...—,

. — i
= dt, / dt, .0/‘(”3-“" / Az (W1} — T o oty ) B)

Cette expression de P', est la probabilité que =i = vs & = w, 8, Fip &
= 00 57 Fop ip »

ne sort pas des limites

S B £V G V20— )

et par conséquent que a; est compris dans les limites
S

#x Sh Fz‘,h ! E'/Sh K :,h V
Su Fin aip Sh Fop aip

2(/‘2—1“?)'
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Clest done aussi la probabilité que #; est compris entre

Sy oo
e S P VS,

fi V3 (s — i)
/it SiFin i Sy Fip i !
Ces limites seront pour le méme of, et par conséquent pour la méme probabilité P'n les
’ . . ‘/Sh F?,h o .
plus étroites possibles quand ST oan est un minimum. De plus , comme 7 ne sort pas des
n Y inlin
limites == o, il est clair que 7, done P’ , sera le plus grand possible , quand pour le méme
b ) ’ ’ s q
l;

I, le facteur Sy Fis, dans l'ex ression ¥ = jr—————>—, €L par conséquent le rap-
I mEh P VoSt (ea—w) ’ P 1

VS, F L ,
port S—F—h—f’i, sera un minimum. Par conséquent la valeur la plus avantageuse du facteur
n Kin Qi

F;», employé dans la détermination de #;, sera celle qui se déduira de I'équation
SuFin
(Sa Fin ain )
Or, en résolvant cette équation par le procédé indiqué dans le théoréme précédent , nous
trouverons , pour cette valeur la plus avanlageuse :

= min.

Fin = @i s
ce qui est précisément, comme nous verrons , le facteur employé dans la méthode des
moindres carrés. Cette méthode est done fa plus avanlageuse pour déterminer les inconnues ;.

Soit m; ce que devient 'y pour Fizn = @iz , DOUS aurons la probabilité ci-dessus Pla que w;
est compris entre

4
fx Sh i _____*_7 T .
m; — = T Ve —
g T Vi (pa— )}

Sy i

.

expression dans laquelle on a ;=

Sh azh
1 8 in
nous voyons donc, par la formule (8, pour Fip = aip , que ;= T est la valeur de
B Uik,
#; qui rend y un maximum ; d’oll il suit que la valeur la plus probable de #; est

o Spasn nat o Suttin
P < 2 .
B aip

Quand g, = o, celle valeur se réduit & m:.
Mais p, = o, suppose que ¢ (—¢) =9 (s), qu'il n’y a pas d’erreurs constantes, et dans ce
cas on aura toujours la probabilité ci-dessus Pl que 7; est compris dans les limites

m; 4= E/—/_—::_.«TVQ Mo (]l)
~ Soit 5 ce que devient s, quand on pose
Fi,h == Uih»y i =M,

nous aurons :

9

g =[ —m @ani+ Gp M5 Ao o A= G M5

de la théorie analytique des probabilités & postériori. ‘ 43
et nous pourrons poser approximativement , d’aprés la form. (a) Thé.I:
g,
— P&,
My = —;
$
ce qui changera les limites (IT) ci-dessus , en:
) _
! 2.5 ¢,
m & == V25 (111.)

Sn tip: s

Cette formule est définitive ; elle ne contient plus rien qui ne soit donné par les observations.
Nous avons trouvé que

Sh in ny
A e

Ny = )
Sk @i

était, dans le cas de g, =0, la valeur la plus probable de ;. Or, c'est précisément celte va-

leur que Pon obtient par la méthode des moindres carrés. En effet, en posant, conformément
4 cette meéthode :

2 o
Sy &% = 85 [— i+ ap Ao Gani e o dnayn ]t =minim.
d'otr :
d Sh szh : -
s

== 0 s
ty;

on l{rouve

Si Gon [— 1t @ ta A Qapts Ao oA Gimsa s b G i Gopip i e s tmpnal = 0, (V)

ou :

— S i Ny -+ S Qi O 4 Sp 04 Q2% 4. +55 i C—1n¥it +Sh Aip iy ‘ﬂ'{"sh(li,h“z’-{-l,h Ciga e
+ S Qi Ay e == 0 <b>

mais en posant dans les formules (A), Fip==din, 0N 2

Shaa,n a1,,=0, Su yp A p==0, * «Spaip tiap =0, Sp Aip Qi1 =0y «Snaip tup =0,
il vient done, par I'équation (b)
Suain M

i = o = ;.

L'on voit, en méme temps, par la formule (IV), que Fip = @ esl effectivement le
facteur employé dans la méthode des moindres carrcs.

Pour achever maintemant la démonstration de nowe théoréme , nous navons plus qu'it ré-
duire l'intégrale multiple P/,
Les intégrations successives tontenues dans la formule (B) se raménent toutes i la forme
Va # e L

— — +1 Fom 1
2 2 2
ﬁ(t(a—— 1) c;— fﬂ' (I—r7
0 0
pAd "
a 2 _ F(—"l"i)
== T— ‘/71" /‘ji . (0)
Pt

2%
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Si donc nous posons successivement :

Vu’—t?—"‘—‘t;n—Z_"—- ay
Vu*—-—l‘f e —"1?7';—3 = Va)
ete.

Vuz—/f—li= !’/(7,

Vie_Va,

Ve=Vad,

nousitl'OUVOIlS', par la formule (e), pour lexpression de V , donnée par la formule (8),

la valeur:

- r m—1
_ VEeaD) Ty Ty T i
V=) T T T (%) B

T m ——

On a done, par fa formule (I):

2 7 P
- i —12
Poh="m u du e 1+ ;—)
F -— ) e
G
Or, lintégration par parties conduit & ¢
AY
, 2 Mm—2  _y? me—t M —2) (m—A&) s gy
ﬂ/ﬂ—i e du = ,Ee._u’ Ql,m”_g 5 e o™ 4 Qg )e LI B

_ (m=9) (m—Aky+ - - (m—2%) —u* um—-%—% +

kzi—l‘l
9 —u?2 m—2i—3 |
(m—2) (m—L&)+++(m—2i 2)/9 u dut. |
ﬂ’i—bl
/
Done, pour u = {, il vient
0
» i
"t m—l —u? -2y m—2  g—9 m—k (m—2) (m—4 m—06
/u du e =—1le d# + —_— + —7
4 P) 2

+ (m—2) ('m——lk? v oo (m—2i) Ylm—.‘Zi—2

PX o

7
€ e— —HYe oo (1~ — —u? M—2—3
(n—2) (m ',‘)._H (m —2i ?)/‘ o duen )
Vi
2 0

10 Soit me=2k—1, Pl =Py, i=k—2, il vient, & cause de

130 ee2n—1 . L 201
TV?I’::l ( Tf);

de la théorie analytique des probabilités ¢ postériors,

: L4
¥ o 9 . — __7'9 ./72}.:_3 9,/2);--5
sz_l—LV-—;- 0/9 du — ¢ {F 9% —1 +F &té 4 ..
0 } (——) (—5—)
9 p)
+—11a+%),
I'(3)
2 Soit m=2k, P, =Py, i=K2, il vient :

Cun, o2 S2—t Wz 3

p’2k= [:1_6 723 9%k + 9% —2 +"'+ _'4‘_—»}‘1 }](l-*—'s_)‘ (Q,)
F(5) P(_Q—) 1‘(2;) : :

En prenant s trés-grand on pourra , conformément au 3° Théo. de la 17 section , négliger
) . e
la fraction — el P'on trouvera, & la place des probabilités exactes P'ax_;, Py, les pro-

babilités trés-approchées

%
9 _ — 7'.’k—3 oy k-5 9
P”‘l:.V:fe Cai— T+ e et — b
T ) —a —
0 P(=55—)  T(—5—) r
quand m est impair , et
_ 2h=2 Ph—4 ”
e T ittt b
(2l ol I'(=
L(5) T(—5—) (3)

quand m est pair, que inconnue y; est entre
i I I y

1edl S Ui

¥ —— -
my == VS .
' Sa o V'S, s 2 (pa — )

22D G G ——



QUATRIEME SECTION.

PROBABILITES RELATIVES A T.A VIE HUMAINE.

Je réunis dans celte section, en les démontrant d'une manicére plus générale et plus rigourcuse,
les formules de Laplace sur les erreurs des Tables de mortalité , la durée moyenne de la vie,
celle des mariages , et les bénéfices . éventuels des institutions d’assurances , fondées sur la pro-
babilité de la vie humaine. Ces matiéres , que J'exposerai sous la formule de quatre théorémes
comprennent les fondements, et la partie la plus utile de la branche de la théorie des probabi-
litds & postériori , appliquée a la vie humaine.

Théoréme ¥,

Lot 3 nensstrae . , . . . . . |
s; désignant Uerveur qui- affecte le nombre m; d’une table de ‘mortalité , consiruite sur un lrés—

. - » sy 7, T W ] . . s \ > 1
grand nombres d’observations de Lordre s , je dis qu’il y aura, aux quantités prés de Uordre youl’

une probabilité

9 7
P- Y — 2
¢ Vo e~
0
€ . ,
que le rapport —= est compris dans les limiles
¢
4 2(s— m;
d: -— ( ?).
s 777‘,'
Démonstration.

Soient s, m,, my, ... My, ..
les nombres d’une table de mortalité , savoir les nombres des survivants aus ages
Gy, Go--a,, a,o"l'a;"l‘“z v Qo ay G-y
ces nombres seront fautifs de quantités que je désignerai respectivement par
Biy Bay ene Fiy wien

Soient 1, 7y, 75, +uu M, +.. les nombres conséeutifs d'une table de mortalité «xacte , CXpri-
mant les vrais nombres des survivants aux ages ci-dessus , el par conséquent construite dans
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Thypothése ou le nombre 2, des observations, c’est-3-dire, des individus de [dge a, serait
infini. Si nous réduisons les nombres de cette table hypothétique par la proportion

Ny V8 N P,

d’ott ¢
n
n;
Y == 8, ——
P n,
nous aurons généralement
’ ng
o= piba—s - s
1,

alors
Sy Pas Pas ves Piy veee

seront les nombres vrais des survivants aux iges
Uoy Uot @y, Qo+ 01+ '-'a0+a’ + a’+‘“ + iy oen
quand: le nombre des individus de P'dge a, est réduit de 2, & s.
Cherchions d'abord la probabilité y: , de ¢, , savoir celle que sur s individus de ’dge @,, un
- nombre m, = p, -+ ¢, vivra & I'age o, 4 a,.

Soit « la probabilité d’'un individu de I'age a, de vivre & 'dge @, + ¢, nous pourrons faire
sur les valeurs de @ toutes les suppositions, depuis x = o0, jusqud o = 1. Soit » la probabi-
lit¢ d'une de ces suppositions , o' la probabilité que dans cette supposition, de s individus de
I’dge a,, un nombre m, vivra d 'dge a, + a., il est clair que o « sera la méme probabilite
correspondante a cetle supposition , ou valeur de % , regardée , non comme certaine , mais seu-
lement comme probable. Mais comme la cause « est susceptible de toutes les valeurs possibles
entre les limites oet 1 , il est clair que I'on aura :

1
Y = [od,
0
Or, on a manifestement
I3 §=p
x (1=—2)" dx
@== —y ,
V! S—=p.
foc (1—=x) dx
0
s! iy Sem 1y
= e . (l—2¢ ;
O W (s—m) ! (I—a) ’
il vient donc: .
) -p, 25ttt =P
fm (1—x) dx
y s! 0
1 = .
mil (s—my)! 1 s s—py
fm (1—=) dw.
0
Réduisons cette expression , par les formules connues :
1 a+§ by
a b a b V%?I'
fw (1—=z) do = )
0 (a-}0)

28
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13 —u
=D (1) =120=y5 ¢ V3,

ct posons = P, + &, hous ftreuverons :

& 2Pt & 2(s—p, )—e1F5
— I I o —
Yy 1_. | i o (f }—(2}?’) ( $— P
= Qpu(s—po) & 7 D60 +3 —p—a4;
Via S (1‘1‘*“ l (1——&—/)1)

Posons, pour un moment

. _ 1 s
A= &'i.. \/2[71(3'—[):. ).’

développons par la formule

a-

log (1 J:u)::i:u-—-—sz—:t: ave

?

1 : . .
et négligeons les termes de l'ordre S et p. étant de lordre s, ot trés-grands , nous  (rou-
verons

1 1) gg i 1
os=los - | =y = 1) — 4 g+ 3]
2Py —s

£ $
2 277,(3——%)

—hed R

- to

sis g Ap—s

= log {A.c 2 (s —py) L _22221(3-1)1)},

¢’ot
. s 2p, —¢ &)
8 — — — e
we 2D (s—pi) 7 2pi(s—p) 2,

Y= 5= e
Vx Spr(s—py)
c'est la probabilité que sur s individus de 'dge a, un nombre

n
M=o o, = &, — 5
No.

survivea & l'age a, 4 a,.
Bone, si ncus nommons y, la probabilité¢ que sur s individus de l'age a,. un nombre

713
My =m — - u
y

survivia d l'age @o = a, 4~ a,, on aura , par la formule précédente :
_ m w 2pay—tit, "
ee 2pa(my—pa) , ,2pu(my—p,) 2

1 \/ m
V; 2p. (”'(““772)‘

Yo=

mais eonme on a

de la théorie analylique des probabiitss i hostériory.
on. AN ausst

4

1, n
My == =5, —-
n,

dour :

n m . o .
Remplagons le rappart 74 par —2 dont il ne différe pas beaucoup , puis mettons aussi a la
? m

I

place de p, et p, , nombres i inconnus , leurs valeurs approchées m, , m., les deux formules ci-
dessus deviendront :

O ——— | se My —s H
= 1 § o T om, (s-—m,) (20 (s—m,)’
Vir  2mi(s—un)
My ;
My (€ — 22, Y2 L)
\/ m — m, ) 2my—m, (e m, o)
Wa == ____d ! ¢ 2 {m—my) € 2my(m, —my) 2 .

Qs (M 1y ),

Seit ys la probabilité que sur m, individus de age ao + a, + a, un nombre my arrivers a
Yage ¢o + 0 - @, + a,, on aura de méme:

My s
my(ey——=> ¢ -
2(es n, 2)a mg—m, 3y, )
1 0y 2mg (Mmg—ms) e Zmy(m,—m,) 2 ,
§ = —z T ‘ :
V7 2mg (Ma—mz)-
En général
. m, , m,
—— &, - . —_—
(LSS oy i) Qm =My (G — €i—1)
| , 1 m;_,
My

yi = 2oy, (my_y—my) @ 2m (m,  —m) 2

Vi 25 (y_y — iz

exprime fa probabilité que sur m,_; individus de ’dge o+ 2 -+ v ~+ timy » un nombre
survivea & l'age ¢, - a, 4~ . 4 @iy 3~ @
Fesons , pour abréger :
I(‘- == o M .
. e 3
2 m; (Mjey — M)

ct nommons y la probabilité que sur s individus de ld% ao , m, arrivent & l'age ay - a,, m, &
Fage @, 4 ar = a., ele,, myd Tdge @y - as 4= @2 -+ oov -k aiex F 05, -en méme temps , nous
aurons : '

y == yx . _I/: . y{ oo ?/'t\
Porons

Hk, = k; /{; o k;‘.,
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Sk’(eq_iﬁs_s )g—kgss—l—kg(s*“"“7‘)1131)2-“";.—}“]5%(3" my ' a . 5 my a3 : \
AT Ty, T T MR R gy, AT o, = k(& — Py es) oo+ K (85— P g ),
Stimaa=1L:a +1. 3: + o TiaEer, ele. , cle. .
. 1 . Mt = My_g Ny my_y L R
Lt = o K s _17);5_1) ( mi_ll~mi) 0, = ki_s (81 — 7;:; ga ) e K (8 P &),

i, 2m— ey o, =1k (¢ i §-1)
;I o 8 pe————c— J— § et E3 S )
Li hm; M1 —— : PATE Myt !
1
nous aurons : m § — M L A—
™ =K+ k-5 = 2(s—mz) (m, —ma)’ =t 2 (my —ma)’
Sk (e, ———e ) SL™ e L. ¢ m3 ( x 1 2
II ki —_ iNTg m N i—1 i—1 “i—1 i b2
y=-—=xe = e 2 2 s b=V a5 (4——¢
V) : T ve = Ll Al 2L
n .
— Ski(e m— ——u, )2 3 ‘ ms |
Ik — "7 g it m : § — M N 1kl A Cu—
= i1 14+ SLhiie -+ Lis 4 etes ). a Lt D y U=k = ’
(Vﬂ)ic ' (148 Lo Lies e @ ay= ¢y + ks m? 2 (s—ma) (ma — m3) Mo 2 (ma— ms3)
. 1 . 2 s — bs
les quantités L;, SL;_y sont de Pordre — , si done nous posons : 05 = k° — _b_a . — L=V E— —&,
§ ® as  2ms(s—m3) as
A; Ay . .2 ! _— m 1
Li=—1,SL;_1=—1—,SLi—151—1+L48i=9—£ ;= o+ 12 my_ s LA , b4=ki——4=2—m_:n-z—§'
§ $ 4 £ ome 2(5———7713)(7723——7724)' ms (ms 4
il est clair que la série % s — o1y b
: ) = e —— t==V'a, (&} — &),
148 Liy iy + Lisi + ete. =K = (ot o

ra s'éerir
pourra s'ecrire cle, , ete. , efe,

. }97 4 o
[ 1 ¢ a .o b s ;
1+T+ﬁ?+etc'=es ’ c,-=lc.--——-—(; Qm(s—mi)’

nous aurons successivement ¢

SH (s— M) = Bk (o — 2 o) Fa=tifod +0

i=1

qui est toujours convergente. Done, puisque s est rés-grand , on pourra négliger les termes su-

L 1 Al 1 4 .
périeurs a l'ordre — et alors on aura , aux termes de I'ordre < bres:

?

; ms
g i 12 32 2 — g, )? [+
es=’1+isp-=1+SLi—1€i..1—l—L§si. —ll+6382—l—-ks(é‘3 g s s

=41+ ot
R 1 (g )t 0
:==tl+t2—|-'(;385+ 4 \% P

mais pour obtenir la probabilité cherchée P; nous devons intégrer l'expression y cntre des li-
mites égales et de signes conlraires , il est donc clair que les termes de cette intégrale relatifs
aux puissances impaires des sy , &; S'en iront, el par conséquent il sera inutile d’¢erire, dans

£
la valeur approchée ci-dessus de ¢ # , les deux termes S Li_; &, -} L;g. Par toutes ces consi-

dérations nous pourrons remplacer la formule (a) par Ia suivante :

|

s i e e T S
== elC, o
= s (©)

m
Cela posé , la formule (b) pourra étre remplacée par la suivante :

i1k ___Sk:(e‘-—-?ﬁ:-lez._l).ﬂ
RO ' 2 ki —86_, —e4
ik - -1 TG (d)

. ] . N . . = e— e
Transformons cette expression dans le but de séparer les nouvelles variables & introduire Y WV 7 ’

4 la place des variables &, &,

A cet effet posons : formule dans laquelle on a

Stia =14+ o i

ms3
et dans laquelle les nouvelles variables

= (6 — 2 Y e ok B (5 —
03 =L (& e & )Y 4 oo+ k(e

m;

81)",

i—

tl, tg e [0—=1 26
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sort lides aux anciennes :
S gy 8y vee St

par les équations .
_ b
b=V o (s—— 5,
. a’
, by
= e g — ™= §
s V a‘,’ ( 3 a3 3 ) ’
b;

tio =V (sica— — &),
, @
et desquelles on déduit ,
dtx ‘ (ltg [P dti—l
— “ee == 1 ¢
ds* Va'ﬂ ’ ds, Vias; “dei l/a : ©

Nous pouvons maintenant obtenir par deux procédés différents la probabilité cherchée P;.

1er Procédé. :

Si l'on considére le nombre m;, et par suite la variable s;isolément, les limites relatives aux
autres variables &, , &, ... &1, €t par suite celles relatives & Ir, ., .. #i_y seront quelconques ,
etpourront s’étendre de — oo 4 co, Nous aurons done, en intégrant 'expression (d), relativement
4 &, entreles limites — ¢; , &; , et relativement aux #—; , entre les limites — o0, c0, la formule :

'l—l. m,,:
I— kz /’ f /‘ '—-Sk: (-‘;'-—— — e._l):?
p, de,s .. . e m,_y "
(V n')1 d; de & .f dsy 1
€1 i1
kr kn""k; f f— 3
— i dw. =i fioy dt; dt. .. dt;_.
VRV eV, ‘_w Yo ‘ ‘
== .._2_ byl oo i P A

V?"’I/ESV&;'-VEQ

C'est la probabilité que le nombre isolé m; de'la table a une valeur comprise entre pi == &, ;
cest done aussi la probabilité que & , ou m; — p; est compris entre == &,
Mais on a '
kaks oo ki \/——T___ -
"vavave " Vame—m @

il vient done, pour la probabilité ci-dessus :

&

2 el o
Pi —' V,E_.O/‘e y C'idc? 9

Soit maintenant

on aura la probabilité

de la théorie analytique des probabilités ¢ postériors. V 103
- Y —f2
Pi—__-‘—.‘/_‘/?'e 4 dy = _fe ‘ dt,
"0 ' A

que ¢, ou Mm; — p; est compris entre les limites

' 7 7 s (5 — 1)
:!:s,'=:|:-——:=:l:.—__.\/ m; (8 — i)
VC,"’ ‘/S ’

2

, & .
et par conséquent que le rapport —— est comprisentre
© oy
ey \//z (s — m,)

m;

Il suit encore de 14 que

_{2
Pi=3e f
est la probabilité que m; est compris entre

‘pi:I:s;=pii'./_;._\/2mz(s mz),

ou que
; 1N/ 2m(s — m; )
% est compris entre 22 \_\/___1&_____12'
. S S s
Dong les rapports — et il dl[fereront d’autant moins le plus probablement entre eux , que
§

§ sera plus grand. Le 1“ de ces rapports exprime la probabilité d’un individu de I'age a, d'at-
teindre & I'dge ao =4+ a, + .. + a telle qu'elle résulte d’une table de mortalité construite sur s

observations; le second rapport , savoir -&, est au contraire la vraie probabilité qu’a cet indi-
' $
vidu d’arriver & Pdge indiqué,
2° Procédé.
Posons dans la formule (d)

nous aurons

8i donc , on veut considérer seulement le nombre isolé m; de la table de mortalité, corres-
pondant a Perreur ¢, on trouvera , par la condition du maximum , savoir :

dy

d &

que le maximum de y répond &
&= 0;
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c'est la valeur de m dans Je théor. 2, 2 sect. , de Laplace, Comme on a dailleurs :
logy =logM — ¢ &,

_ d*log y

— e
Qdé'a,' )

on trouve , en vertu de ce théoréme de Laplace : une probabilité

,
que l'inconnue e, ou m; — p;, est compris entre les limites

9, —‘*—a
d:_ﬁ____,i_?\/zm,-(sﬁm.
Ve Vi 2

qll le ra 0 't — est C p I ¥

—e
= L \/2G=m)
— e i,
Vs m;
Observons que m; aug imi i i
que m; augmente ou diminue , suivant que s croit » ou décrojt,

1 Rem. 1° Si 7, Aone ;, re imi 1
o 5 iy stent constants, les li - » d I
d p 2 mites ci deSSllS Se resserreront quanda s aug-

& .,
mentera , et le rapport po diminuera en méme temps,
¢ .

De plus -2 : i
p ‘m. dugmente quand s dimi-
0

nue, et les limites alors s’écarteront, Done » les nombres d’une tahle de mortalité sont d'
tant moins surs qu'ils s’écartent davantage du 1°* terme s, On aen effet ; "

e —
. . Y
& &g , ) (s—m;) < 7V2(s Mitq)
)
m; Miga ny M1 ’
a cause de myy < m;.

20 Si les limiles restent cons i exi
hstantes , ce quiexige que » augmente quand s eroit, la probabilité

P; que le rapport inconnu —. tom| imi
— tombe entr ‘appr i
pp - re ces limites, s'approche de plas en plus de l'unité.

rt > / )

rapport devient done nul quand s — oo » etalors on aP; = 1

Théoréme JA.

/ ——
=8 == S, == ] i
S = zd,' asx‘ +‘ g +:.. - @, btant la somme des dges auxquels parviennent un frgg-
e e s amdividus , nés ¢ lg méme époque , si ¢ (0) exprime Ig probabilité inconn
de bdge o, et a, la limite supérieur d ] ] k | o
, perieure de la durée de lg vie humaine , en posant

a

b=/ 09 (o) doe,
/ ©@

' S w . .
que x = ~— st compris entre les limites
s

7
Ak — VG A Aty
eV V'3 (s, —4a2),
{re Démonstration.
Les probabilités correspondantes aux ages

W 5 W e @ wuo W

¢ (C‘)I> ) ¢ (“’2>; o q)(w,'), N (“’3);

Soit Y =1 (7)
la probabilité que &' ait pour valeur

sont respectivement

r=ys 41,
il est clair qu'en posant

X =fqb(wr)dw’jqb(w’)dw’“'faQD(ws)dw‘ex'oV:
0 0 /

2 I 1= 0y 01/ - w0y =T
=/cp(w,)dw.e- WIS o [ @ (o) da e
0 0 0
= ./‘\P (’T) e’re‘/—ld’r,

on aura :

| 1 o—coyS
y:w(q‘): -—2-;—‘/.19 CIGX.

G0

Mais on a:

/¢(co,-)dw,~=da {P@O+ )+ 2d)) + . + ¢ (a) |
0
zf@((o)dco:i,
0

f O () olcogew"e'/:I =da { (o) 4 P (da) edae‘/:1 + @ 2da) eeda@y:+ .t q)<a)ea0;/~—1 i
0

a —
= f(;b(w)dmemo‘/—‘;
9

27
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X = {/‘qb(co)dmcwat/:} '
0

il suit de 1a qu'on a

Soit

[
Ai=/‘¢iqb(w)dw,
0

on trouvera, par le procédé de développement déja plusieurs fois employé :

— 933 65 s —
X=8A‘ sG;/_i--T (Ag=Af) —M, —-6—-|/_4»-|—...

02 s
A3/ ] — (8, — A1) s
Y 20 (1 —— M,/ +-ete. )

02 s
e

s
R=— —6—Msl/3 + ete,

On a donc
1 o=, A sbyT] 2 (&3 =A%)
e Vo 3 =8y
Y= o doe _1{ ¢ 2 ('l—|—R+elc.)}'
1 f’ by o0y — {10y T 5 (8= | A4R4ee)
o m—— aoe ’ ks v ),
| 27;‘_409
Soit

U-'_—Al,

il vient :
% 02 o
1 — {5 (=D 10y T}

y=———— dGG

(1 4+ R 4 ete.).
Pia

—C0

En complétant le carré dans I'exposant de e nous aurens :

» » s . Wi,
1 Tasa, =) — g (=80 o)
y=g— D [ doe (1 R etc.).

Soit

\/T—— WA
7 (=4 (0 + 71 )=t,

§ (Az—'Ai)
i -~ 1 1 . . .
il vient, en négligeant les termes en — , — , etc. , ce qui est permis , ( voir le lemme II de
s s ‘ :

Ia 3° sect.)

de la théorie analytique des probabilités & postérior.

12 0

1 BT e
Y = ‘ Bt e ()
y ”V‘QS(AQ—-A’:)QA / ‘

—

1 Ll B
35(8, —81). @

V3ms (b, —a5)¢

Clest Ia probabilité que la somme des ages auxquels les s individus parviendront, a pour

valeur
T=sx==5v+ =54 |-

On a done
l=s5(xz— a,),
el
1 _‘("(m—'AA)g
2 (a,—47)
Y = e ¢
Y V&Zn-S(A,.,.Aj)
_ s(w—ay)
=M, e 2(a% —al), (8)

Nous pouvons maintenant obtenir par deux proeédés , la probabilité cherchée P, que a', est

. l
compris entre s &, &= [, ou que x est entre A, o= =,
§

1= Procédé.
Intégrons () entre les limites == ¢, nous aurons:
l I

P = : f e_gs(Aﬂ_A?)dl

Vors(s, —aty v,

[4 12
- 2 o B(E—D dl ‘
’T‘ 0 VQS(AQ—A?)
Soit
l .
l—/——_—:g— =9,
25(8,—47)

1=+V 25(8, —57),

il vient :

7’_t2

e dt.

o

P =

.

v

31

0

]

, o Sw; )
Cest laprobabilité que # = —-s—f est compris entre

A,

1

”‘IN

=A,:I:'L__-V‘2(A2__A2).
S

2¢ Procéde,
L’équation (8) donne
S ( X — Al )8

lOgy:logM - Q_——_—(Ag_Af) ’
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ot ¢ done la valeur moyenne de

d’ logy $ -

T (8, —a%y \/2[qu Saz ) ‘]

. ; Looody . .
D'ailleurs [I'équation —d—OJ? ==0, donnex =4, ; c'est la valeur de x qui rend y un maxi-

est : =+ %l-/i— \/9 [S“’ Sw‘) ]

mum, c'est donc la quantité que nous avons désignée par m dans le théoréme 2, 2¢ section, On
a done , en vertu de ce théoréme , la probabilité

P — {2
% e dl ==N.
27s
ui x est compris entre . o
k P Done en posant & == 4, on risque une erreur comprise entre ces deux limites == N.
Ay — 7 VA YU
1 B———— — A, —-A2 .
s V 2( P | 3¢ Rem. Soient
, 2(a.—A7) | i 1
Dans cette formule « est la durée moyenne des ges des s individus , tandis que a, est la f Pda =k, , ﬁ'qb"" do' =1k, ﬁ"‘Pw' do/ =k, )
vraie durée moyenne de la vie humaine, et que 4, exprime la vraie moyenne des carrés ] 0 0 0
des ages. ; on aura , pour w=gqo' :
Remarquons 1° que &, pour le méme v, done , pour la méme probabilité, approche de plus a 1
en plus de 4, , & mesure | 5
2poP lz; que s augmente, ; f¢wclw=a/¢w’dm’=ako=1 ,
our le méme intervalle des limites , la probabilité P, que x est compris dans cet inter- ‘ 0 0
valle , approche de plus en plus de 1, quand s augmente sans cesse.
30 On peut donc , en augmentant s , resserrer & la fois les limites , et faire croitre P ; done, 7 2 1 t by of dod 2
quand s est infini , on a exactement o= [oPodo=a fw Pol dof =k
0 0
x=4,,P=1, .
Rem. 1. A, A, étant inconnus , o ; roximati :
o L Bxy g y 0N peut poser approximativement :
P Pl ; A, =./Zo’q> odw=a’ ﬁ”¢w’clw'=a3k,.
Sew; S«; ‘ )
. Ay =y A, = ’
lor § s
et alors : On a donc aussi :
Y 2 3 2
9 —1 (k. k, —Fk )
P="—.::/G dt b — A= ( 2]:2—""1 .
T (4]
0
sera la probabilité que I'écart & — A, est compris enlre les limites : Soit B= ——Eo——'
' 2 (ko boa—K2)’
:;._. \/2 S w; Se; 2 .
[ o ( )] : on aura, a la place de la formule (), la suivante :
2° Rem. La probabilité de o g
[2 ] s - sad
9= = v___— Y == — € .
25 (8—47) “WVsn
est
'l - 72 et ﬂﬂ 2
) e —— 5 Soit == -, done Y= e ’
VQWS(A,——Af) a )’y oV s x
donc la moyenne valeur de 7 est 0u aura :
@0
+ f —72d £4, 9 o =g
o re P=Fee o= P= —-—__.f e dr
V‘R 2 VTC ’ Vﬂ' 0 /3

28
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ar
oy . 2 —_
pour la probabilité que » est compris entre @ ky Ve

(est sous cette forme que Laplacea présefnté son théoréme.

9¢  Démonstration.

Le polynome -

o
x'=nfq>widm=4,
&

contient toutes les probabilités possibles , relatives aux Jdiverses combinaisons, ou fonctions
des ages ;. Si done nous multiplions cette expression par le facteur

D (' =—r) T

B
F=—§;l“/l£oe dodr

nous en éearterons toutes les probabilités relatives & des valeurs de ' = 8 o situées en dchors

B
des limites ' = { , et nous conserverons les autres. Soit donc P la probabilité que la fonction
& ‘ .
o = S w; coincide avee une quantité prise entre ces limites , on aura :
P=XTF .
B © o a
i —91‘[/:? (010'/:_].- o by =7
e d'l' 4 dO q)wtdw‘.c sae e ¢w‘9dwses g
2 b
0 —c0 0 0
B ® @
] 2 LI D) ey ‘ wby=T)"
= d T/ e d o Suedos % .
vk
« -—30 0
Soit =y~ le= o
v= A,
B=vs-+ L,

o = _
la=vs—1,
on trouve

-2}

! ] s
1 ‘ O T Y e TY [V gy WOV=T
P e i ¢
27"Jdlfdoe f Qudae
! - 0

e

: !
P S —-—[—G%f(‘Ag—-Ai)—{—Ml/'_—l
'=gjdl § dée (14 R 4 cle.)
i==l GO
L S
o I 2s{ A, — A1)
== dil
vr) vae=n

=t

de lu théorie analytique des probabilités d postériort.

[N )

1 e
9 e 2s( by —87)
= — ,__——————___———_—‘-‘—.—-‘dl-
V'/‘l‘(; 25@2_:&;‘

0 o
Soit =V L R G—,
on aura enfin :
9 ¥ . 9 ¥ p
-——-v oy
— fe do = ——_:-fe dt.
Vi Vi

Cest la probabilité que &' est compris entre
ys k= A, 501,

ou que x est entre

l ? -
A;d:-—--’:‘-AI:]:—-—-: . [
s 2(% —A7).

Vs

Théoréme HEE.

1‘ .+, % * 3 * : 3 9, A A

FEn supposant un (res=g? and nombre o de mariages entre gargons et filles du méme age 2o,
ayant la méme probobilite p de vivre aprés a, ans, si s ef my sont les nombres de la table de mor-
talité correspondants aux Gges do , o 4+ a,, en posant approximativement

¥ My
p==p = =
s
el en désignant par
o my
Ny = —
§

le nombre de ces mariages subsistant le plus probablement dans a, ans , et par
W= n; + ¢
le vrai nombre des couples survivant G celle épogue , je dis que Pon aura une probabilité

9 7 ;
P == -, ;—_'tq=

0
que n' est compris entre les dimiles

om b e Vel — ;
e Ve Qep(1—p) s+ (s--40)]
Démonstration.,

Soient s et m, les nombres des survivanls aux 4ges do 5 @ - Qs donnés par la table de mor-

talité , en nommant p, le vrai nombre des survivants & I’age @o -+ @1 quand s est le nombre
des survivants & I'dge @ , on aura

my =‘p! + & 3
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& désignant Perreur du nombre tabulaire m,. Cela posé , il est clair que
‘ Dy
)} = —
? §

sera la vraie possibilité pour un gargon et une fille de I'age @, datteindre Iage a, 4-a
v g [=ha 0
tandis que v

po= =
sera la méme possibilité approchée,
Il résulte de 14 que
2
v n
pe=-5

sera la vraie probabilité que le mariage d’un garcon et d’une fille de I'4ge a, , subsistera
aprés a; ans. "
Done
c! " o=
N o 2
11!(0-—7L).’<p)(4 2*)
;xpm;]era la probabilité que sur o mariages semblables un nombre n subsistera aprés «, ans.
¢ " , R A 13 Iy »
a valeur la plus probable de n est , d’aprés le théoréme de Bernoulli :
n =g ),
Done :
2
m;

=0 —
§

sera la valeur ap[’)rochee de ce nombre le plus probable. Si nous nommons ¢ erreur qui affecte
ce nombre, et 2’ le vraie nombre de ces mariages subsistant aprés a: ans, nous aurons :

mS
|
= ot M
Comme on a
)
my=p. + &, ?’=‘}8—I ’

il vient, en éliminant Pet

m, &y m g 9 2
Pl [ B I 20
§ s s s PR

on néglige le terme en s? comme trés-petit.
Soit maintenant ! la correction de 7%, on aura:

' _ om? 26 m,
W=n-+l=cp &= SZL— 7 & L (2)
De plus la probabilité de & est, daprés le théor. I de la 4° sect, :
BREH
¥ = i_ \/ s e 2 (s—my;)
Ve 2m(s—my)
3

1

= e 2p(d—p ).
VR g (o

i

de la théorie analylique des probabilités a postériori. 113

* Nous savons d’'un autre ¢oté , par le théoréme de Bernoulli , que la possibilité la plus pro-

bable de I est le i* terme avant le plus grand terme du binome (p*-+ 1 — p*)*, savoir :
1 12
= e 20p (1—p°) .
V2rop:(1~3°)

Mais en comparant les deux valeurs de »/, fournies par les équations (1) et (2), on trouve:

k'

Zoem
l=s 4 —FZ¢ .
s

Soit ye ce que devient y; pour cette valeur de /, on aura , en remplagant p par p':

{ : 2am, " }z

s2

1 — AT
Y= —m———————— ¢ 9epP(1—p®)
v V' 2map'*(1—p'?) P p{ ) |

cest la probabilité de . o
Soit y la probabilité de Vexistence simultanée de s et de e, , on aura :

Y=Y Yo «

. Cette probabilité est évidemment celle que #’ a pour valeur
2
1 + g e
82

(@)

Transformons l'expression («) dans le but de séparer les variables ¢, &. A cet effet, po-

SONs
1 : 1 1
V‘27rp'('1-—p’)s VQnop’”(‘l——p") 27V o p's (L4p) (I—p')*s
1 ‘ 2amy N,
02 S? (8+ s ! ,

T (1—p)s | 2epP(1—p)

nous aurons
—02

y="HHe .

Qem R e
), et en éliminant my & Laide de m, == sp’,

Mais en développant le carré de (& - -

on trouve

. &? +S(1+?)')+402)"{‘2+ bse .
o= 2ep” (1—p') 25 (1—p'*) 70 s(14p")4bop' ™! f*

Complétons le carré du second terme , nous aurons

5 = s8? s(’1+7)’)+41¢77'{&_l_ 2s¢ }2.
o 20p* (1 —p)[s+p' (s +ho)] 25 p' (1—p'?) s(14p')d-bdop
‘Soient
s(4-p")+bdopy _ 2s¢

= 257/ (1—p") ’ g = s(14+p")+bap'

=V (a+9),
29
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dr
V—— y
Vs
= = r
V %y (1—1) [s+ ' (5447 ]

d &y =

on {rouve

—r? — 22
Y = II e e > (b)
H 1
— == e k ° (C)
V'h a ‘

Cela posé, nous obtiendrons , par deux procédés différents , I'intégrale cherchée P.
1% Procédé.

En intégrant la formule (b) entre les limites ==&, et == & nous aurons d'abord :

o= A — k(s g )
=H/ds~e /ds‘-e .
-—

—_F

Mais si nous considérons la variable s comme existant isolément , et quelle que soit la valeur

[y

de s,, nous pourrons étendre & == o les limites de Pintégration par rapport A cette dernjére
variable , ce qui nous fournira successivement

= —i2e2 % h 2
=Hfds-e ) fdsx-e (et +9)

e OO

Cest la probabilité queé & == n/ — n est compris enire EFR

7
Soit kes=y9, § =

&

nous aurons :
9 Y

9 e
Pr==——-—<.jf.(7'yg dv = __fetzdt’
V= =

. / T
que & == ! — nz esl compris entre == - o que »' est compris entre

. j_-_ __y__ — O"Tﬁ_ 4= ?’___V‘:?;@'pva('l—1)’)[3-—]—7;’(3-[—40-),]?
v s

k s?
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2° Procédé. - -
. g g
Soit M=He » la formule (b) pourra s'éerire :
) = }3 8
y=Me .
£ = o est la valeur de ¢ qui rend y==M un maximum , valeur fournie par I'équation -%—3!- 0.
&
De plus, de I'équation
]og Y == logM — k2 &,
on déduit ;
d* log ¥ i
( 2 ds* )— k.
On a done, par le théoréme 2 de la seconde section’, une probabilité
9 ¥
— 2
. T o0

. 1
fue s = 2/ — n, est compris entre == "

P est donc aussi Ia probabilité que ' est compris entre

o m?

m =k :tl—}_\/%w(i—p')[s+p'<s+/w>],
S

82

Théoréme IV,

Si aux arrivées d’événements exclusifs
Ar, Ay, v o Ay v v v Ay,
ayant respeclivement pour probabilité
Pxy Pass *Piy e e Pusy
sont altachds les bénéfices
Biy Bas s *Biv o bu,
positifs ou négatifs , selon qu'ils expriment des gains ow des pertes , en posani

by =S pi B ==y B pa B oo o Paby >
et en nommant = = s ¢ Uexcés tolal inconnu des gains sur les perles , ow le bénéfice réel dven-
tuel , dépendant d’un trés=grand nombre s de répétitions des mémes évenements , je dis qu’il y
aura une probabilité

9]

p—2L f"

que T est compris entre les limites
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Sb’:b”/;l/ﬂ(bn—bf) =
? 2(b.— )
s b; == N 2 1 .
foe 2=\ |
Démonstration. ‘

Soit y == () la probabilité que le bénéfice réel est

T==sx=<sv-{,

¢l posons
POV - BOVITE - moyT,
X={(p.e +pse T+t pae )
0V 3
=22y (r)e
—7 0V
=/¢(z‘)e dr,pourdr=1;
— 03

multipliens par e do, puis intégrons entre les limites == oo, nous aurons :

% —T 0 S b TT T V3
S xe do= [ o a0 [y(7)e dr e= Q74 (1) =
—

0
d’oll :
1 &
— -0 T
y=5— /mdee X
1 oo
-—let/:‘ - oy 0 = = ¢
___2_71'. Tde o v0 1(?)1 £ Vl—[«peﬁzey 1+ ey Bab VI x) .
— OO .
Soit
— 0V B0V P O0VED B, 0VH
A=1e¢ (pye d-pae Feot-pae )f ,
il vient :
1 @
b —10V/ZT logA
Y == é;fd&e e )
—O0
mais on a:
B oVS £ 0 VI 0y
logA=—vosl/Zatslog[pe  Ape | detpet
— 2 a2 3
= —vos)/ i +slog [p. (1 4 s o)/ I — ﬁ; AT ‘/*1_;_..).,_
\ —_ Blo? 503/
;;,(1+/3,0V_1__22__€2TV_1+..)+

T Y =
p,,('l'l‘ﬂnﬂ/-—-l"‘"‘g—o- — B ¢ l/ i+co)]
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Les événements A ,, A,, ++ A, étant exclusifs , on a:

pok Pt pa =1 ;

done: 9l/ .
log A= — v 30/ Titslog {14 (Spipi)oV/ TT—S(pis}) G —8 (pibh) L=

o}

P 0 LR V|
—— sy Tibslog {1 b0/ =i — b -é-——bs——————}—elc.}
| o

3 86 l/"‘1 Ve
= — 50V T 4 sb 0/ 71— (b — 0] (by—3 b b, +28°) +

Soit B =

etc.

63_bxb2"l—9bi >

nous aurons, & la place de la formule (1), Ia suivante :

R sB; 05 VT
1 p1 —10y % (by~—»)0s V] =—586%(b2—b})— 6 SR
y = e doe
2z
—0
Posons : Vv
$B; o3 —-I
V=b;71{=—’*__(5—‘_ + e
il vient

0 s 9% . 3 _—y
i — T((,,-b;)-{—ley._i} (1 +R 4 ete. ),
y = ,_,__“/‘ doe
Qr

Complétons le carré dans l'exposant de e, nous aurons :
omplétons

ysé_fzsw,—bi)fdoe 2 s =) (1+ R ele.).
| lV——1
5 : —=t, dou:
\/-2—(1) — ) (6+ = ) £, dolr:
Vs - lt/:i

Vs (V5 =T5) s(ba—07)
Nommons R: ce que devient R aprés le changement de ¢ en £, nous aurons :
¥ © .
PR B T
TV 95 (by— bF) Y.

En cxéeutant les intégrations d'aprés les formules

7 2id1 —p
/t e dt=o0,

OO

(! + Reete) .

21 —1i3

2, _ 15 @i

D, -
vs

30



© ESS(U’ suy une L’OC)MSI'[I'O?L ”OHU[’Z(@ ¢
g I 45 - . \ _— 1.
¢s termes en v say i i (HI‘ yotr (é“o i jateurs d(’ﬁ l)l“ sances lmpHH(S € VS )
’ * l i 1 nuir te s !
l { r g L i 3 Savolr ceux qul ¢

. . . ; \ forme
disparaitront , ¢t I'on aura un résultat de la j ;

1 = e lh =) « B
Y e PO T (e = S ete )
TV (b, —0b})
&
T 25 (b0 2B e
1 ¢ 25(h b‘)('l+~s+F-f4 ete.).,

TV axs(h—10)
¢
Soit & la somme de la série « - T+ ele, ,
i vient : .
e 3 .
y = 1 — ¢ (bz—‘ba)s( 1 _I,_ ;_) , (a)
T Vo ms (b 0]
: jour itif 5 ear on a:
Observons que b, — U] est (oujours posttil;
b—N:(mﬁ+m£+“+mﬁbh%mm+mm+~+MMV2z
’ 1 2] 2 3 . p 23
A 4 ﬂ2+"+7)nﬁi) (py+patee+t Pn) — (pf /3? 05 B Aot pa 13,,?3-{-
= (771 /3| +72 2 1. ! ?2]71 Pe B, 8, —|—-. -+ 9 Pl P Bt Pn )
e py pa (B — By ) A Paps (B — B3) At Pn Pa (Pamt = B )

=b, s =52
Comme on a ¢ =vs—+{="bs- ,

A

il vient
] l==s(x- b)),

et par suite ;

_“_;s_(_o:-—-bt,)'z 5
: e 20U gy =) (&)

?=""'—_—"______:———————:
LV ams a0

SEA ey . >
i leux proeéde érents la probabilité cherchée P.
; + par deux procédes différen
Cela pos¢, nous pouvons obtenir pai I

C < ]lllL
] o q e X €8 co )[ Fis entre b S :b l S(Dl}‘leil(h{ €1l integra I ‘ 3 2
P : “ ) H 3 l 1 nt a 10ty
d ()l) lblll e E L i 5]

(3) entre les limites == /5 ce qui donne :

4 1?2 5
P o= ! WA
V ors(by— b)) iy
! 12 5
N (P TR L F - —(1+—).
VY Vao.—5)s
Posons
l

———— =0, =V V2 (b — b7},
Vag.—m)s

nous aurons

7
> — 2 S
P’=V2_./‘c dy (1+—)
T‘"
0
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2 —! i) —r
= e e {(’t el SR, s
iz TS a ()
0 ’ 0
Glest la probabilité¢ que Zo— et compris entre
8
bk L — e
P —_— Y 2
1 s 1 V-s—- Y] (1); _— ()l ) .

Or, comme s est trés-grand , nous pouvons , d'aprés le théoreéme I de a1 seqlion ’

o , P
négliger dans Ia formule (8) le terme affecté du facteur = » €€ qui nous fournit a 1q place de

D

la valeur exacte P!, la valeur approchde

2 1
P::"/”:J —®a .
7
0

2¢ Procéds.

: Lo 0 :
En écartant la suite —5 » qui doit disparaitre du résultat final, en conformits du théo-
réme I de la 1 section, la formule (4) pourra séerive ainsi :
s(@w—b;)?

y = Me_g(bg_bi):M:-“?L‘\—*'
27&'3(()2~{,f)

. . Ly , . d
Or, la valeur de % qui rend y un maximum , déduite de I'équation di= 0y estax = b, ; (e
x
plus , de I"équation
§(2—b, )
logy =log M — ——"7tJ
o J g 2( bn . b‘: ) s

on ltire ;

d* logy 8

2da T (0 —1%)°
on a done, par le théoréme 2 de la seconde section » 1a probabilité

oy
9 » —13
P = —— e dt
T
v 0
que x est compris entre les limites
9 P
by e = b = V9 (R, ). (n)
s Vs

2
2(ba— bl )
P est done aussi la probabilité que 7 = s x cst compris entre
7 S
Sbeﬂ:V:V:z(bz~b?)J-
s
Done 1° 8i 7 reste constant » done P, en augmentant sans cesse le nombre s des répétitions,
Vintervalle des limites sc resserrera de plus en plus.
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2> L'intervalle des limites restant constant, ce qui exige que 7 augmente quand s croit , il
est clair que P croitra avec s,
3° On peut done , en augmentant s , diminuer & la fois I'intervalle des limites , et faire croi-
tre P. Done , quand s = oo, cet intervalle s'annulle , et 'on a, 4 la fois :
re=5b,P=1,

Done , pourvu que Pespérance mathématique b, soit positive , on pourra toujours , en mul-
tipliant les épreuves , obtenir une probabilité aussi proche de 'unité que l'on voudra, que le
bénéfice rée! = différera aussi peu de s b: que l'on voudra,

Rem. Pour qu'un individu de I'dge « obtienne une rente viagére p il faut qu'il dépose & la
caisse de I'établissement un capital

EE PR [OSEa,

) nmy My
m, P 7 g

plus un boni b 4 P'avantage de la caisse.
My y My, My, .. SO0t les nombres des survivants aux dges a, a1, a -4 2, ... pris dans

la table de mortalité , continués jusqua la limite de la table, et » exprime 'unité mondtaire

augmenté de son intérét annuel,
Done, pour s individus de 'dge a la caisse déboursera en viagers s G, et recevrasG --s 0,
quand b exprime I'avantage de la caisse par individu, On a done iei :

o My o m,
by=1p De 3 N — evo=0b
c=D: B P2 B, - iy + o -~ -+ )
% 2 2
p my 0 M, p m, g m 2
b,—~bf=(— — 4 h) —+.—s s =+
r M, re mo r m, ” m,

ct par suite , une probabilité

2
P = — / e dt
Vﬂ' 3
que le bénéfice réel = de la caisse est compris entre
sbE1y'svV (b, — b7y,

Ce bénéfice sera donc & peu prés certain , et peu différent de s b, quand le nombre des al-
faires s est trés-grand. Done, quelque faible que soit I'avantage b d'une caisse d’assurance,
Vinstitution prospérera certainement quand le nombre s de ses affaires sera considérable.

NOTE.

Ayant trouvé un procédé assez simple pour démontrer la formule de Fourier , dont nous

avons fait un fréquent usage , nous croyons devoir, pour I'avantage de quelques lecteurs, repro-

duire ici cette démonstration.

Posons
@y @/l ay @ /1 an @ |/ "1
Fo=A, 4+ Are +A,eg + .. Aqe - ete. 1)
comme on a
P
f e dx=o,
—T

on trouve aisément :

| z 1 T v/
. a vy T
Ao=2—ﬂ- / Fvdy, A, = - fFlldl/G 5
—x —_

2
done
K —
¥ 1 w an(@—y)/23
_— —— {
Fa P Fydv, 3, ¢ .
— 0
o 7’-‘1;’ 71"/,
Soient T= — Y= —,
a a
on aura ;

™ —
o an(a;I._.v')—a—‘/__l

a
1 >
F(Ll=§—a-./ FV’([V" };ne

—_—a 0
‘ a p T ) ] —_
BT el
== — v v Z, € °
a s 0

Changeons a en 2 a, il vient :

el .en omettant les aceents :
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Soient

on- aura: :

ou

Soit

on a:

Soient

il vient :

Essai sur une exposition nowvelle , ele
' 2a o %ﬂt(w—v):/:
Fo= — /Fuduzne e
2a '0 0

x=a- 2

¥ = (t—}—v’.

a anﬂ' \ y —
’ 1 oo E—J(w‘v)/—‘l
Fa =-2— Fv'dy 3, e

a 0

<]

a,® .
V/ 2%02(‘”_”)1/_1 da,
J € 2a "’

Fo= fFud
—a

&, T . dea,  dy
— =, dott ; =, YU

2a 2a° r

X =o' — 1y M4 q=4
!

u==u’——m, M-— =g
I Ly
Fﬂc=-;2—“./‘Fud‘u'/g du.,
T
@ — O

Rem. SoitF o= Fye=1 , ona:

P w o
1 v u(@e—y) /3
1=%f / ¢ dudy,

« R4

|
|
|
|
|
|
|
|
|
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