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Résumé de la thése
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présentée ﬁar J.F. DEBONGNIE pour l'obtention du titre de

Docteur en Sciences Appliquées.

-

Le chapitre 1 est consacré 3 l'étude des diverses formula-
tions existantes du probléme coque—fluiﬂe vu sous l'angle du
fluide. Aprés comparaison, l'une de celles-ci est choisie; ses
bases théoriques sont considé&rées alors dans un cadre purement
lagrangien, ce qui permet notamment d'obtenir une connexion plus

naturelle entre le fluide et la structure.

.Au deuxiéme chapitre, on envisage la possibilité de résoudre
le probléme des vibrations du systéme fluide-structure. Une mé-
‘thode de résolution originale, adaptée aux systémes de grande
~ dimension, est présentée.

Le troisi&me chapitre est consacré & l1'étude des structures
de révolution, qui sont les plus fréquentes dans les lanceurs.
Les coques sont envisagées en premier lieu, Pour celles-ci, on
introduit la distinction entre expressions proprés et impropres
des déformations, selon que les modes rigides sont ou ne sont
pas représentés., Les conditions de symétrie sur 1l'axe sont &tu-
diées en détail, par une voie nouvelle basée sur le fait que
l1'énergie de déformation doit rester fixée. D'autre part, une
théorie des coques quasi-coniques, permettant de conserver les
modes rigides m@me aprés discrétisation, est développée. Les
raidisseurs sont &tudiés en détail, les gauchissements &tant
pris en compte. Les diverses modélisations possibles des sand-
wiches et multicouches sont exposées et comparées, Enfin, une
étude de l'erreur due 3 la répartition des raidisseurs ou un mo-
déle continu €quivalent est donnée.
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" Le-quatri&me chapitre est consacré & la discrétisation de
~1'ensemble fluide-structure -par éléments finis développés en
séries de Fourier. L'utilisation de celles—ci est discutée dans
ses implications pratiques, notamment les restrictions relatives
4 1'anisotropie et la prise en compte de fixations asymétriques,.
La génératioh des @léments eux-mémes est ensuite envisagée.

Un certain nombre de solutions proposées dans ce contexte sont

nouvelles,

- On étudie, au chapitre 5 la prise en compte de l'effet des
sollicitations statiques initiales. Le point de vue adopté est

celui d'une étude générale de 1'élasticité "quasi-linéaire" ca-

Tactérisée par la possibilité d'une analyse en deux &tapes liné-,

aires. Le domaine de validité de cette méthode est d'abord claxr~
rement précisé puis ses différents cas d'application sont pré-
sentés. Ce chapitre se termine par deux paragraphes traitant de

problémes spécifiques aux réservoirs pressurisés,

Enfin, le dernier chapitre illustre les considérations qui
précddent par un certain nombre d'aspplications numérigues,
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JPEROUING.

INTRODUCTION

Parmi les diverses structures que l'ingénieur est amené i
étudier, nombreuses sont celles qui entrent en interaction avec
un fluide, que ce soit dans le domaine du génie civil, du génie
nucléaire, du génie maritime ou de la conception des véhicules

contenant un liquide, comme les grands camions—citernes.

Dans le domaine aérospatial, en particulier, ce type d'in-
teractions est particuliérement fréquent, et la présence de
masses plus ou moins importantes d'ergols liquides dans les ré-
servoirs d'un avion ou d'une fusée en vol peut entrainer des

"modifications considérables de leurs caractéristiques de réso-
nance., ' '

Nous nous intéresserons plus spécialement au cas des lan-
ceurs 3 ergols liquides, oili ces phénoménes sont particuli&rement
marqués, du fait de la faible masse relative de la structure
-'optiﬁisée en ce qui concerne le poids - par rapport i celle
du liquide qu'elle contient. L'influence du mouvement des ergols
y revét un double aspect. D'une part, leur ballottement dans les
réservoirs a un effet de pendule qui influence fortement le gui-
dage de 1l'engin. D'autre part, la plupart des lanceuxs i ergols
liquides sont sujets 3 des instabilités longitudinales 3 basses
fréquences, connues sous le nom d'"effet POGO", Le principe de
ce phénoméne est le suivant. Des oscillations longitudinales du ré-
servoir provoduent un mouvement du liquide et, par li-m€me, une

--~fluctuation de la pression au sein de celui-ci., Cette fluctuation
-se propage dans le circuit hydraulique et provoque des variations
de la poussée des moteurs qui, dans certains cas défavorables,
peuvent réexciter les réservoirs, provoquant ainsi une amplifica-
tion du mouvement qui peut m@me devenir instable et entrainer 1la

ruine de la structure.

“L'étude compléte de l1'effet POGO nécessite donc d'une part
une connaissance détaillée du spectre propre de l'ensemble
fluide-structure et ce, pour différents niveaux de remplissage,
puisque les réservoirs se vident au cours du vol, et, d'autre
part, une &tude détaillée du systéme hydraulique et de son com-

portement au voisinage des fréquences propres du lanceur.'




L'étude des circuits hydrauliques, ainsi que les dispositifs
stabilisateurs que l'on peut y inclure, est détaillée dans
['R4, D19, H6 ] . C'lest la premiére &tape du probléme, c'est-
d-dire la prédiction des fréquences propres des systémes hy-
droélastiques, qui fait l'objet du présent mémoire.

Le premier chapitre est consacré 3 l'étude des diverses
formulations utilisables pour le fluide. Aprés un examen cri-
tique des diverses méthodes proposées jusqu'd ce jour, notre
choix s'est porté sur celle de TONG., Cependant, sa dérivation '’
ne nous a pas semblé entiérement satisfaisante sur le plan thé-
orique. C'est pourquoi, ses fondements ont &té& reconsidérés, et

il est apparu qu'elle pouvait €tre considérée comme une simpli- __

)

X

fication d'une formulation générale purement lagrangienne, ce

qui &vite les difficult&s liées & la réconciliation des points

de vue lagrangien et eulérien 34 l'interface fluide-structure,

Avant méme d'étudier la maniére de décrire la structure,
il &tait utile de vérifier si la ré&solution du systéme d'équa-
tions provenant de la formulation ci-dessus est praticable.
-En effet, les matrices du probléme aux valeurs propres corres-
pondant sont fortement dégénérées. Nous présentons au chapitre
2--une méthode originale de ré&solution du probléme adaptée aux
systémes de grande dimension. Telle que nous la présentons, elle

permet une réduction séparée des matrices de raideur et de masse,

ce qui constitue une simplification appréciable dont la possibi-( )

1ité n'apparaissait pas au premier abord.

.Les structures apparaissant dans les lanceurs sont essen-
tiellement des coques de révolution, &ventuellement multicouches,
souvent raidies par des lisses et longerons. Elles font l'objet
du troisiéme chapitre. Dans le cadre d'une analyse dynamique des
coques, la plus grande attention doit €tre portée sur la ﬁréser-
vation des modes rigides. Or, dans beaucoup de théories de coques,
~<ces modes ne sont pas représentés exactement. Une méthode est
présentée, qui permet de déduire systématiquement des expressions
des déformations respectant cette condition, tout en conservant
le moins de termes possible . L'étude porte d'abord sur une théo-

rie prenant en compte les déformations dues aux efforts tranchants,
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dont on d&duit le cas des coques de KIRCHHOFF-~LOVE de maniére

directe.

"Un second probléme propre aux coques de révolution est ce-
lui des conditions 3 imposer sur 1'axe de symétrie, lorsque la
coque le rencontre. Presque évidentes dans le cas des déforma-
tions axisymétriques, ces conditions sont relativement_compliquées
dans le cas général. Nous montrons qu'il est possible de les ob-
tenir en exprimant que la densité d'énergie de déformation doit
rester intégrable. L'interprétation physique des conditions obte-
nues est examinée avec soin, ainsi que leur particularisation

aux modes de Fourier circonférentiels.

La modélisation par éléments finis des coques profondes en
coordonnées curvilignes conduit, comme on sait, & la perte des
modes rigides dans le cas des coques d& double courbure. Pour ap-
porter une solution 3 ce probléme, une théorie des coques quasi-
coniques a été développée. Il s'agit d'une généralisation de la
~théorie des coques plates de MARGUERRE, par un procédé& original

basé sur le développement des déformations de GREEN.

Les raidisseurs de révolution sont étudiés, en incluant
-1'effet des-gauchissements. On montre que si l'extension radiale
du raidisseur est faible, ses gauchissements coincident‘avec ceux
du raidisseur tectiligne de méme section. Diverses approximations
concernant la description des raidisseurs sont discutées,

---Lies diverses modélisations des structures multicouches et
-en sandwich sont &tudiées et comparées sur le double aspect de
'la simplicité de mise en oeuvre et de la précision 3 attendre

des résultats.

Enfin, le troisiéme chapitre se termine par une description

du procédé de répartition des raidisseurs en un modéle continu

~gquivalent. Une estimation de l'erreur est présentée, qui fait.

‘ressortir clairement les influences du pas et de la longueur

-

d'onde du mode &tudié.



I.4

Le quatriZme chapitre est consacré 3 la discrétisation de
l1'ensemble fluide-structure par la méthode des élé&ments finis.
Pour les structures de révdlution, le développement préalable
des déplacements en séries de FOURIER entraine une grande simpli-
ficatiqn et une forte &conmomie de calcul. On est ainsi conduit
3 -concevoir une méthode d'éléments finis développés en série de
Fourier. La discrétisation ne porte plus que sur le méridien,
d'oli’ 1e nom de "semi-discrétisation" par lequel nous désignons
la méthode. Cependant, les différents modes de Fourier ne sont
découplés que moyennant certaines conditions restrictives sur '
l'anisotropie du matériau. Ces conditions sont étudiées en détail.
Par ailleurs, nous montrons due les charges doivent &tre dévelop-
pées, non pas dans la base courante des sinus et cosinus, mais dans )
la base conjuguée. Ce type de dualité est d'ailleurs tout & fait
analogue & celui des coordonnées covariantes et contravariantes

du calcul tensoriel.

Pour les problémes statiques, une importante limitation des
séries de Fourier réside dans la difficulté de tenir compte des
conditions aux limites dissymé&triques. Nous proposons une appro-
che compléte du probléme, oii les divers cas possibles sont clai-
rement cernés. Selon les cas, la solution peut &tre exacte ou
approchée en ce qui concerne les fixations. Par ailleurs, la solu-
tion des différents cas est d'une complexité tré&s inégale, le
plus mauvais des cas nécessitant une analyse couplée des diffé-
rents modes de Fourier, qui peut cependant &tre allégée par 1'u-J')

tilisation de la technique du superélément,

La génération des éléments eux-mémes est ensuite examinée,
Tout d'abord, nous détaillons la maniére de construire un &lément
de coque développé en séries de Fourier. Une certaine attention
est portée sur la compatibilité. On montre en effet que, contrai-
-rement & une opinion communément répandue, les coques de HENCKY-
REISSNER ne sont pas parfaitement conformes lorsqu'elles se joi-
gnent en faisant un angle. Nous pensons d'ailleurs que dans ce
cas, la notion de conformité n'a plus vraiment de sens, car la
géométrie elle-méme est discontinue. Cependant, la physique fait
presseptir, et l'expérience numérique le confirme, que la conti-
nuité dés'ﬁéﬁladéﬁents du feuillet moyen et des rotations tangen-

tes 4 l'interface doit suffire pour assurer une transmission



-cohérente des efforts.

Pour les éléments de volume, la technique isoparamé@trique
s'impose de plﬁs en plus. Ce succés s'explique par l'extréme
souplesse d'utilisation de ces &léments qui permettent de modé-
liser les formes les plus compliquées par un maillage nettement
moins fin, du fait de leur capacité d'épouser au mieux les formes
complexes. Cependant, la présentation classique de ZIENKIEWICZ
et IRONS, basée sur l'utilisation des fonctions de forme, pré-
sente un certain nombre de désavantages, notamment en ce qui con-
"cerne la simplicité de mise en oeuvre et la fiabilité des pro-
grammes, la lourdeur des procédures de réduction de degré ou méme
simplement de degré variable. Ces diverses raisons ont motivé le
développement d'une nouvelle méthode de génération des &léments
isoparamétriques, basée sur l'utilisation des mondmes. Dans ce
cadre, les diverses opérations peuvent &tre automatisées i 1'ex-
tréme, le degré des éléments peut varier d'un &lément & l'autre,
et la systématisation des calculs méne i une fiabilité bien plus

gragdé du logiciel.

ﬁes éléments de fluide sont ensuite présentés. Le principe
d'éléments de connexion fluide-structure et fluide-surface libre
incluant la condition d'incompressibilité& globale, qui est ori-
ginal, permet une simplification consiﬁérable de l'algorithme de
recherche des valeurs pfopres. La compatibilité des discrétisa-
tions du fluide, de la coque et de la surface libre impose un
degré minimum pour le fluide, Mais il est possible de réduire la
surface libre a sa plus simﬁie expression, ce qui minimise le
nombre de modes de surface libre. Cette remarque originale permet
une €conomie substantielle lors du calcul des fréquences, dans
le cas oli 1'on s'intéresse aux seuls modes d'interaction du fluide
avec la structure.,

Le chapitre se termine par 1'é&tude de deux problémes parti-
culiers de la discrétisation des problémes de révolution. Le
premier concerne les problémes d'intégration. On démontre que la
méthode consistant 3 utiliser une méthode d'intégration "ouverte",
masquant de maniére évidente les singularités, méne au résultat
correct, Le second concerne le calcul des tensions. Le choix de

moyennes d'interprétation aisée y est discuté, D'autre part, une
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méthode nouvelle est proposée, qui consiste 3 calculer certaines
moyennes d'interface. L'information qui en résulte, particuliére-
ment sre puisque les moyénnes sont choisies de fagon & vérifier
1'équilibre, méne & une description beaucoup plus précise du champ
de tensions. '

Les réservoirs de lanceurs sont souvent pressurisés, Bien
plus, dans certains lanceurs légers, comme DIAMANT B, le circuit
hydraulique ne comporte pas de pompes, si bien que l'écoulemeqt
est engendré par la seule pression régnant dans les réservoirs.
Outre ses effets hydrauliques évidents, la pression a pour effet
de raidir les réservoirs, spécialement en flexion. A strictement
parler, ce type de problémes reléve de l'analyse non linéaire q )’
structures. Cependant, moyennant certaines restrictions raisonna-
blement vérifiées en pratique, il est possible d'étudier le pro-
biéme‘en se limitant 3@ deux analyses linéaires, Le domaine de va-
1idité de ce genre d'8tude n'était en général pas connu de maniére
trés précise et, partant, 1'élaboration d'ume formulation "mini-
male", c'est-d-dire représentant les phénoménes essentiels de 1la
maniére la plﬁs simple possiblé,était rendue trés malaisée.

Le début du cinquiéme chapitre est consacré 3 ces questions et '
tente d'y donner une réponse aussi claire que possible., Rompant
avec la tradition, les développements sont effectués & partir des
déformations de JAUMANN qui semblent, en définitive, se préter
mieux aux simplifications envisagées que celles de GREEN. La th?i)
orie de 1'analyse en deux &étapes, que nous appellerons "quasi- X
linéaire" est développée en des termes trés généraux, mais elle
—est €tayée de plusieurs exemples ol les conséquences des hypothéses
‘adoptées sont clairement mises en &vidence : c3bles, coques planes,
-sandwiches et coques de révolution. Ensuite; différents cas d'ap-
plication de l'analyse '"quasi-linéaire" sont envisagés. En parti-
culier, une méthode duale nouvelle est présentée pour les problémes
de stabilité dite lin@aire. Dans le cas des poutres, elle conduit
aux équations de TIMOSHENKO. En ce qui concerne les analyses sta- '
tiques, le probléme est un peu plus délicat. En effet, la sépara-
tion des charges d'extension et des charges de flexion cesse d'@tre
évidente dé&s que 1'on abandonne les problémes académiques. Nous
proposons une telle décomposition dans le cas général. Sur base de
celle;ci, on peut développer une technique de triple analyse dont

le domaine de validité semble plus &tendu que celui de la double




analyse classiquement utilisée,

Ce dernier chapitre thé@orique se termine par des considéra-
tions plus particuli@res., Tout d'abord, une &valuation de l'ordre
de grandeur du terme de compressibilité du gaz montre que celui-eci
n'a une influence marquée que lorsque le réservoir est presque
plein. Enfin, l'importance du terme de non-lin&arité& de pression
est discuté. Nous montrons'que lé paradoxe de MORAND et OHAYON,
c'est-3-dire la perte des modes rigides de rotation dans le cas
d'une précontrainte due & une force de pression, n'est pas parfai-
tement levé par l'introduction des termes non linéaires de pres-
sion, en raison des approximations consenties dans le calcul de
la précontrainte. Comme d'autre part, les termes de non-linéarité
de pression décroissent rapidement avec le nombre d'onde, on arri-
ve 3 la conclusion que le fait de les négliger méne en définitive

a une approximation tr@s raisonnable.

Le dernier chapitre illustre les considérations qui précédent
par un.certain nombre d'applications numériques. Toutes sont ins-~
pirées de problémes concrets du domaine aérospatial., Elles illus-
trent un certain nombre de faits physiques propres 3@ ce genre de
structures. En outre, de nombreux recoupements permettent de véri-

fier la validité des solutions théoriques proposées. Enfin, elles

-font ressortir les nombreux avantages des analyses par éléments

.finis développés en séries de Fourier, tant sur le plan de la faci-

1lité de mise en oeuvre et du faible cofit de 1'étude, qu'en ce qui

concerne la qualité des ré&sultats obtenus.

-~






CHAPITRE I

LE FLUIDE ET SA CONNEXION AVEC LA STRUCTURE

1.1.
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1. GENERALITES

Dans ce chapitre, nous &tudierons diverses formulations possibles

-pour le fluide., Nous envisagerons simultanément sa connexion avec la

structure, mais sans faire d'hypothéses spéciales sur celle-ci, sinon
celle d'élasticit&., Les questions de théorie des structures proprement

dite seront &tudies au chapitre 3.

L'hypoth&se généralement utilisée pour 1'8tude du fluide dans le

cadre des vibrations de syst&mes hydroélastiques consiste & négliger tout

effet de viscosité., Tré&s souvent, on y ajoute encore 1'hypothé&se d'incom-

pressibilité, mais ce n'est pas le cas de toutes les formulatiomns,

Les diverses méthodes proposées jusqu'ad ce jour peuvent &tre classée )
d'aprés la variable utilis@e pour décrire le fluide, C'est le mode de

-~

classification adopté ici. Un autre point de vue consisterait 3 classer

‘les méthodes en méthodes lagrangiennes et méthodes eulériennes. Nous

vervons que ces deux points de vue sont liés, en ce sens que les
formulations bas€es sur les déplacements sont généralement lagrangiennes,

et les autres, généralement eulériennes. Dans ce dernier cas, un probléme

usﬁrgit lors de la connexion du fluide & la structure qui est le plus

.généralement décrite dans un cadre lagrangien. La ré&duction de ces problémes

est .souvent obtenue au détriment de la rigueur,

Parmi les critéres nous guidant dans le choix d'une formulation parti-
culiére, nous avons voulu aligner, outre diverses considérations pratiquers )
1l'exigence d'une théorie correctement assise sur le plan théorique., A
Force nous a été de constater qﬁe les méthodes les plus alléchantes
violaient ce critd@re. C'est pourquoi, nous avons repris le probléme
i ses fondements. Adoptant un point de vue purement lagrangien, nous
sommes parti du principe de HAMILTON, et nous y avons introduit

explicitement les diverses hypothdses de linéarisation., On peut de la sorte

dériver la formulation de TONG [ii] sur une base plus solide. Ces

développements font 1'objet du paragraphe 4.°
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2, LES DIVERSES FORMULATIONS EXISTANTES

Nous commencerons par passer en revue diverses formulations
qui ont &té proposées jusqu'd ce jour, en examinant leurs caractéristiques

essentielles et en faisant ressortir leurs avantages et leurs inconvénients.

2,1, Formulations basées sur une discrétisation des déplacements du
fluide

2.1.1. La méthode d'ARCHER et RUBIN [A]]

Il s'agit d'une des premilres méthodes proposées pour résoudre
le probléme de l'interaction fluide-structure (1966), Elle ne convient
que pour un mouvement axisymétrique. L'idée de base est d'imposer qu'une
section horizontale quelconque reste plane et horizontale. Ainsi, sur
la figure 1.1, la tranche de fluide ABCD devient apré&s déformation la

tranche A'B'C'D' qui lui correspond par des dépiacements de la forme

[+
it

u, (2)
(1.2,1)

r a(z)

=
it

-Le .déplacement radial v peut - alors &tre &valué en termes des déplace-

ments de la coque, tandis que le déplacement u, s'obtient par la condition
de constance de volume d'une tranche. On obtient ainsi une expression
de l'énergie cinétique du fluide en termes des dérivées temporelles

des déplacements de la coque.

Cette formulation, purement lagrangienne, est donc une forme trés
simple de la méthode de RAYLEIGH-RITZ. L'hypothdse de conservation des
surfaces horizontales est gé&néralement suffisante pour prédire les modes

axisymétriques ol intervient la structure, dont le mode POGO, 3 condition

que le réservoir soit long et &troit, Mais dans le cas de réservoirs trés

larges comme ceux des lanceurs lourds, le ballottement ne peut &tre négligé.

En-outre, la-méthode d'ARCHER et RUBIN ne s'applique pas telle quelle

au calcul des modes non axisymétriques, D'autre part, on ne peut espérer
en tirer une information précise sur la pression: les efforts conjugués

aux déplacenments u_ sont en effet de la forme

section ’
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ce qui ne constitue qu'une information par trop globale.

2.1.2. Le moddle &quilibre de HUNT [HI]

En 1970 D.A. HUNT a proposé de découper le fluide en &léments
finis et d'imposer que, dans chaque &lément la pression soit constante.
Dans un fluide incompressible, 1'énergie de pression est nulle, si bien

qu'il ne reste que le travail virtuel d'interfaces

p I J' n, u, ds, - (1.2.3)

ii
faces 78

ce qui introduit naturellement les déplacements normaux moyens des

faces.,

L'énergie cinétique est alors exprimée en termes de ceux-ci, par le { )

procédé dit de "lumping' des masses : ainsi, si 1'on considére le

parallélipipdde représenté 3 la figure 1.2, la masse de translation -

selon x devant &tre
P e abc . ux’ . ! (1-2-4)

et u,.

1 2

S . .. 1 <
on attribue la demi-masse, soit E-,pabcAa u ,
Pour exprimer 1'é@nergie cinétique du fluide, on partira de l'expression

du lagrangien :

M§-plHGg (1.2.5)

! )

1 « T
74

ol q est le vecteur des déplacements, et p, le vecteur des pressions.
Quitte 3 réordonner les déplacements, on peut &crire les équations

dynamiques sous la forme

Mpr Mpe © dx o 0 Hy ar

gr |
N q =
Mg Mg © | * OT OT HC e 0 | (1.2.6)
o o o p1 [m, H, O p 0

ol HC est supposée carrée et inversible, et les q; non connectés 3 la

coque.
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On €liimine ces derniers par la relation

ce qui permet d'écrire

~T _T... _
(pg = Mpe He HRldp + By p = gy

(1.2,8)
M. ~M_ HTHDG +H, p=0
CR cC C R ™R C
Eliminant p, on obtient finalement 1'expression suivante de la
masse du fluide:
_ _ -T T ~1 _ ~1 -7 T
M = (M~ Vo g Hg * Mg Hy Mo - Mg BGT Moo Ho' Hp ) (1.2.9)

Pour obtenir une connexion correcte avec la coque, il faut que celle-ci

posséde comme degré de liberté le déplacement normal moyen i

éette formulation est, comme on peut le constater, purement
lagrangienne. Mais commekg}}g ne contient pas de terme spécial de
surface libre, elle ne permet pas d'étudier le ballottement;
De plus, l'expression des masses n'y est pas consistante. D'autre
part, elle peut &tre généralisée au cas compressible par addition
d'une énergie potentielle de compression, Enfin, la formulation
équilibre permet de ne connecter que la vitesse normaie, ce qui
cadre bien avec 1l'hypoth&se d'absence de viscosité.

~

2.1.3. Le mod&le déplacement de PINSON et BROWN [P1]

‘Enfin, en 1973, PINSON et BROWN ont proposé un modéle déplacement
pour le fluide, Effectuant une décomposition préalable en séries de
Fourier par rapport i l'aZimut, ces auteurs proposent de traiter les
modes non axisymétriques de la maniére suivante:

le déplacement azdmutal u, est &limind par la relation d'incompres-

]

sibilité linéarisée
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o1 3 3 3 ;
= Jt — d — — == . .
div u = = [ar (ru) + 3= (u) + 5= (r uz)] 0 (1.2.10)
Par consé&quent, seulé u_ et u -sont connectés d'un &lément i 1'autre.
On exprime:l'énergie cinétique d'une manidre tout-i~fait classique,
et on y adjoint une énergie potentielle de surface libre donnée par

1 2

7 ) esndr, (1.2,11)

T

oii n est le déplacement vertical de la surface libre. La connexion
avec la coque se fait par identification des déplacements radiaux et

verticaux., On obtient ainsi une matrice de raideur de la forme

K, 0 .

SS b
(1.2.12)
0 0
et une matrice de masse de la forme
MSS MSI
(1.2.13)

| Ms Mo
oli 1'indice S désigne les degrés de libert& de la coque et de la surface

libre, tandis que 1'indice I représente les degrés de liberté internes

du fluide, On élimine ces derniers par la relation ; )

ol .
Qp = - Mg M9 - (1.2.14)

Cette formulation appelle les remarques suivantes, Tout d'abord
le fluide n'&tant pas visqueux, il est licite de ne pas commnecter les
déplacements tangentiels, Mais pourquoil connecter les dépiacements
radiaux et verticaux? Le plus logique serait de ne connecter que les
déplacements normaux. D'autre part, elle ne s'applique pas dans le cas
axisymétrique, oG le déplacement azimutal est identiquement nul. Dans
ce cas, il faut recourir 3 d'autres méthodes‘pour tenir compte de
1'incompressibilité. Enfin, le terme d'énergie potentielie (1.2.11)
dont ces auteurs ne donnent pas la justification, semble avoir &té

-

obtenu 3 partir du point de vue eulérien.
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2.2, Formulations par 8guations intégrales

Si 1'on utilise une description eulé&rienne du fluide a 1'aide d'un

potentiel des vitesses, la condition d'incompressibilité s'éerit

v2¢ =0 (1.2.15)

Sur la surface libre I' , on exprime alors l'équation de BERNOULLI

¢ 1 grad&.grad¢ - ,
p + pgn + v + 5 P 5 0 (1.2.16)

oi n est le déplacement vertical de la surface libre. Pour de petites
oscillations, on peut négliger le terme non lindaire; de plus, la
pression 3 la surface libre peut €tre posée nulle, ce qui conduit

d 1'équation

.13
P 1.2.17
n g ot ( )
ou encore, en assimilant la vitesse nAa 22 s
3¢ 1 32 |
1 =-é—=' -E-% . (1.2.18)
= ot

‘Pour un mouvement harmonique, on pose

p(x,t) = o(x) cos wt , (1.2.19)

ce qui permet de rédcrire (1.2.18) sous la forme
, 1 .

—— =+ =20, (1.2.20)
g

11 en résulte un terme d'énergie potentielle donné par
24 P P

Ll p2sar=2_| ¢@H?4r (1.2.21)
2 9z 2 9z
T 2w T

qui, dans un mouvement vibratoire, &quilibre l'énergie cin&tique

%- J p grad¢ . gradd dV 4 ' (1.2,22)
A
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Dans le cas d'un réservoir élastique, il apparait un terme supplémentaire
d'énergie potentielle pour la surface mouillée du réservoir de la méme
forme que le précédent., Ce terme s'obtient par un raisonnement analogue,
ﬁais nécéssitaﬁt 1'hypoth&se supplémentaire que 1e'mouveﬁeﬁt de la

coque est‘éssentiellement normal au feuillet moyen, si 1l'on veut éviter
1l'apparition de termes non symétriques dus au mélange des points

de vue lagrangien et eulérien. Enfin, on se ram@ne au schéma classique

d deux matrices en posant

_e '
P o= e ° (1.2.23)

-~

La connexion 3 la coque se fait en écrivant

u, = % s (1.2.24), )

oil u_ est le déplacement de la coque.

‘Cela étant, la méthode des €quations intégrales consiste &
exprimer le potentiel des vitesses sous la forme d'une somme de champs

potentiels provenant de sources superficielles de densité o:

| $(P) = J —%(—@— ds , (1.2.25)
s *pQ
Cette méthode, introduite par C. NEUMANN et H. POINCARE , a &té
discutée par I. FREDHOLM [?I] et généralisée 3 des surfaces moins
réguliéres par RADON Eﬁﬂ] « Elle permet d'ailleurs de démontrer ( >
1l'existence et 1l'unicité& de la solution [PZ] .
L'utilisation des équations intégrales dans les probl&mes d'interaction
fluide-structure a &té introduite en 1968 par GUYAN, UJIHARA et WELCH
'[?i] dans le cas axisymétrique et &tendue au cas général par KHABBAZ
[KI] en 1971. '

La-manidre de procéder se résume ainsi : on &crit d'abord

1'énergie cinétique sous la forme

1 )
7 IS¢ -5% ds (1.2.26)



qui est 8quivalente 3 la précédente, vu l'harmonicité du potentiel,

On exprime alors ¢ en termes des sources ¢ , Dans le cas axisymétrique,
on obtient des intégrales elliptiques, que 1'on peut, comme GUYAN,
UJTHARA et WELCH, calculer par intégration numérique, ce qui discrétise
le probléme. Dans le cas génédral, on peut, comme KHABBAZ, subdiviser la

surface en petites régions ol 1l'on suppose les sources constantes,

Enfin, on exprime les sources en termes des vitesses-g% i 1'aide
des relations ’
(Bn)P 21 ¢ (P) + 0(Q) == (=) d§ , (1.2.27)

Q#P PQ

ce qui se raméne d un systéme matriclel. On peut ainsi exprimer les
matrices de raideur et de masse du fluide en termes des seuls degrés

de liberté de surface,

Mais les calculs ne sont pas simples, car 1'évaluation d'un terme
des matrices utilis@es nécessite un balayage de tous les points de la
surface. Dans le cas de la discrétisation de KHABBAZ, le calcul de
la contribution de la région contenant le point P 3 1'intégrale (1.2,25)
méne i une petite difficulté, du fait du terme-;l— . Cet auteur a
d'ailleurs donné la solution de ce probléme, en PQ remarquant que si le

point P n'est pas un sommet de cuspide,-%é est fini. On notera d'autre
par que cette formulation méle les pointsPQ de vue lagrangien et
eulérien. Par ailleurs, il est nécessaire de définir un assez grand
nombre de points sur la surface libre pour obtenir une description
convenable du fluide. D'oli la présence d'un grand nombre de modes
de surface libre de trés bésse fréquence. Comme dans 1és algorithmes
—=classiques de recherche des valeurs propres, les modes sont obtenus
dans l'ordre croissant des fréquences, il n'est pas rare de devoir
calculer une vingtaine de modes de surface libre avant d'obtenir le

premier mode d'interaction fluide-structure BHJ + Nous verrons que

d'autres méthodes permettent d'éviter cet inconvénient,
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2.3, Méthodes basées sur la discrétisation d'une variahle scalaire

du fluide

2.3.1. Discrétisation de la pression ) .

+La formulation utilisée dans le programme NASTRAN Dﬁﬂ est basée
sur la discrétisation de la pression dans le fluide. Dans sa dérivation,

les points de vue lagrangien et eul@rien sont mélangés.

On part de 1'équation .
p, & .+-§- o, grad &%) = - grad p + 0% , (1.2.28)
-> - "
ol u représente un vecteur déplacement, U sa dérivée temporelle. ( )

On reconnait 1'équation d'EULER

v, 1 2 >
pd -é-i-_:“i' -—z-pd grad (V ) = - grad P *terg, (1'2'29)

oli 1’on a fait l'approximation

> Du Ju +> > 9
[ R A ) o —-—u
Vo= 5T + v . grad (u) Yl (1.2.30)

valable lorsque les gradients de déplacements sont petits,

La pression est li8e aux déplacements par 1'équation
. -> .
p=-=Bdivau, (1.2.31) ¢ >

tandis que'la densité de masse actuelle Py est liée 4 la densité de

masse de référence p par la relation
" ->
pq = o~ div (puw), ) (1.2.32)

qui n'est autre que 1'&quation eul@rienne de conservation de la masse,

div (pv) + %% = o, (1.2.33)

intégrée avec le secours de l'hypothése (1.2.30).
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Pour de petits mouvements, l'équation (1.2.28) se réduit a
.. +
pi = - gradp + pg (1.2.34)

Si 1'on prend la divergence de cette &quation et si, d'autre part, on

dérive 1'équation (1.2.,31) deux fois par rapport au temps, on obtient

1'équation
%-ﬁ - div ﬁ; grad p) = - div E = 0 (1.2.35)

qui &quivaut au principe variationnel

t
2 dt {§ l-pz dv - § L gradp . gradp dV
: B 2p
t \
1
s L 28 45y =0 ' (1.2.36)
g P an

A la surface libre, on écrit 1'équation (1.2.34) sous la forme

1l x>

E-gradp = -0+ g, (1.2.37)
On pose alors, si Po est la surface 1iEre de référencé,
-5
u

‘ -
= p| ~U . gradp = pli .+ U +pg . U, (1.2.38)

soit, en négligeant le terme du second ordre et en dérivant deux fois
par rapport au temps,

. g =p ﬁ g, : (1.2.39)
Ja dernidre &galité résultant de l'hypothése qu'ad l'équilibre,la
surface libre est orthogonale au vecteur g. Enfin, on déduit de

(1.2.,34) la relation :

-i- % .gradp = -E - ¢ (1.2.40)
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qui permet d'écrire la contribution de la surface libre au dernier terme

de (1.2.36) sous la forme

—I B sp ds -f gép dS o (1.2.41)
.PE
r r
o o
Ld connexion 3 la coque se .fait de la mani@re suivante: le terme
op

o0 est donné par la relation (l.2.34) tandis que l'effort normal Fn sur

la coque vaut (fig. 1.3)

->
u

ce qui conduit au terme de couplage non symétrique

J (Gn + gn)ép ds + J o - E . 3)5 u ds , (1.2.42)' )
S .

S
c c

oli S  est la surface de la coque, 1'indice n indiquant qu'il s'agit

de la composante normale,

L'apparition de ce terme non symétrique est troublante, car la
coque comme le fluide sont des systémes conservatifs. I1 semble
bien qu'on doive en chercher l'origine dans le "'recollement" des points
de vue lagrangien et eulérien., D'autre part, cette formulation permet
.de traiter les fluides compressibles, Enfin, le systéwme & résoudre
n'étant pas sym8trique, sa résolution nécessite des algorithmes

spéciaux. >

2.3.2, Discrétisation du potentiel des vitesses

Voici enfin une formulation ofi la variable représentative du
fluide est le potentiel des vitesses, Proposée par TONG d&s 1966
'Iii] , elle n'a &té appliquée que plusieurs années plus tard par

VALID, BERGER, BOUJOT, OHAYON, ANQUEZ et leur &quipe [M2,V1,V2,T2,Bl,

L2] .
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Les équations de base sont

v = grad ¢ (1.2.43)
2

Vg =0 (1.2.44)

9% - -4

ol SR sur SC _ (l.2.45)
9 9 3

3% = 3% et 3% + gn =0 sur T. | (1.2.46)

On vérifie aisément que ce systéme équivaut au principe variationnel

2 1 > 3 3
I dt{'f 5[ Ps grad¢. grad¢ dV - [ Pe n . u 8ds - §fp <1 ¢ 4T
: t v S £ ot
1 f c
. nz
+ & Jr Pe 8 5—-dr } =0, (1.2.47)

les variations devant &tre prises par rapport 3 ¢ et n .
Quant & la structure, elle ob&it au principe de HAMILTON

t .
J 2 dt {GJ (r - W) 4av +I t, 6u, dS} =0, (1.2.48)
c c i i

t v S

c

oli Tc et WC représentent respectivement 1'é@nergie cinétique et
1'énergie de déformation, tandis que t, est le vecteur des forces
de surface. La variation se fait sur les dé&placements.

La force de surface est la pression du fluide

N

p=p @G-z n, (1.2.49)

dirigée suivant la normale intérieure, ce qui donne (fig. 1l.4)
- - . ' -
I ty 6ui ds = J pon, ﬁui ds I pn, 6ui ds
S 5 S
c c .
3¢

>
= Jsf%-gg -~ g . 1) ng éui ds

(o
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Intégrant par parties sur le temps et, i condition de confondre les

dérivées temporelles lagrangienne et eulérienne, on obtient le terme

t

-2 a4t (. dn, 88, —p, & » % n, Su,) dS (1.2.50)
. S £ i i £ i i

1 c

Le premier terme est le complémentaire de

Ky
- J Pe n.u 8¢ ds ,
S
c
tandis que le second est non symétrique. Pour le symétriser, TONG

utilise 1l'hypothése que le déplacement de la coque est essentiellement

R - -> ->
mormal, ce qui entraine u = u n, soit

1 2
Pe 8, U Gun =5 P8 U . (1.2.51)

- -+
u u =

e >
Pe 8« n.éo

On obtient alors, en regroupant (1.47) et (1.48) et en tenant compte

~-de (1,51), -un principe variationnel pour l'ensemble fluide-structure,

Cepeﬁdant, on ne retombe pas sur le schéma classique 3 deux matrices,
car 11 apparailt des dérivées premiéres. Pour s'y ramener, il faut

définir un nouveau potentiel

t
$ = I ¢ (1) dt , (1.2.52)

o

qui, & défaut d'interprétation physique, semble bien artificiel.

A nouveau, il s'agit d'une formulation oli les points de vue
eulérien et lagrangien sont m&langés. Par ailleurs , elle a l'avantage
que le fluide est représenté par une variable scalaire, ce qui rend

les calculs Economiques.,

N
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3. CONCLUSIONS DE L'EXAMEN DES DIVERSES FORMULATTIONS

Les divers mod@les présentés peuvent &tre classés en trois

catégories:

(i) les méthodes basées sur une discrétisation des déplacements;
(1i) celles qui utilisent des &quations intégrales;

(iii) celles ot le fluide est représenté par une variable scalaire.

Les premiéres sont soit simplistes, soit cofiteuses 3 mettre én oeuvre;

quant aux autres, elles impliquent nécessairement la confusion des points

de vue eulBrien et lagrangien, ce qui n'est pas satisfaisant sur le plan
théo;ique. Les &quations intégrales sont malais@es 3 résoudre et ménent 3
des matrices pleines, Enfin, toutes les formulations des classes (i) et (ii),
sauf celle de HUNT, nécessitent un certain nombre de calculs ultérieurs

pour obtenir la pression au sein du fluide., Or, la connaissance de la pres—
sion est essentielle pour prévoir 1'éffet "P0OGO".

I1 apparait done qu'une formulation convenable du probléme

hydroélaétique devrait idéalement répondre aux conditions sulvantes:

(1) Reposer sur une base th&orique solide, ol les diverses
hypothéses apparaissent explicitement. Le point de vue lagrangien
semble le plus approprié, car il permet d'effectuer les calculs

sur la configuration de référence,

(2) Permettre une connexion aussi simple que possible avec la

structure,

N

“(3) Représenter le fluide au moyen d'éléments finis en discrétisant
une variable qui permette d'évaluer.la pression de maniére simple, sans
pour autant conduire 3 la définition d'un nombre excessif de degrés

de liberté,

(4) Limiter le nombre de modes de surface libre seule lorsque

ceux—ci présentent peu d'intérét,

Les conditions (2) et (3) sont remplies par la formulation NASTRAN
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et par celle de TONG, oii la pression est donnée par

= -2t _ Ui« I
P pat p gi ui = pat ’ (1'301)

mais seule cette dernidre permet de limiter le nombre de modes de
surface libre, gri3ce 3 la discrétisation séparée des déplacements de
celle-ci. C'est donc la formulation de TONG qui nous a semblé la plus
appropriée, Mais elle violait la premidre condition que nous nous sommes
fixée, 3 savoir, reposer sur une base th8orique saine, C'est pourquoi,
nous avons repris le probléme dans un cadre purement lagrangien , ce
qui présente, nous l'avons dé&j3 dit, l'avantage gue les domaines
d'intégration sont toujours les-domaines de référence, L'hypoth@se des

petites oscillations est alors introduite explicitement dans les

équations. Dans ce cadre, on voit apparaitre tr@s naturellement la ‘ )

: "
notion de potentiel des déplacements , qui joue le rSle du ¢ de la

formulation de TONG., Infin, on ne retrouve plus les termes non symétriques

qui apparaissaient lors de la connexion avec la coque.

4, DEDUCTION DE LA FORMULATION DE TONG DANS UN CADRE PUREMENT
LAGRANGIEN

4,1, Principe mixte pour les fluides parfaits

Les mouvements isentropiques d'un fluide parfait sont régis par
le principe de HAMILTON., On considére une collection de particules.
Elle occupe au temps t=0, un volume V(O) bordé par une surface S(0). Les
mémes particules occupent au temps t un volume V(t) , de surface S(t)
Une particule situe en t=0 au point de coordonnées a; se trouve au

temps t au point Xse Le déplacement u, est alors par définition
u, = x, - a, (1.4.1)

Dans une description lagrangienne, le déplacement sera considéré comme
-une fonction des coordonnées initiales a;; au contraire, dans une
description eulérienne, il sera considéré comme une fonction des

coordonnées finales Xye Nous &crirons
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0% 0%
Dix (aa ¢ Dtﬁ = 3? a (1.4.2)
9% 34 ‘
Bix (ax 2. % (Bt)x (1.4.3)

it t 1

Pour alléger les écritures, nous utiliserons aussi le point pour désigner
la dérivée lagrangienne par rapport au temps. Ainsi, la vitesse est domnde
par

v, =D u, =4 : (l.4.4)

Cela &tant, supposons les déplacements imposés sur une portion
Si(t) de S(t) , tandis que sur l'autre partie Sz(t) de la surface,
on'impose la pression 5 « Le principe de HAMILTON prend la forme

t, ﬁiﬁi
[ dt {GJ (p 5 +pgixi-pU(o))dV(‘t)
vV (t)

t

- pv, Su,  ds(t)} =0, (1.4.5)
s, (1) L+ 1
2
ol 8 représente l'accélération de la pesanteur, p la densité de masse,
U(P l'énergie interne par unité de masse et Y la normale 3 Sth)
Lors de 1'application de ce principe, 11 convient de vérifier
a priori la condition de conservation de la masse., Si 1'on note J

la matrice jacobienne

DCay * \ (1.4.6)

2} son déterminant et o, la densité de masse en t=0, cette condition

s'écrit

©

[¢]

F-= . | | (1.4.7)

Nous adopterons, dans ce quil suit, une description purement
“lagrangienne. I1 faut donc transformer les intégrales sur V(t) et
S(t) en intégrales sur la configuration initiale, Pour 1'intégrale
de volume, la transformation est simple : en effet, on a, en vertu
de (1.4.7) |
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J p fdv(t) = J o] fé] dv = J p £ 4v (1.4.8)
v(t) V(o) °

Quant 3 .1a pression, elle perd son caractére isostrope., En

effet,

p v, Su, dS(t) J 3, (p 8u,) av(t)
JS(t) i i v i i

= - 29, (p Su,) av
Jyy 721 @ o
et, puisque ‘)
Bi = 3, aj DJ ,
dn obtient'
f §u, ds(t) J 70 B, (pbu,) dv (1.4.9) ’
p v, Su, dS(t) = D, (pdu, - (L4, '
s(t) i i V(o) i3] 73 i |

En vertu de 1'identité de JACOBI [GZ]
Dy (}ai a;) = 0, (1.4.10)

on peut transformer cette intégrale en

J‘ nj [}}ai aj] Sui ds ,
55 (0)
oll n, est la normale 3 Sz(o). Ceci définit la "pression lagrangienne"
Pji::p?/ Bi aj ° : . (1.4.11)

Chargeons encore le principe d'assurer la conservation de la
masse: on ajoutera simplement un "potentiel de production de masse"

-~

construit 3 1'aide d'un multiplicateur X :
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- .
? =J A (F- 2y v (1.4.12)
V(o) i

Le principe lagrangien s'écrit donc

) 8y 9y Po
f dt {GJ l:po——-f--+po gy %y =P, UG) + A (f - 5*-)] av
tl V(o)

, du, ds} =0 (1.4.13)

Cherchons les équations d'EULER de ce principe, dont les variables
sont les déplacements Uy la densité de masse p et le multiplicateur X\ .
Tout d'abord, il est clair que la variation de A restitue la condition

(1.4.7). Varions les déplacements: notant que Epﬂ

| sg'= 7o, ou., , (1.4.14)
on obtient

t
2 . .
[ dt { J (po ug Gui + P, &4 6ui + )\yai Gui) dv
tl V(o)

- I n, E'i dui dS } =0

N

N

Le troisifme terme demande une attention particuli8re:! on a

it

A f3, Su, adv J A 3, Su, dV (t)
Iv(o) ;7' ii v(t) i1

It

A v, Su, dS (t) - J 3.1 Su, dv (t)
IS(t) ot veey o0

=[ A v, 6u, ds(t) -f

g 3\ du, dv
S(t) V(o) *

Divisant alors par‘;zle coefficient de uy de 1l'intégrale de volume,

on obtient donc, en tenant compte de (1.4.7)
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-pli;+p g, ~0,0 =0 , o (1.4.15)

I1 s'agit de 1l'équation d'Bquilibre d'EULER [Lil . Cette équation
montre que le multiplicateur A n'est autre que la pression eulérienne
qui apparait donc comme la réaction correspondant 3 la condition de

conservation de la masse.,

En surface, on obtient la condition d'égalité des pressions
puisque, par définition,

n. P.. Sui ds = I PV, Su, dS(t)

Jsz(o) AR b 8, () i

Enfin, la variation de p conduit 3 1'é&quation

U

5 —-55 (1.4,16)
P '

qui signifie que A est aussi la pression au sens thermodynamique .

On remarquera que dans le principe (1.4.13), il apparait le

groupement
A ’
Up) + > (L.4.17)

qui, si 1'on restitue i )\ sa signification (1.4.16) n'est autre que
1l'expression de l'enthalpie I(p). Désormais, nous supposerons que cette
restitution est faite, et nous &crirons donc p a la place de A .

Le principe (1.4.13) se transforme alors en

4, 4,
i

t .
JZ de{ ¢ JV( )[90 21+po gixi-i-P?'Do I(p)] av
o

Su, dS5} =0 (1.4.18)
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Les relations de compreésibilité sont déterminées par la structure

de l'enthaipie. Dans le cas d'un fluide incompressible, on a

dl .1
dp FJO
ce qui entraine
I(p) = &- (1.4.20)
Po

Pour un fluide compressible, nous décomposerons l'enthalpie en un terme

incompressible et un terme correctif:

I(p) =2+ 1% (p) (1.4.21)

Po

4.2, Linéarisation géométrique dans le fluide

Les équations d'EULER-~LAGRANGE du principe (1.4.18) ne sont pas
linéaires, du fait de la présence du jacobien. Pour la recherche des
petites oscillations du fluide, on peut procé@der 3 une linéarisation

autour de la position d'équilibre statique. Cette position s'obtient

ailsément en supprimant l'énergie cindtique dans le principe (1.4.18)

et en variant les déplacementsi on obtient

Itzd{J‘ ( 8 820l 5 su. ) av
t P g u, + p’ J, . Qu,
t]_ 1V (o) o “i i J ji i i
9 -
- J nj P.y 6ui ds} =0, (1.4.22)
SZ(O)
/
ce qui conduit aux relations
. 08 o-1, _
Po 8y ~ D3P juyy) = 0 dans V
(1.4.23)
0990 1

wot

p'Jinnj-nj ji=0 sur S,,
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oli les indices supérieurs o indiquent qu'il s'agit de la référeﬁcevstatique.

A ce stade, nous ferons l'hypothd@se que la position d'€quilibre statique
a
-5
est suffisamment voisine de la position limite pour g - O qui nous sert

de référence, pour que l'on puisse &crire sans grande erreur

o . o
Jij = %45 0 PARNE (1.4.24)

:Les équations d'équilibre deviennent alors

o)
Po gi - Dj P =0 dans V
1.4.25)
5 o <
nJ pji =mn, P sur S.

On linéarise alors la perturbation en se limitant aux termes du
. . s . 1 X . '
second ordre dans le calcul de l'énergie. Si p est la pression dynamique,

on aura donc
o . 1 1 2 3 0 0 Loy 1 1 Q 2
pl=G+Q+F+ 0+ D =p + GF+D)+ BF+P))
~{1.4.26)
1 2 3
‘--oﬁg,‘j » J/ sont les termes des premier, second et troisime ordres en
les déplacements dynamiques u e Un calcul élémentaire donne, moyennant
les hypothéses (1l.4.24),

1 2
- . =1 -
2} =D, u ; é? 5 (Di u, Dj uj Diuj Dj ui) (1.4.27)

i7i
.On développe d'autre part l'enthalpie en une série de TAYLOR

limitée au second ordre:

2 (1.4.28)

' o 1
o 1 B 1
I(p+p)=1+£—--2-—-(p)
P
o
Muni de ces résultats, et tenant compte du fait qu'en vertu de la
~condition d'équilibre statique (1.4.22) simplifiée par les hypothéses
(1.4.24),

(pgu.-gD.u.)dV—f n, 9., ds = o,
[V(o) o 71 i i i SZ(O) j 3i

)
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on obtient, en omettant les termes invariants

J Po B 34 av ' et I 8 av ,
V(o) - . V(o)
le principe linéarisé
2 i g 1 B,1,2
Jt dt { § fv(o) [bo 5 + 5 (DiuiDjuj - Diuijui) + p Diui+-§(P) t]dV
o1
- I n g du, d8} =0 (1.4.29)
S TR S i
8,(0)

’ 4.3, Cas des fluides incompressibles

Dans le cas des fluides incompressibles, on peut &liminer la
pression d'une maniére assez simple, En effet, comme B=0, la variation

de la pression dynamique conduit simplement 3 la relation

D'iui =0 (1.4.30)

exprimant 1'invariance du volume, au premier ordre. Variant alors les

déplacements, on obtient 1'équation

. o o] 1
- - + - =
oy Uy Di(p Dj uj) Dj (p Di uj) Di p=20 (1.4.31)

qui, compte tenu de (1.4.30) et (1.4.25), s'Ecrit encore

N

. 1 1
Po Uy =P, gj Di uj Di P=D, (pogjuj P) (1.4.32)

Introduisant alors la fonctien ¢ définie par

1
. A p
= u, = — 1.4.33)
¢ gj i oy ’ (
i on raméne 1'équation d'équilibre 3 la relation
u; =D.¢ (1.4.34)
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qui exprime l'existence d'un potentiel des déplacements . Ce potentiel jouera

le m@me rdle que la variable X définie en (1.2.52). Mais il apparait ict

d'une maniére naturelle, et acquiert du méme coup une signification simple
qui rend son utilisation plus aisée. La pression s'exprime alors en termes

des déplacements et de la nouvelle fonction  par

1 _ . . o} .
P = pp gj uj P, $= uj Dj P-P, §, (1.4.35)
ce qui permet d'écrire , |

+ p_ u, D, §dv ., (1.4.36)
JV(O) o 171

D'autre part, les termes en § du principe (1.4.29) peuvent &tre

transformés de la manidre suivante :

-~
B 3
a) - J =D, u, D, u, dVv = - I < n,u,D,u,ds
‘ V(o) 2 71 7] $(0) 2 i7i
(1.4.37)
o 0
D.p D.p
+ J ui—g—D uy v+ J —Jz—uin,,u av |
V(o) V(o) S )
: 3 i
b) I = D u,D,u,dV = f £ n,u,D,u,ds ~ [ u,D,u,dV ‘
V(o) 2 17373 $(0) 2 i iii V(o) 2 3ii
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Faisant la somme des expressions (1.4,36) a3 (1.4.38), on obtient, en vertu
de (1.4.25) '

' ' . 1 o
Po b1 Py Vg ,( Py 8y Dylugu,)dv "f p _ ¢n,u.ds
IV(O)A:O i ? 2 V(o) o %] i 1i7] S(o) °c 1t
P
' fs(o) 7 (njuyDyuy-n,u,D,u,) DS (1.4.39)

La deuxiéme intégrale s'écrit encore

1

5 p_g, u, n,u, ds (1.4.40)
2 IS(O) o®) 73 ii

Quant & la derniére, il est utile de 1'écrire en termes des coordonnées

de la surface. Soient 51, EZ’ n ces coordonnées, Comme elles sont

‘généralement curvilignes,il faut faire appel & la notion de dérivation

covariante (%). Notant par des indices grecs les composantes tangentielles,

on obtient

nj Yy Di uj B un[q o njn n
nj uj Di ug =uy uula + wou
soit
f B P
= (n,u,D,u, -~ n,u,D,u,)ds = - I = (u u -u u )ds.,
5 (0) 2 Vi joiti] 5(0) 2 “nla T« alo n
) (1.4.41)

Finalement, le principe (1.4.29) se transforme en

t, : ﬁiﬁi
f 4dt{6[ f (po 5~ = P, ﬁi D, $)dv +
t1 V(o)

LJ 1
- p_ ¢ u ds + = j p g u u_ dSs
fs(o) o n 2 (o) o "o o n

(%) Les lecteurs qui se seraient pas au courant du calcul tensoriel
trouveront une introduction aux coordonnées curvilignes au chapitre 3

du présent mémoire,
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: ‘o
1 J 2 P

+ = p g u ds-f = (u u -u u)déj
2 S(o) o™ B 5 (o) Z “nla o ala ‘n

=]

nj pji Gui ds} =0 (1.4,42)

J'Sz(°) .
Ce principe contient 3 la fois les Equations d'équilibre et de continuité,
En effet, ses Equations d'EULER~LAGRANGE et conditions naturelles
s'écrivent

aui-+,- o i, +p Di § =0 dans V (Equilibre interne)

i o
o) o
1 P 1 o p
e o + - - - — [
S > 2P0 By Uy TPy By T2 Yulo "7 % %P "7 Y £)
1 .
=Py P, =0,
. soit
1 - u_ - u + 8n + § = 0 (Equilibre selon
~pnn po_gn n po ga o P oo po 4
la normale)
fu - g -p g u_+ 8 u =0 (Equilibre tangentiel)
o no 0o “a n njo ©
86 + Di(po ﬁi) = 0 dans V (incompressibilité) )
()
o n, Di 6 - pQ un =0 sur S (transmission du déplacement
. normal)

-~

On se raméne 3 un principe plus simple en restituant la condition

d'équilibre intérieur u; = D¢ ,-ce qui donne

D4 D,

t
2 .
de{s | - J p  ————m———— QV - J p_ du_ ds
Jtl [ V) °© 2 S ° *
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(u

.n|a>

oo

u - u
o

2o Un) 5]

: | ces- |
+ = p_ g u dS - .
2 S (o) o ®n n $(o)

1 . .
- n, p,, Su, dS} =0 (1.4.43)
[SZ(O) ji i

4.4, Prise en compte quasi statique des gaz compressibles

Pour la partie du spectre situBe i des fréquences suffisamment
basses, on peut considérer qu'un gaz répond de manire quasi statique.
La condition d'applicabilité& de cette approximation est donnée par
1'inégalité

z << L
w 2

L

(1.4.44)

ol ¢ est la célérité du son et L une longueur caracté@ristique., Moyennant
cette hypothése, on peut négliger l'énergie cinétique dans le principe
(1.4.29), Il est aussi licite de négliger la pesanteur; du fait du
faible'poids du gaz. Il reste & déterminer la constante B, Partant de la

condition d'isentropie

, (1.4,45)

éﬁjﬁo

P
oY

on obtient successivement

1
a1 _ @Y Ty
dp p Py ?
et
1 /
dr __ By 1 -2
7z T "% 7P Y s
dp o
ce qui entraine
2.
_ d’1 1 ~
B==-p,—% o = (1.4.46)
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Dés lors, le principe (1.4.29) devient

Jtz dat{s J ['-§-~(DiuiD.uj - Diu D.ui) + % D,ui + l—g (%)2:] dv
t) V(o) J 3 . 2Yp

- . . 6u,dsS } =0 1.4.47
'[52(0) "3 fit ui. » )

. . 0 '
étant entendu gque p est une constante dans tout -le volume du gaz.

La variation du déplacement ug conduit alors i 1l'équation
-D.%—D (SDu.)+D.('BD.u.)=o,
i i ij J 173
soit, en tenant compte de la constance de 8,
D;p=-~- 8 D,,u, +pD,., u, = o, (1.4.48)
s s e . X 1 -
ce qui signifie que la pression dynamique p est &galement constante dans
tout le wvolume du gaz. Tenant compte de ce résultat et effectuant sur le

o} ~ . . .
terme en p les mémes transformations que dans le cas des fluides incom-

pressibles, on obtient le principe

°

t [o]
2 1 \ 1.2 p
dt{ﬁ[:P J n, u, d8 + —— (P - = J (u u =-u u ) dS]
Jtl $(0) i i ZYB 2 S (o) n|a o ala n
n g. Su, dS} =0 (1.4.49)
- ji i . -

) Js2<o>
[¢]

~—otr¥ est le volume initial.

A ce stade, on pourrait Eliminer la pression % au profit du flux

de déplacement, par la relation

o r
% = - JB n, u, dS (1.4.50)
(o]

v JS(o)

Mais on serait alors conduit au calcul du terme

o
1& < f n, u, as)? , (1.4,51)
vV ‘s(o) ‘ '
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qui ne peut s'effectuer simpiement par la méthode des &€léments finis.

On notera que MORAND et OHAYON [Mi] » partant de considérations sur

1'accroissement de volume, ont obtenu le terme (l.4.51). Pour pouvoir
.ie calculér, ils ont réintroduit un multiplicateur de LAGﬁANGE A, qui

est 1lié 3 % par la relation

(o]
L = .'—..Y.E A
P 9 ’

‘apparemment sans saisir son sens physique.

(1.4.52)

4,5. Formulation du probléme fluide-structure

Le liquide est contenu dans une structure €lastique et posséde, en
général, une surface libre surmontée par un gaz &ventuellement mis sous

pression (fig. l.4). Le liquide occupe un volume V_, la structure un

3
- volume Vc, le gaz un volume Vg. L'interface 1iquid£—structure sera ‘appelée
Sf,‘l'interface gaz-structure, Sg’ et la surface libre,I" j la structure
posséde en outre une surface SC qui n'est baignée ni par le liquide, ni
par le gaz., Enfin, 1l convient de distinguer soigneusement la densité
de masse e de la structure de celle du liquide, que nous noterons.Pg.
Confbrmément au point de vue lagrangien adopt&, il s'agit des densités

de masse de référence.
‘Pour la structure, on utilise simplement le principe de HAMILTON:

t, ' ﬁi ﬁi
ty v

- i LI - L £ =
fs nj ji su ds fs nj pji 5ui ds + f ti suy ds} 0
(1.4.53)

Dans ce principe, W(Du) représente la densité d'énergie de déformation,

“exprimée en termesdes déplacements, ni est la normale & Sf ou Sg’ vie

de la structure. De la méme fagon que pour le liquide et le gaz, on

prend la position d'équilibre statique comme ré&férence. La condition

d'équilibre s'@crit gous la forme de la nullité de la variation premidre

de 1'énergie totale :
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. _ _ , 0
I Pe By 6ui dav J SW(Du)dv f nj pji Gui ds
Vc Vc Sf

- . o - _
4 Is nj pji Gui ds + Is ty Gui dS =0 (1.4.54)
B c

Quant 3 l'énergie de déformation, on la limite au second ordre, ce qui

-

méne 3 écrire
W(Du) = WZ (Du) + Wg (co,Du) R (1.4.55)

ol Wz est le terme linéaire classique, et Wg, un terme additionnel

tenant compte des tensions d'équilibre, qui sera-décrit en détail au
chapitre 5. Ce terme est généralement appelé "terme de raideur géométriqu 3
ou "terme de précontrainte'". Le principe variationnel de la structure

s'@crit donc, en tenant compte de (1.4.54),

¢

) 3y 8y :
I dt { 8 I [Dc — - WE(DU) - Wg (O'O,DU)] dv
t v
1 c
- J n! g Su, dS - | n! g du, dS } =0, (1.4,56)
S j 531 i g ji 1
4
Appelant n, la normale extérieure vue du liquide et n; la normale

extérieure vue du gaz, on a

)

= e n" sur T (1.4.57) !

sur S g 1 i

1

i i £ i

Dés lors, si 1l'on additionne les trois principes (l.4.43),(1.4.49) et
(144456), en tenant compte du fait que les efforts de pression se
transmettent d'un milieu 3 l'autre, on obtient le principe couplé:

(t _ 4, 4 D, $ D,
szdt{[J Pe izidv-f pf_.i.._i..i___ av
g v v

- $n ds - $ ndS
Isf Pe My Yy L,Pf n ds ]



~ 1,31,

2
u

n 1
g ganS - ff P B uaniuids

- W _(Du) + W_(@_,Du)) dV - f
[, w0 + w6, : .

e f
nZ Ve 2 {
+ n~ _ _ . . -
prgz ds pg p nju, ds pgfn ds
r T
o
g ] }
% T Yala WS T | Whla % T e W99 0
£ : 8
(1.4.58)
oli n représente le déplacement normal de la surface libre. C'est le principe
recherché, Une &tude parfaitement rigoureuse devrait &tre basée sur son
utilisation, Cependant, on en utilise souvent des versions simplifiées.

. Nous allons passer ces simplifications en revue.

4,6, Formulations simplifiées

4.,6,1s L'hypothése de TONG

Une simplification courante consiste 2 supposer que le déplacement

des parois est essentiellement normal:

i (1.4.59)

ce qul permet de négliger le terme

~

N

[ Pg B U, U ds
St

devant son homologue

1 2
E.JS Pe 8a Y4 ds .
£
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'Cefte hypothése est généralement attribuée 3 TONG Erl] + Souvent admise
~dans certaines théories de coques [11] s elle peut cependant @tre prise
en défaut dans certains cas. En particulier, elle a pour effet néfaste
de donner de l'énergie au mode rigide de translation verticale,

I1 s'ensuit qu'en dehors de certains cas particuliers, comme celui du
réservoir cyiindrique d fond plat, ce mode rigide ne correspond plus i
une fréquence rigoureusement nulle, Cependant, les applications pratiques
montrent que la fréquence de ce mode est toujours tr@s basse et que sa

-forme est trés peu détériorée,

. 446,2, Omission des termes en %

Les termes en 8 de la fonctiomnelle (1.4.53) tiénnent compte du fait
que la pression est une mise en charge non linédaire, puisque la pression ' >
Teste normale i la surface au cours de la déformation, Le terme uala u
";eprésente la non-linéarité correspondant 3 1'augmentation de la surface
~de la coque. I1 est donc presque toujours négligeable. Quant au terme
“h]u u, ,.11 représente la variation angulaire de la coque, Son importance
-est assez discutable, surtout si l'on fait 1l'hypothé&se de TONG, Nous

reparlerons de ce terme au chapitre 5.

4,6.,3, Omission des termes provenant du gaz

Enfin, le terme de compressibilité du gaz a souvent une contribution
négligeable. Nous discuterons &galement ce point au chapitre 5. Du fait
1'hypoth&se d'uniformité de la pression du gaz, cette contribution est . ° )

d'ailleurs nulle pour les modes asymétriques.

4,6.4, Si toutes les simplifications décrites ci-dessus sont appliquées,
le principe (1.,4.58) se raméne 3

t 4,0 p,dD, ¢
8|2 ac{[| o LEav- o, 11" 4y
c 2 £ 2

t v v

1 . c f

- fs Pg ﬁwni u, ds - [pr ¥ n dS]

£
- uﬁ nZ '
-[Iv (WO(Du)+Wg(00.Du)) dv - 'fs Pe 8,5 dS + [rpf &5 as|} = o
c £

(1.4.60)
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Cette forme simplifiée est la plus couramment utilisée. Aussi, c'est elle
que nous discuterons en détail quant & son application, L'addition des

termes restants ne pose d'ailleurs pas de probléme spécial,

4,7, Calcul de la pression

La perturbation de pression dans le liquide est donnée par la relation

P=-pg 8t pp 8, D, ¢,

Généralement, le deuxiéme terme est tr@s petit devant le premier, au moins
pour les modes flulde~structure. En effet, pour un mode de fond, on a par
exemple ¢ = 1 au fond, ¥ .8 s 2% @&tant la hauteur du liquide, soit

0z A
pour fixer les idées, 5m, On a alors, pour un mouvement harmonique

d'olt

On constate que pour y supérieur 3 1,5 Hz , le premier terme est plus
grand que le second, et qu'il croit comme le carré de la fréquence. On

peut donc écrire avec une bonne approximation

P=-pcd p (1.4.61)






CHAPITRE 1L

RESOLUTION DU PROBLEME AUX VALEURS PROPRES SUPPOSE DISCRETISE

2.1.




2.2.

1. INTRODUCTION

Le principe (l.4.60) servira de base pour le présent exposé.
On peut dire que sa donnée pose le probléme fluide-structure. Il reste

3 le résoudre, Cette résolution comprend plusieurs &tapes:

(1) La description de la structure. Cette &tape dépend essentiellement
du probléme physique i traiter., Comme nous nous intéressons plus
-spécialement aux lanceurs, ce seront plus spécialement des corps
axisymétriques, Les particularités de ce type de structures seront

exposées au chapitre 3.

(ii) La discrétisation des différents champs apparaissant dans
le principe variatibnnel. La méthode utilisée sera celle des &léments i}
finis. On peut la considérer comme une méthode de RAYLEIGH~RITZ particuliére
E;{l « Mathématiquement, elle consiste & choisir des sous-espaces de
dimeﬁsion finie des espaces admissibles (généralement, des espaces de
SOBOLEV) . Nous ne nous &tendrons pas sur cet aspect des choses.
‘Signalons seulement que l'existence des solutions du probldme spectral

du fluide avec surface libre a &té& &tudiée par J, BOUJOT [Fi] .

La description des modéles d'éléments finis fera l'objet du

chdpitre 4,

(111) La résolution du probléme aux valeurs propres obtenu par
-les deux &étapes précédentes, Bien que ce probléme matriciel ne puisse
.etre connu explicitement qu'aprés celles-ci, ses caractéristiques ne . >
dépendent pas des options particuliéres qui y ont &té prises. C'est
pourquoi nous 1'étudierons en premier lieu, de maniére i faire ressortir

la généralité des conclusions qui résultent de cette analyse,

2, PRINCIPE VARIATIONNEL DISCRETISE

~La discrétisation par la méthode des &léments finils consiste 3 se
donner des bases finies de fonctions, ce que l'on peut schématiser par les

‘@quations matricielles:

u(x) = A(x) 9, 6(x) =b(x) £., n(x) =C (x)y (2.2.1)

ot A(x), ETTx), ﬁT(x) sont des fonctions des coordomndes et q, f et y des

vecteurs d'inconnues,
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Les différents termes du principe (1.4.,60) s'€crivent alors respecti-

vement ¢
(a) o oow v ow] awe=idxrg ,
K V 2‘ g 0’ 2 q 5
c
avec

K=f ATD (X, + K ) DA av ,
v R -
[

D étant un opérateur de dérivation

2
®) fpfﬂi =3 v cy,
T
avec

2
u
-(e) f p 3.8 Fas=2q"54q,
. f 2 2
S
£
avec
s=-f pr.’ﬁbdes
S¢
' 4, 4
1Y% 1,7, .
@ [ pettas=3dug,
v
Cc
avec )
M= f p A?A dv
[ +4
VC
. ’/ (20202)
D, $ D, ¢ . .
(e) o 4+t av=-2fTne ,
£ ) 2
Vg
avec
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) fp'f § nas=f 3y,
T

avec

() Is pe ¥n  u, dS = £ D q,

avec

5, s

Les matrices C, S.,et M sont symétriques et définies positives,
les matrices K et N symétriques et définies non négatives, K est définie
positive en l'absence de modes rigides et de mécanismes pour la structure.

.Enfin, les tableaux B et D sont rectangulaires,

A 1'aide de ces nouvelles définitions, on peut donner au principe

{1:4.60) la forme matricielle

ft . . ”T l T "T
§ | 2Getnes T WY P De
t
—%.TMi+%qTKq-%quq)dt=O’ (2.2.3)

-et la variation indépendante des champs f, y et q conduit aux &quations )
d'EULER-LAGRANGE discrétisées ;

By + D4 - NE = 0 (2.2.4)
Cy +Br=0 | (2.2.5)
M§ + (K=S)q + D' = 0 (2.2.6)

qui peuvent €tre regroupées sous la forme matricielle suivante :
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K=< 0 O q M 0 D g

T ae
o c o y | +|O 0 B y|=0 (2.2.7)
0o -0 o £ D B =N L f

Ce systéme se présente donc comme un probléme aux valeurs propres
. classique 3 deux matrices, Il convient de noter que ce résultat n'a pu
étre obtenu que gr3ce i l'introduction des variables indépendantes n, y

de surface libre. En effet, leur €limination par la relation
y = - C.-l BT i (2-218)

conduirait au systéme

K-S 0| |q M | |§ 0o o &
+ + -

0 0 £ D N £ o -sclgT Al
(2.2.9)

- -

qui est 3 trois matrices, donc beaucoup plus compliqué i résoudre,

Mais méme sous sa forme (2.2,7), ce probléme aux valeurs propres
est peu aisé i traiter, du fait du caractére fortement dégénéré des
matrices assemblées, Nous allons voir comment cette difficulté peut

€tre surmontée,

~

3. SINGULARITE DE LA MATRICE N ET CONDITION DE CONSERVATION DU VOLUME
DU FLUIDE

/

Considérons une variation du potentiel ne dé&pendant que du temps:
8¢ (x’t) = Y (t) .

On a évidemment




D15¢=Pi‘l’=0,
ce qui, introduit dans le principe (1.4.53), méne 3 la condition

t . '
9
I P {f pg n ds + I Pg By Uy ds '} dt =0
) tl T Sf

qui, vu le caractdre arbitraire de ¢y , entralne

f pf n ds + f pf ni ui ds (203.1)!
I Sf

-Cette condition exprime la nullité du flux massique traversant
la frontiére du domaine occupé par le fluide soit, comme Pe est une
constante, la conservation du volume du fluide. C'est la seule relation
liant les déplacements de structure et de surface libre,
Mathémat iquement, 1l s'agit de la condition d'intégrabilité du probléme
Vz¢ =-0 avec des conditions de NEUMANN sur toute la frontiére, On notera
-que dans les formulations par les équations intégrales, on déduit la

méme condition de l'alternative de FREDHOLM [RZ] .

~Dans le principe discrétisé, ceci se traduit par une singularité

-de la. matrice N et 1'existence d'un mode singulier de fluide

f=e P(t) | (2.3.2)
correspondant 3 ¢(x,t) = Y(t) gt tel que

Ne = O, ) (2.3.3)
e étant le vecteur dont toutes les composantes sont &gales 3 1l'unité. On

démontre en algébre linéaire que dans ce cas, l'équation (2.2.4) n'admet

une solution que si
eT_[?y +de] =0, . (2.3.4)
ol 1'on retrouve la forme discrétisée de (2.3.1).
La signification physique de la singularité de la matrice N est donc

d'assurer la condition de conservation du volume (2.3.4) liant les dépla-

. cements de la structure i ceux de la surface libre. D'un autre point de

206,

Y
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vue, cette singulartié constitue un obstable sérieux 3 1'élimination de
f & 1'aide de la relation (2.2.4) qui, comme nous le verrons par la suite,
permet, tout en réduisant sensiblement l'ordre du systéme, de supprimer

le caractére dégénéré des matrices assemblées.,

. S1 1'on fixe arbitrairement & z8ro le potentiel en un point
quelconque du fluide, la matrice N, amputée de la ligne et la colonne

correspondante, se.réduit 3 une matrice -inversible No.

. Une telle fixation revient seulement 3 se donner une origine des

potentiels et est donc sans effet sur les déplacements du fluide.
Mais en l'absence de la condition (2.3.4), le probléme cesse d'€tre
bien posé, et il faut donc exiger qu'elle soit vérifige a priori, ce qui

méne au couple d'équations 3

el (Dg + By) =0
(243.5)

o

£=N_" (0§ + BY)

Ce raisonnement n'est, en substance, rien d'autre que la mé&thode

des liaisons temporaires introduite par FRAELJS de VEUBEKE [FZ| pour le

traitement des structures hypostatiques.,

Une maniére simple d'assurer la condition de constance du volume

{2.3.4) consiste & l'introduire directement dans le principe (2.2.3)

i 1'aide d'un multiplicateur lagrangien v , On obtient de la sorte

le principe augmenté

t . . . .
6[2[_21_ £ N £+ £ By + £X Dq +v e’ (By + Dq)

t1
1.T 1 T 1L.T ., .
+5y Cy+5q (K-5) ¢ -3 My] de=o0 (2.3.6)

/

dont les équations d'EULER-LAGRANGE, obtenues en variait successivement

£,v,y et q, s'écrivent :



2.8.

B§ + D§ - NE = 0

eTBy + eTDq =0

: (2.3.7)
Cy + BT.f + BT e v=0
(K-S)q + M + D'£ + D'e v=0
ou encore, sous forme matricielle,
. T 17 7 I r] [ ]
K-~ 0 De O q M o o D g
0 ¢ 8le o y 0o 0 o gy
T T + =0
e’ D e B 0 0 v 0 0 0 0 v
0 0 0 £ D B O -N ¥
- - (2.3.8)

Comme la condition de constance du volume est 3 présent assurée
indépendamment de la singularité de la matrice N, on peut fixer un
_poteﬁfiel, ce qui permet d'éliminer le vecteur £ d l'aide de la relation
(2.3.5). Reportant cette &quation dans le systéme (2.3.8) , on obtient

" le systéme réduit

K-S 0 Dl [q M+DN~ T D DNt B 0 ] *
- T -1° T 2 ,

0 Cc Be vy + BNO D BNo B o ¥y = 0 .
eld e'n 0 v 0 ) 0 $ *

(2.3.9)

C'est un probl8me aux valeurs propres classiQue' avec un terme de 5
vcoﬁtrainte linéaire., Les matrices ne sont plus dégénérées, De plus,
1'&limination compléte des degrés de libertéd du fluide permet de ré&soudre
un systéme considérablement réduit, d'oli une économie substantielle de cal=-
culs ., -Aprd&s résolution, les degrés de liberté f peuvent &tre aisdment

restitués par la relation (2.3.5).




2.9,

3i 1'on compare cette technique de réduction du systéme 3 celle
de GUYAN-IRONS, qui est couramment utilisée en analyse dynamique des
structures [C3,G4,Ié]', on remarquera que les op&rations sont trés
'similaires. Il y a cependant deux différences fondamentales entre ces
deux techniques, Tout d'abord, l1'@limination est effectude 3 partir de
la matrice de masée et non celle de raideur, c'est-d~dire que 1l'on
exprime l'équilibre des forces d'inertie et non celui des forces é&lastiques.
La deuxiéme différence se trouve dans le fait que, face 3 ces termes
. d'inertie, il n'y a aucun terme de raideur, ce qui signifie que, contrai-
rement 3 la technique de GUYAN~IRONS, le procé&dé d'élimination ci-dessus

n'entraTne aucune erreur et ne.nécessite donc aucune précaution

spéciale ni aucun choix de degrés de libertés retenus pour maintenir une

précision suffisante.

Enfin, on observera que cette &limination n'affecte que la matrice
de masse du systéme assemblé et non celle de raideur, qui ne subit qu'un
simple compactage, Cette constatation revét une grande importance pratique,
car elle est 4 la base de la méthode de condensation séparée des matrices de
raideur et de masse décrite ci-dessous. C'est précisément pour obtenir
ce résultat que nous avons utilisé un multiplicateﬁr de LAGRANGE pour
introduire 1'invariance du volume, plutdt qu'une techniqﬁe de projection
comme celle qu'a utilisé FRAEIJS de VEUBEKE dans sa méthodé des liaisons
temporaires [?2] . En effet, cette dernidre technique présenteralt ici
le grave inconvénient de modifier la matrice de raideur et donc de coupler

1'assemblage ‘des deux matrices,

Dans ce qui précéde, nous avons supposé qu'il n'existait qu'un seul
réservoir de fluide, Dans le cas des réservoirs multiples, on peut repren-—

-~

dre le raisonnement ci~dessus, i cette différence prés qu'il existe un

mode singulier de fluide par réservoir., La matrice N aura donc autant de

singularitds qu'il y aura de réservoirs, et on devra attribuer un
multiplicateur de LAGRANGE i chacun de ceux-ci, Ceci correspond au fait
que le volume de fluide est constant dans chaque réservoir pris

-s€parément., (A moins qu'il ne s'agisse de vases communicants, qui doivent

étre considérés comme un réservoir unique).
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4, TECHNIQUE D'ASSEMBLAGE ET DE RESOLUTION DU PROBLEME AUX VALEURS
PROPRES DE L'ENSEMBLE FLUIDE-STRUCTURE AVEC REDUCTION DU SYSTEME

Dans les problémes dynamiques classiques, on réduit souvent le nombre
de degrés de liberté par une technique gue l'on peut schématiser comme

suit, Partant d'un systdme :

Kep  Kpel |®R Mpr o YRe 4
- = 0 (2 .4 . 1)
Ker chJ 9c Mer  Mec 9q J
I | i

ol les indices R et C désignent respectivement les degrés de liberté& que
1'on désire retenir et ceux que l'on désire éliminer, on se donne une

relation de la forme

A

9c = Rep (2.4.2)

permettant de calculer les degrés de liberté condensés en termes des
degféé de liberté retenus. On exprime alors cette relation dans le

principe de HAMILTON : 1'énergie de déformation sera donnée par
T T T T T %
V= Kr R * 9 Kr It IR Fre %t % Fec % T R e R

avec

% T T
"R - KRR + R KCR + KRC R+ R KCC R (2.4.3)

---at -1*€nergie cinétique , par
| oT s o aT A, T _ T .
20 = & Mo dp + &g Mop dp * g Moo G * 40 Mop &0 = &g Moy g
avec

T T
M;RaMRR"-R Mop ¥ Mpg R+ R Mo R (2.4.4)

Le choix de la matrice R conditionne &videmment la validité du procédé.

Une exigence primordiale sera que les modes rigides soient préservés,

Rappelons qu'un mode rigide est solution du systéme homogéne
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|
=

%gr 9p * ¥pc 9% ~

Ker @ * ¥eo 9¢ =

Si 1l'on suppose que la structure est fixée de maniére au moins isostatique

lorsque les qp Sont posés nuls, la deuxiéme de ces relations entraine

-1

qc = - KCC KCR qR ? (2.4.5)
soit
R =-K1g - (2.4.6)
CC CR o

Ce choix caractérise la condensation de GUYAN-IRONS E?Z,GB,I?] .

C'est la seule relation de la forme (2.4.,2) qui préserve les modes rigides.

Si 1'on se reporte au systéme (2.4,1), on constate qu'elle consiste 3
négliger 1'effet des charges d'inertie relatives aux qg sur la forme du
mode., Cette constatation sert généralement de guide dans le choix des
degrés de liberté i condenser. On peut aussi dire que 1l'on remplace, au
droit des dcs le mode réel par la solution statique correspondant aux 9

donnés, Cette interprétation se base sur l'équation (2.4.5).

La méthode des sous-structures en série est décrite en détail dans
les travaux de SANDER [éi] et GERADIN [§3, G5, Gé] « Dans cette méthode,
la premidre sous-structure résulte de l'assemblage d'un certain nombre
d'éléments ; on définit alors de nouvelles structures par récurrence, par
addition d'&léments 3 la sous-structure précédemment définie., Dans chaque
sous—~gtructure on distingue

- les degrés de liberté retenus dg » qui sont soit des degrés de
liberté que 1'on a décidé de retenir pour la résolution finale, soit des
degrés de liberté appartenant également 3 des &€léments non encore connectés,

-~ les degrés de- liberté i condenser e s : -

On peut donc écrire les matrices de raideur et de masse sous la forme

“m Kae " e

et | (2.4.7)
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La premilére €tape consiste 3 calculer la matrice de réduction

-1
R ==~ KCC KCR » et la matrice de raideur condensée

. _ |
%rr = Krr = %ge Xec Xer 3 (2.4.8)

la deuxidme 8tape est la condensation de la masse: il faut calculer

-1 ~1 -1 -1
= - K__- - + :
Mzk MRR RC KCCMCR MRCKCC KCR KRC RCC MCC KCC KCR
(2.409) !
On se rend aisément :compte que ces deux opérations peuvent &tre effectudes

_séEarément; En effet, pour assembler et condenser la matrice de raideur,

on 'n'a besoin d'aucun renseignement sur la masse. L'assemblage et la

’
RN

condensation de la masse peuvent @tre réalisés ultérieurement, 3 conditio.

d'avoir mémorisé les matrices R de chaque sous-structure sur une unité
périphérique. L'intér8t de cette séparation des deux assemblages réside

dans 1'économie substantielle de mémoire qu'elle permet de réaliser.

Pour le probléme aux valeurs propres (2.3.8), la situation est toute
différente. Tout d'abord, la condensation des degrés de liber;é de fluide
-se fait sur la matrice de masse, Lorsque l'on procéde directement 3 cette
-condensation, sans levé@e préalable de 1la singularité de la matrice N
E}Z,BZ,BQ] ,-cette condensation se termine par la mise en évidence de la
singularité et l'apparition dans la matrice de masse de la contrainte
d'invariance du volume. Il faut alors reporter cette contrainte dans la
matrice de raideur avant de pouvoir commencer la condensation des degrés ‘-3
de liberté de structure. Cette technique présente donc le grave inconvé-
nient de perturber 1l'ordre d'assemblage des deux matrices et d'exiger
une procédure en deux &tapes, l'une pour &liminer les degrés de liberté
de fluide et traiter la contrainte de constance du volume qui en résulte
et 1'autre pour condenser le probléme modifi&. Ce procédé est peu pratique
et, en outre, 3 la fin de la premidre &tape, les matrices de raideur et de
masse doivent obligatoirement contenir tous les degrés de liberté de
structure adjacents au fluide et tous les degrés de liberté de la:surface

-1ibre, ce qui conduit rapidement 3 des dimentions prohibitives,

C'est ici qu'intervient la remarque que nous avons faite ci-dessus,
3 savoir que si 1'on léve préalablement la singularité de la matrice N par
1'introduction a priori de la condition de constance de volume (ce qui
n'augmente le nombre total de degrds.de liberté que d'une unité par

réservoir), l'élimination des degrés de liberté de:fluide n'a aucun effet
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sur la matrice de raideur, Il redevient donc possible d'assembler et de

condenser cette matrice indépendamment de celle de masse. On procéde
ensuite 3 l'assemblage et la condensation de cette derniére, ce qui
s'effectue en deux temps: on Elimine d'abord les degrés de liberté

de fluide, puis on condense les degrés de liberté de structure qui ont

déja été €liminés de la raideur;

Dans le cadre de la méthode des sous-structure en série, on

.distinguera donc, pour chaque sous-structure,

- les degrés de liberté de structure retenus qz

les degrés de liberté de structure condensés qC

~ les degrés de liberté de fluide q .
Les déplacements de surface libre seront classés parmi les qp et les s
de méme que le multiplicateur lagrangien + Les matrices de raideur

et de masse ont donc les formes respectives

e Xre O M Mo My

KCR KCC 0 et MCR MCC MCL , (2.4.10)

° 0 0 MLR MLC MiL

La premiére &tape consiste 3 écrire la relation classique

-1

qc == KCC KCR qR’ (2.4.11)

et 3 condenser 1la matrice de raideur de la maniére classique:

~

* =x -x _ x!

RR RR RC CC KCR (2.4.12)

CC CR

La matrice K—l K., est alors mémorisée sur périphérique, puis on passe
d la sous-structure suivante, ’

Lors de l'assemblage de la matrice de masse, on &limine d'abord les

degrés de liberté de fluide par la relation

B '
9= - My Mp Rt M A o (2.4.13)

-ce -qui conduit 3 la nouvelle matrice de masse
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, . (2.4.14)

avec

:

M = Mg, Mz Mo

' -1
cr = Mer T Yoo Moo Yir (2.4.15)

ic4]
|

-1
Moo = Moo ™ Mo Mo Mic

On recherche alors la matrice Kgé KCR sur la mémoire périphérique pour
effectuer une condensation classique de la matrice de masse modifiée

(2.4.14), ce qui méne 3

k= -1 = ] -1 -1
Mer = Mrr ~ %re Kee Mre T Mer Koc Kor * Fre Ko Mec Fec Ker

(2.4.16)

‘puis on passe 3 la sous—-structure suivante.

Aprés résolution du probléme aux valeurs propres dans le systéme

retenu, on peut restituer les degrés de liberté 4 et q;, en reprenant

- les -sous—-structure dans l'ordre inverse, Pour chacune d'elles, on

‘calcule successivement les qp par la relation

-1 .
% = - Koo Kor % \ (2.4.,17)

et les q;, par la relation

o ~1
g, = - M Ofp 9p *+ M 9 (2.4.18)

Cette dernidre opération suppose que l'on ait mémorisé les matrices

“M;i MiR et M;% MLC'de*chaque sous~-structures sur périphérique.

La possibilité de calculer un premier itéré des modes propres
ainsi que des bornes 3 l'erreur commise sur les valeurs propres du
fait de la condensation [EB,G?] reste acquise au méme titre que pour un
probléme dynamique classique. En effet, la condensation des degrés de

liberté de fluide est parfaitement rigoureuse et n'entraine aucune

-détérioration du spectre propre du systéme.




CHAPITRE III

DESCRIPTION DES STRUCTURES DE REVOLUTION




de type POGO des lanceurs et bien d'autres encore.

1. INTRODUCTION

Les problé&mes d'interaction fluide-structure ont &té
envisagés jusqu'ici d'un point de vue assez général. La
formulation exposée au chapitre 1 ne faisait en effet pas
d'hypoth&se spéciale sur la géométrie et dans le chapitre 2,
nous avons supposé que la discré&tisation dtait réaliséé, ce
qui nous a permis d'étudier la mani&re de résoudre le probléme
aux valeurs propres correspondant. A ce stade, nous pourrioné
donc étudier une classe assez large de problémes, comme le
ballottement du carburant dans une aile d'avion, les vibrations

“}

A

I1 convient a présent de préciser le type de structures
envisagées. Comme notre é€tude est orientée vers les problémes
des lanceurs, nous accorderons un intér@t particulier aux

structures & géométrie de révolution. La précision "& géométrie

de révolution" signifie que la mise en charge et les modes

dynamiques &tudiés sont quelconques. Les structures du domaine

aéro-spatial sont congues avec le souci constant de limiter
le poids. C'est pourquoi, elles sont généralement constituées
de coques minces raidies par des longerons et des lisses. On

y trouve aussi des mat&riaux multicouches et sandwiches,

notamment dans le cas od le constructeur utilise des revéte-
ments viscoé&lastiques amortissants. ]

~

Nous étudierons d'abord les coques de révolution. L'exposé

commence par l'é&tude des coque$ d'épaisseur modérée, c'est-a-
dire que l'on tient compte de la déformation due & l'effort
tranchant. Les raisons de ce choix se trouvent dans l'appli-
cation de la théorie aux méthodes d'é€léments finis : seule
une théorie de ce type permet une connexion de la coque & un

volume sans provoquer de bZillements (fig. 3.1); d'autre part,

mous verrons que la formulation des coques d'épaisseur modérée

permet d'étudier les sandwiches par des coques équivalentes.
Le cas des coques de KIRCHHOFF-LOVE est alors déduit trés

simplement du cas précédent.




L'examen des diverses formulations proposées fait
ressortir des différences dans l'expression des dé&formations,
"notamment pour la torsion. Certes,les différences sont de
1'ordre de t, ce qui pousse d croire qu'elles sont négligeables.
Noué montro%s qu'il n'en est rien, car la présence ou l'absence
de cés termes ''mégligeables" conditionnne la représentation
correcte des modes rigidés de rotation et, par 13 m@me, de
'1'équiliBre.vNous introduisons en conséquence une méthode de
simplification des déformations basée sur un développement
en série et un critére de simplification garantissant le

respect des modes rigides.

N Le brobléme des conditions de symétrie sur 1'axe de

| symétrie est rarement abordé& dans les expos&s classiques.
Nous proposons une &tude systématique de cette question;
tant pour les coques de HENCKY-REISSNER que pour celles de
KIRCHHOFF~LOVE, se basant sur le fait que 1'énergie de défor-

-mation doit Btre finie.

‘L'étude des coques a8 double courbure par la méthode
des €léments finis se heurte & des problémes de représentation
~.des -modes rigides dans le mod&le adopté. Q'est pourquoi nous
proposons une .approche nouvelle, basée sur une extension de
la théorie des coques plates de MARGUERRE au cas des coques

quasi-coniques. L'avantage de cette formulation ré&side dans

N

le fait que la solution obtenue converge vers la solution
~gque donnerait la théorie des coques profondes, lorsque le
-maillage se raffine, car les hypoth&ses des coques quasi-
coniques tendent 3 Btre vérifiées. |
lj.

Les raidisseﬁrs de révolution sont &tudi&s en détail.
L'étude inclut les gauchissements, et nous montrons qué si
l'extension radiale du raidisseur est faible, les gauchissements

---gont -identiques & ceux des poutres rectilignes. La prise en
compte de la raideur due au gauchissement de torsion est

~discutée en d&tail. Enfin, on montre comment tenir compte du

déport du centre de gravitd de la section par rapport au

. feuillet moyen de la coque.




Les sandwiches et multicouches font l'objet d'un
paragraphe spécial, ol les différentes mani€res de les
représenter sont présentées et discutées.

Enfin, une section est consacrée & la méthode de
répartition des raidisseurs. Les relations constitutiyeg
orthotropes sont déduites par la Qoie énergétique, et mnous
présentons une &valuation de l'erreur introduite par cette.

répartition.

L'étude des coques se fait de plus en plus & 1'aide

du calcul tensoriel. Celui-ci permet d'&tablir une théorie vy
tout—-&-fait générale, et clest 13 son principal avantage. e/
En contrepartie, la lecture d'un exposé& utilisant le calcul
tensoriel nécessite un certain entrainement et, de ce fait,
rebute bon nombre d'ingénieurs. C'est pourquoi nous nous

sommes efforcé& de rendre notre exposé indépendant de cette
discipline. Les quelques notions absolument nécessaires sur
les coordonnées curvilignes sont expos@es au début du chapitre,
dans un formalisme matriciel que nous avons essayé de rendre

aussi simple que possible. Cette méthode s'applique telle

quelle & tous les systémes orthogonaux et, moyennant quelques

compléments, elle pourrait d'ailleurs.@tre étendue aux systémes

quelconques. L'utilisation du formalisme matriciel permet de
systématiser les calculs et, par 13 méme, de minimiser les ‘ﬂh>

.

risques d'erreurs.

2. THEORIE ELEMENTAIRE DES COORDONNEES CURVILIGNES

2.1, Changement de repére

v g PP . ,‘.--;- -5
Considérons un référentiel cartésien {e1 s €9 33}

de 1l'espace physique R3, et soit U un vecteur quelconque.

Ses trois composantes carté@siennes U s U, , Ug sont telles

que

3 €3 (3.2.1)




et forment la matrice unicolonme u :

(3.2.2)

(=
I
=5 I =3 B = |

En particulier, un point P peut €tre représenté& par son

vecteur~position

> > > > 3.9.3
r = x; e + X, €, * Xg €4 (3.2.3)
solt encore
o= {x, , x, , x,} (3.2.4)
1?2 72 2 73 e

Supposons a présent que les trois coordoniiées du-point P
dépendent de trois autres wvariables E] , 52 et 63. Lorsque
celles—ci prennent un accroissement infinit&simal, le:point P

se déplace de
-> -> > > -
dr = h] d;l + h2 dEz + h3 d£3 | (3.2.5)

avec

=
]

(23]

[

(3.2.6)

N

Nous utiliserons en effet les notations

D.(+) = a(j) ’Bi(.) = %éj) (3.2.7)
l' 1 o .’/ .

. > ] ~ . P
Les trois vecteurs hi ont poqr représentation cartésienne

les trois matrices unicolonnes hi’ I.a matrice carrée

J=+{h, , h, , h,} (3.2.8)

i3 7 95 ¥4 (3.2.9)




C'est donc.la matrice jacobienne de la transformation. Si
son déterminant, que mnous noteronsé}, n'est pas nul, les
trois vecteurs HZ sont indépendants. On peut alors utiliser
ces veécteurs comme base pour tous les vecteurs définis au
point P. Les composantes définies dans cette base sont dites

contravariantes. Il est plus commode d'utiliser les vecteurs

normés
-> -
h. h',
a, =—5— = —= (3.2.10)
Hhill Ki
oli’ 1'on note
k; = Hngll (3.2.11)

Les composantes définies dans la base (3.2.10) sont dites
. -
composantes physiques. Un vecteur quelconque u aura donc

‘dans ‘ce systéme les composantes Uy o, u, , Ug , définies par

4 =u; a; +u, a, +uy a, (3.2.12)
.et- formant la matrice unicolonne
s
u o= |u, (3.2.13) y
. U3

P

Le passage d'un systéme & 1l'autre est extr@mement aisé.

En effet, la relation (3.2.12) entraine
u=u, a; +u, a, +u, a, (3.2.14)

soit

£
It

Su (3.2.15)




oli S est la matrice définie par

- = - T T -
s ={a, , a, , an,t = {— , =, =} (3.2.16)

I1 découle immédiatement de cette définition que

J.. :
217
s.. = 3.2.17
5 EPY ( )
4 i
et
sT! -k, 57! (3.2.18)
ij i Yij

2.2, Systémes orthogonaux

Nous dirons que le systé&me curviligne est orthogonal
. . -> -> -+
si les trois wecteurs a; s a8, , ag

orthonormé. Il est clair que dans ce cas, la matrice § est

forment un référentiel

orthonormale c'est-a-dire que
S = 8 . (3.2.19)

Les sytémes orthogonaux sont les plus courants. Nous citerons
en particulier les coordonnées cylindriques et les coordonnées

sphériques.
Introduisons encore 'la matrice

M = 8"8 (3.2.20)

. /
qui joue un r3le privilé&gi&. Il est Equivalent de dire que
le syst&me est orthogonal ou que la matrice M se réduit 3 1a

~matrice unité I.

2.3. Convention de sommation

Afin d'alléger les &critures dans ce qui suit, nous
ferons la convention de sommation suivante : chaque fois qu'un
‘indice est répété, il y a lieu de faire la somme sur les

valeurs 1 , 2 et 3 de cet indice, .excepté s'il affecte un des




nombre Ki' Ainsi, par exemple,

3
U, v. = .4 U. Vv
i 1 i=; 1 1
.ui
— K, . :
Ki s Ky u1 ) pas de somme (3.2.21)
‘ 3
A K., v, = L. A K., v
1] 31 1] J=

2.4, Tenseur métrique

% P -
L4 tenseur métrique apparait lorsque 1l'on veut calculer

‘'1'élément de longueur. En effet,

2

ds® = dr.dT = (3, x; dE) (3 x; dE) = Iy g, 4B dE,
=6, ag, dE, . |
oi 1'on voit apparaftre la matrice
¢ = J%J o (3.2.22)

qui porte le nom de tenseur métrique. On a visiblement

G.. = h..ho ‘ (3.2.23)
ij i )

ce qui permet encore d'écrire
= h, .h, = K. K. a, a. = K: K. M.. (3.2.24)

En particulier, dans un systéme orthogonal.

G = diag (Ki) (3.2.25)

2.5. Transformation des dérivées

Soit ¢ un scalaire. On a-




D;"¢ =D; &5 8, 6= J,; 350 (3.2.26)
by ¢ = B, x, D, 0 = I, D¢ (3.2.27)

Ce sont les formules fondamentales de transformation des

dérivées.

2.6. Transformation du gradient

Le gradient est un opérateur associant a8 un scalaire ¢

! __)- - - kd - - .
un vecteur V¢ défini en coordonnées cartésiennes par

(V@)i = D, ¢ - (3;é.é8)

1

Les composantes de ce vecteur en coordonnées curvilignes

seront donc

(V$); = s;;

e =7l g7

(V05 = S35 P5® = Siy Jiej % @

ol 1'on a utilisé les formules (3.2.15) et (3.2.25). Tenant

compte de (3.2.18), on a encore

, -1 -1 -1 1
Vo)5 = S5 Siy g % ® 7 M G

8. $) (3.2.29)
Kk k

Si le systéme est orthogonal, cette expression se ré&duit a

Vo), - %T”Bi 6 ‘ (3.2.30)
1

2.7. L'identité de JACOBI [@2]

Voici une identité tré&s utile, dont nous avons d'ailleurs

fait usage au chapitre 1. Elle s'écrit
. : -1
9. J..) =0 : 3.2.31
i (g f ) ( )

Pour la démontrer, on part de 1'€galité@ évidente



2 (?J}}L) - JT? b o+ oy I ‘ (3.2.32)

Développons le premier terme du second membre. Tout d'abord,

on a - ) ~

ng = (mineur kg, I) 33. sz =y J,Q,k Bj .sz

or
3j Jpg = 332 X = Bz.ka
d'oi ‘
/“)
(;Z }le ,Q,k 2, kJ JJ ka) in
s ‘ -1 _ 5 .
Notant enfln que ka in = Bki , on obtient
(0, 3, 3 = -a . 5, 37
2 Yy’ JIsi ki %% Jji
ce quil conduit &
3] 8. F = 373' 3, 370 =- 6,, 9, 37) = i}a ;!
Ji 7] Lk kJ L Ti1 i "% Tii i “ji

ce qui, par comparaison avec (3.2.32) mé&ne au résultat
annoncé. (W)
L'identité de JACOBI est souvent trés utile. Pour

1'illustrer, montrons comment se transforme la divergence

2.8. Transformation de la divergence

La divergence est un opérateur faisant correspondre un

scalaire 3 un vecteur, défini en coordonnées cartésiennes par

div-u = D, a. (3.2.33)
1 1

La transformation est €lémentaire



- 1 -1
Dy uy = J,; 8, (S; up) Qj;in Bs (8;, uy)

ce qui, en vertu de l1'identitd de JACOBI, équ'ivaut a

.__l_ =1
-—a (}J Siq ) —gaj (;in T Ksz,)

soit finalement

F

a (_~ u.) (3.2.34)

I
F ] S

On obtient donc une formule tout & fait gé&nérale par une

.
div u =

voie trés simple.

2.9. Dérivées covariantes

-On rencontre souvent dans la théorie de 1'é@lasticité
. - . » -~ . - - ]
des expressions ol interviennent les dérivées Dj u. d'un

vecteur. Considérons le produit scalaire

-+ > -T -
u . v =u v

.On a -évidemment

d (0 .%) =d (at 3 = al ayv + v¥ a3

Etudions le premier terme : on a

N

u” dv = u (Di v) d X

Peut-on trouver un opérateur de dérivation vli tel que

ol dv = u’ vy dx; ! (3.2.35)

-I.a réponse est affirmative. Si l'on note que

dx; = &, dE, | (3.2.36)

on a évidemment



at 43 = u? vig kg dEy (3.2.37)

or il est clair que

-T .= -T T 1 -
dv = u~ § = Bi (v) Ky d&
i
T T 1
= u S K—:—ai (SV) Ki dE
i
= u{sTs (-5, v) +sT (15, ) vik, at ,
K, 1 K., 1 i —
i i e
(3.3.38)
d'od, par identification de (3.2.37) et (3.2.38)
e
vli = M %— Bi v + Bi v (3.2.39)
4 i
_;,//'_'"\..,'_'_\_*____ """"" T -///\‘
oli apparaissent les matrices
T ,1
B1 = § (K—— 9 i s)
1 _—
Dans un systé@me orthogonal, les matrices Bi sont
antisymétriques. En effet, on a
_ _ T _ T T _ T
0 = Bi I = Bi (s78) S ai S + (8i $7) § = Ky (Bi + Bi)
Dans ce cas, la relation (3.2.39) se réduit a ‘
—t \)
/vli = %~ Si v = Bi v s B, antisym. (3.2.40)
—:-i_—-_—-"_"— . . .
Remarquons finalement que 1l'on a
1 > T . _ . _
a; &= 9 a3 = (ap) (aj)‘k 851 Bi,1m Omj = Bi,ij (3.2.41)

K

Enfin, la composante n°i de alj se note ailj

2.10. Exemple

Pour illustrer les considérations qui précé&dent, nous

traiterons le cas des coordonnées cylindriques. Elles se

caractérisent par les relations



3.13.

X = r cos © y =1 sin 6 z = 2z © o (3.2.42)

La matrice jacobienne est donc

cos O - v sin 0 4]
J = sin 6 r cos O 0
0 0 1
- ) |
et on a
Kp =1, Kg =1 ,K =1 ,2} = r (3.2.43)

La matrice de transformation est donnée par

cos O - gin 6 0
s = |sin ® cos 0 0 (3.2.44)
0 0 1

Elle est visiblement orthonormale. L'@l&ment de longueur

est donc

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

ds® = K dr® + K7 d8° + kD dz” = dar” + r” 46”7 4 dZZ(}\”‘(3.2.45)

. . >
Calculons la divergence d'un vecteur u : ce sera

. > 1..0 . r 0 T 9 (r
div w =~ & {5? (T ur) + 5—"(r “e) * 3z (1 uz)}
_1a 1AL, -
T r Jr (x ur) * r 390 Yo * 3z "z ) (3.2. )
Le gradient d'un scalaire sera
_ 3 _ 13 - 9
(v(b)r ". ’3"‘1:' q) H (V¢')9 - ‘r"' "—e' ¢ ] (vd))z = 3z d)

Passons enfin au calcul des matrices Br s Be , Bz'
On a visiblement



3 s=0 , 3 S§=0
or 9z
et
- sin 8 -cos 6 O
13 1 o
T 39 S = = cos © sin 6 O
0 0 0
par conséquent
B =0, B =20
T z
[ cos 0 sin O O||- sin & = cos 6 O 0 - 1/r O
B9 = % - sin & cos 6 O cos 8 - sin B8 O = [(1/r O 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
On en déduit
., u )
u = 3— u A u = 3— u
| or | z 0z 8
u
z u
z
- - 1 . _
u 0O - — 0 [ u
T T
13 1 -
e =tFTae || *|xr % O | U |
o
a 0 0 O u ya
Z_ L _—z- P

ce qui permet de calculer des déformations
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Su UNIVERSITE DE LIEGE
= o r Laboraiaire d'4éy .y
€ u G Aeéronautique
rr T l r ar Rue du Val Bencit 75 — 4000 LIEGE
Yu u BELGIQUE
€ = = _]. __9_ -+ .....]E..
66 ~ Ye|e T T 38 T
Jdu
[ = 1u = z
zz z|z 9z
u auz (3.2.49)
Yyz = “rlz T %z|r T 3z ME
]
= u + u = .l_ __aut. — ..L.l__e_ + u'
Yro r|6 o|r r 96 T or
. W N Bue . 1 Buz
Yoz 0|z z|6 dz r 99

On remarquera que la notation matricielle permet de

-

/

mener les calcéuls d'une mani&re trd8s systématique.

2.11, Surfaces et coques

Une surface est un ensemble de points de R3 définis
par deux paramé@tres El et Ez : le vecteur position d'un
.point de la surface est donc donn& en coordonnées carté-
siennes par

:

= {X (El’EZ) s

0
1 (519‘52) » X

(51,62)} (3.2.53)

2 3

.

Nous utiliserons désormais des lettres grecques pour
désigner des indices pouvant prendre les wvaleurs | et 2.

Les vecteurs de base de la surface sont

-—0>' 32 —9- ag \
= r = ____._..-r b
hi az , h2 az (3.2.54)
1 2
. ~et.leurs normes sont notées El et Ez. On définit alors le
" yecteur normal & la surface par ‘
9 9 .
> . h1 A h2 '
a3 (Bp8y) = oA (3.2.55)

1 72



Considé&rons 3 présent le volume engendré par la

relatibq
.—r 8 - o -> t t
r = r (El’gz) ¥ T aq (El,gz) s T € [—'2‘ (El’gz) 3 (EI’F’Z)]

. (3.2.56)

.Udvtel volume s'appelle coque. Toutes les surfaces ne per-
mettent cependant pas de dé&finir une coque : en effet, pour

que la définition (3.2.56) ait du sens, il faut que le

jacobien

’ = D (st:z) )
7/ den 3 G (3.2.5‘;}.‘_‘\)

R

~soit de signe constant. En particulier, les angles sont.
théoriquement exclus. Nous dirons donc qu'une surface est
régulidre s'il existe un nombre g > 0 tel que la coque
d'épaisseur B soit correctement définie. Il convient de
noter. que la théorie des coques suppose toujours que la

surface de référence, appelée feuillet moyen, est réguliére.

En pratique, on étudie le plus souvent des coques irrégulie-
res. Ces irrégularités sont 3 la source d'un certain nombre
de problémes, dont 1'impossibilité d'assurer la compatibilité

parfaite dans un moddle cinématiquement admissible.

2.12. Courbure -

~

Il est possible de caractériser la courbure d'umne
surface régulidre & partir de ses &quations paramétriques
- (3.2.53). En effet, la courbure peut &tre définie par la
rotation du vecteur normal lorsque 1'on se déplace sur la
surface : considérons, pour fixer les idées, un arc infini=~

"~ tésimal de longueur k, d &,. La figure (3.3.) montre que

1'on a
-S>
K, dg da
1 ~)
R l = 8&3 dgl (™ \‘hw\:i’
1 1



1
Le terme =

le systéme
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-
..a3
g1

-

Qo

1 1
Ry Ky

I1 est domc naturel de considérer le tenseur

R
KQIB = 2 f(33>81a + (aB)QIB}
39
qui, en vertu de la relation (3.2.;25 se réduit 2
K , == {B + B } SO (3.2.58)
a R 2 0,B3 B,o3 f
o
En Soordonnées curvilignes orthogonales, c'est-a~dire si ﬁl
et'E; sont orthogonaux, cette matrice contient les courbures :
1 1.
Ry Ryp
K = (3.2.59)
11
‘12, Ra

est .appelé torsion. Si la torsion est nulle,

R
de coordonnées (E],Ez) définissant la surface
est dit principal. :

b

I1 -existé un autre moyen de déterminer la matrice K.

.En effet, si 1'on considére le tenseur métrique d'une coque

associée 38 la surface, on a

-
= 93 = 83 (hu'hﬁ) (3.2.60)

3 (GaB)

"y
¥




s - > -+ o >k -+ > 14 ->
§3 (GaB) = hm.aB ay * hB.’au ag = K, Kg {aual;BB ag + asfoc a3}
. . ,\G) o\'\
et, en vertu de la relation (3.2.41),
85 (GuB) =*Ka KB{Ba,BB + BB,Q3} (3.2.61)
c'est-3-dire que
k=1 1 5 ey (3.2.62)
aB 2 90 g. 3 oB e
K Ky
a T = o

Ve,

Cette relation permet de d&duire qu'un systéme principal est

(>

un systéme de coordonnées orthogonales sur la surface qui X
réeste orthogonal dans la coque.
3. THEORIE DES COQUES A GEOMETRIE DE REVOLUTION

“Nous développons ici une théorie de coques du type
HENCKY-REISSNER, c'est-Z-dire prenant en compte l'effet de
1'effe§ﬂtranchant. Le cas des coques de KIRCHHOFF-LOVE s'en
déduit ensuite aisément.

3.1. Considérations géométriques

Considérons d'abord l'intersection de la coque avec le. )A
plan méridien (fig. 3.4). Un point P du feuillet moyen y est
défini ﬁar ses deux coordonnées r et z, que nous ferons dé-
pendre d'une coordonnée curviligne s. La figure montre clai-
rement que

dr _ . dz _ _

35 - sin o) . Is cos ¢ (3.3.1)

[

Un point situé@ sur la normale au feuillet au point P aura

donc pour coordonées

(r + T cos ¢) et (z + T sin ¢) : (3.3.2)
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Enfin, les coordonnées d'un point quelconque de la coque

s'obtiennent par rotation

x = (r + T cos ¢) cos ©
y = (r + T cos &) sin 8 Cv- (3.3.3)
z = 2z (8) + L sin ¢

La matrice jacobienne vaut, en vertu de (3.3.1)

g =D (x,y,2) _
D (S’esl;)

(1 - ¢ %%) sin ¢ cos € -(r + T cos ¢) sin & cos ¢ cos O

1 -t %%) sin ¢ sdn O (r + T cos ¢) cos O cos‘¢ sin 6| ¥
- o, d¢ ' .
(1 z EE) cos ¢ 0 ‘ sin ¢ |
(3.3.4)
ce -qui -conduit aux relations
K = (1 - ¢ 'El-ql) Ky, = (r + T cos ¢) K, = 1 VD"‘ (3.3.5)
s ds’ *> 76 5 i T
La matrice de transformation est donc
. o '
sin ¢ cos B ; -sin @ cos ¢ cos O
S ='{Es,£e,£€} =| sin ¢ sin © cos © cos ¢ sin 0| (3.3.6)
- cos ¢ 0 sin ¢

‘Elle est visiblement orthonormale, ce qui signifie que le

syst&me est orthogonal. Le tenseur métrique est donc donné

par




L

et on a visiblement

[_ 4%

ds

1 3¢ _ )
t2

I 0

Le systéme est donc pr

- -4 1
ds ? R

1
Rs ¢

ce qui nous permet enc

I1 nous reste 3 calculer les dériv8es covariantes.

cos ¢ cos 6
%% = - % cos ¢ sin O
s
1sin ¢
‘-~ sin ¢ sin ©
%% = sin ¢ cos O
0

0 1
0 0 .
cos ¢ 0 3
&
AV
0 /LJ
incipal et, comme gs = et 26 =
~ .
- \\\\'\ b y
_cos ¢ CN'E
r
ore d'écrire
- 4
Kg r (1 + Re)

0. - sin ¢ cos ©
0 - 8in ¢ sin O
0 cos ¢
- cos © - cos ¢ sin O
- sin © cos ¢ cos O
0 0

On

(3.3.7)
()
r .
T ‘N- -_;?)'[)
ISR O
(3.3.8)
(3.3.9)
a
P



ce qui entraine-

~ z (-1 T 3§ _
BS-—(]-P:R-) S—a—sﬂ—
s
S s L 1 1gTas
Bg = 0" x) 15 30
B =
r 0

~d'oli les expressions

ou .
8
9s
du
_ g -1 0
u|s = (1 + Rs) d9s
Buc
95
].
= (
3 .
r -1 1%
ulg = (I +g) r 36
e
1 du
r 9
I
Ju
S
ag
u = E—‘i—-e—
|z 3T
a1
3t

—
o

o

[a Y

Rl
[a Y
w

A
~

o]

-

[a Y
]

2] —

1
R
. 8
0
0
7
0
1
Ry
0
(3.3.10)
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Les dé&formations sont donc données par

du u

=u | = Tyl s, &
®ss = Ys|s (1 + RS) G * Rs)
£ = = (1 +: L)_l (..!_ Bue + 3& 51__]’.'_ + jl_{:.)
66 “e[e - Ry r 96 T s Re
“rz T Uiz
. ., du u du
= o _ L. -1.1 s _ _6 dr g -1 0
Yso usle * u9|s = (1 RB) (r 00 r ds) (s RS ds
du du u ‘
- - S Ty b (& 8 )
Ysr = %s|z T %z|s T 3T 7 (1« RS) (35 RS) -
du du u
o _ 2 gyl (L2 Y
Yor = Yoz T “z]e T Bz ¢ o+ 30 (33 R_
' o § (3.3.11)

Ces équations sont purement locales et conviendraient,
par exemple, pour décrire une cogque épaisse. Nous nous limi-
terons & présent au cas des coques d'é&paisseur modéré&e. Pour )
Al

‘ce faire, 11 faut choisir une strueture en z des déplacements;//

3.2. Choix d'un champ de déplacements

.
A
Comme il est de coutume, nous ferons 1'hypothése que g
~-le-d€placement selon [ est constant sur 1'épaisseur; pour
les déplacements u, et ug, mous choisirons des fonctions,
affines
u (s,8,0) = u (s8,8) + ¢ a(s,B)
ug (s,0,2) = v (s,0) + ¢ B(s,0) T (3.3.12)
u (S,G,C) =

r w (s5,0)




Ce choix étant posé, les dérivées covariantes peuvent

se mettre sous-la forme .
_ _C___ -1 A ~

“s|s T (1= Rs) (Bgs ¥ TXgg)
S T R R S

“sle T (1 Ry (Yg ¥ t8y)

uS‘C = 0O

u S S R Y

os R Vs s

- z 2 v
uglg = (1 * 5 (Egg * TXgy)

6
uBIC = B s
o c - 1 A _
uCIs = (1 + E;) Ys; o | .
‘) SN ifv W 4 k,\\ ¢
Vs .
- {ov3 LS
- E. -1 - ) ) 5
ucle (1 «+ Re) Yeg 8 / ‘
llg I C = Q0 -

oli apparaissent les mesures de déformation

o du w e "
£ = 28 - PR !
Ss 9s ¥ R 3
s
y. =J1l3u _vdr -
Yo r 36 T ds
2 _ ov -
Ys T 3s
” _1-9v _udr L, w
;EQG Ty Tras” Rg -
(3.3.14)

S _ . 9w _u ‘
Ysz =% %35 TR g

s
2 1 dw v -
Yor =P * T8 "%




i _ oo
XSS———S-
5 -1p2a _pBdr
) r 06 r ds
s = 9B
S S
Y 1 98 , adr
Xeo = T 36 © T ds

3

' Ces deux groupes de formu%fs s'obtiennent par simple substi-
tution des expressions (423.12) dans (273.1@), sauf les ex-
1

pressions de u et u

zls zle-

‘Pour uEfs’ on a successivement

R _ T -1 oW _ u., _ ., 0
Ul = (Lt D) {5 Ry ~° RS}

(1 + &7 8 g1 %—) + o}

_ L \-1 dw _ _ 1
U R O R R’ ¢34

d'ol le résultat annoncé&. On proc&de de mé€me pour ugle.

3.3. Simplification des déformations

A ce stade, on est tenté& d'utiliser le principe des
travaux virtuels pour définir les relations tensions-défor-
mations, ce qui définirait des efforts mormaux, dei efforts
iranchants et des moments conjugués aux variables €og *

Eee s etc...

~-Cette technique, résultant d'une application stricte des
principes variationnels, a notamment &té utilisée par
~KALNINS'[k2] et par HUCK, MOL, IDELSOHN et nous-méme [sz.
En fait, elle s'est révélée extr®mement maladroite pour la
raison suivante.: les mesures de déformation définies ci-
dessus sont impropres, en ce sens qu'elles ne s'annulent

‘pas nécessairement pour un dé€placement rigide. Plus préci-

4
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"~ " ~ ~

sément, €.s * Egp ° Ys; , Ye; s (YS + ye), qui sont les
"déformations du feuillet moyen, s'annulent pour un mode
rigide, mais l'annulation des déformations en un point de
la coque signifie par exemple
Yoo = (1 + 507 (v, + 28 + (0 + B (v + 28y

s RS s 2 s Re 0 8

la)

"N
ce qui n'entraine pas nécessairement § + §, = 0. Il en
8 6
découle que la singularité devra apparaitre dans la matrice
des coefficients &€lastiques, ce qui comporte les inconvé-

nients sulvants

(i) La matrice des coefficients &lastiques devra
A - . . .
€tre calculée sans aucune approximation. Or il est de cou-

tume d'approcher les intégrales en négligeant les termes

t t P L .
en g— , §— », t &tant 1'épaisseur de la coque.
s 0 ’

(ii) L'extension et la flexion sont inévitablement

couplées dans la matrice de Hooke, et d'une mani&re bien
déterminée [K2]. Cette condition rend l'introduction d'une
anisotropie et la définition de coques multicouches extr@-

mement malaisées.

Nous proposons ici une approche nouvelle [D4], basée
sur un développement en série de puissances, et permettant
de tenir compte de la faible Epaisseur de la coque, tout
en portant une attention particulidre 3 la préservation

des modes rigides, indépendamment de la matrice de Hooke.

8i 1'on fait 1l'hypothése que 1'€paisseur t de la

coque vérifie les inégalités

c 2 ¢ 2
lﬁfd < IEEI < n.<< 1 _ (3.3.15)
s ' :

.on peut écrire

G+t =1 vom BT a1 r0m

s s 0 )




Cette approximation méne aux expressions suivantes des

dérivées covariantes

o)

~ ~ A ~ €
. r ' ss :
u g, = (e Ty ) =24 om))=¢€c__ + ¢ ( S yxo) ot om
s|s : ss XSS Ry ) ss Xgs Rg )
~ A C ~ ~ Ye
usle = (Ye + gae)(l - ig + 0 (n)) = Ye + T (§e - ig? + 0 ()
uS|C = 0
=(A+§)(1_.C__+o())—h+§(§ —~Y—S-)+O(:)
Yo s Vs 04 R n = Y s R n
0 L (g + C"\ Y (1 - (S o(n))= 2 + L (A - E—@ﬂ) + 0(n)
o6 06 * “Xae R, | 06 Xeo ~ ®g
u9|C =B | (3.3.17)
- v - - -~ -5y -
s Tor (1 R + 0 (n)) o Ysr (1 R, a + 0 (n)
- -k - v -5,y -
“rle T Yor (1 TRy T O M) T E = ey gy 2B o)
uglg = 0

Les déformations s'@criront alors, avec la m&me approximation

"

A ~ €
_ _ 88
Ess - €ss e (XSS RS ) + 0 (m)
A ~ a N Ys Yo
Yeg =Yg ¥ Yg *t T (58 + 66 - ﬁ; - Eg) + 0 (n)
= .._.- ~ _ E— . .
YSC - YSE (1 = ) + 0 (n) . (3.3.18)

S



T r——

_ ~ ~ _ E
eee = Eee + C (Xee ____e_) + O (n)
Ry
Yor = Yor (1 = & + 0 ()
)
EQC = 0

Du fait de l'indépendance lin&aire des différentes puissances
de T, les coefficients de chacune des puissances de [ des
déformations doivent s'annuler séparément lors d'un mode ri-

gide. Par conséquent, toutes les expressioné (3.3.18) des

déformations reépectent les modes rigides.

Dans le cas oG les conditions

1L << 1 i | <<t (3.3.19)
s 6

plus restrictives que les conditioms (3.3.15), sont vérifiées,

on est tenté de négliger en outre tous les .termes en %* et
. . . . . 38
%— des expressions ci-dessus. Mais ce faisant, on néglige

dés termes & ce point importants que les modes rigides ces-
sent d'@tre dépourvus d'énergie. Examinons ce probléme de

plﬁs prés.

Nous savons d&ja que lors d'un déplacement rigide, les
coefficients de la fonction constante et de I s'annulent sépa-
rément et ce, pour chaque déformation. On remarquera d'autre

part que pour toutes les déformations, sauf Yep ° le coeffi-

g 4

cient de Z— ou £— n'est autre que la déformation du feuillet

s .
‘moyen. Ce terme est donc nul pour un mode rigide, et pour un

-mode &lastique, il ne fait qu'apporter une petite correction

d'ordre |%—| ou |%—[ au terme relatif au feuillet moyen. On

speut donc fe négliger. Par contre, dans 1l'expression de YsG"

":on voit apparaltre le terme

, 4 | ~
s 0 : Y-
-z (.ﬁ__ + .R__) : . .(3.3.20)

s ]

{




qui ne correspond pas exactement au terme (YS + Yé) relatif
au feuillet moyen. Il n'y a donc aucune raisom que ce terme
s'annule pouriun mode rigide, et nous verrons qu'en général,
il ne s'annule pas pour les modes rigides de rotation. Né-
gliger ce terme équivaut donc 3 renoncer & une représentation

exacte des modes rigidées. Or, 1'annulation de 1'énergie de

déformation en chaque point lors d'un mode rigide est essen-

tielle, car les €quations d'€quilibre en sont une conséquence.

D'ailleurs, rien ne garantit que le terme en question soit
petit, car dans l'expression (YS + Yé) > Y et Yg peuvent se
‘compenser, sans qu'il en soit de m&me dans le terme (3.3.20),
comme on s'en rend ais@ment compte en consid&rant le cas’
"-d'une courbure gaussienne négative, par exemple RS = - R, ‘
Re = R.

Tenant compte de ces remarques, on peut finalement
donner aux dé&formations les expressions simplifiées suivantes,

ivalables sous 1l'hypothése (3.3.1?).

ESS = ESS * EXSS

€90 = oo * SXgp

Yoo = Yo * EXgp (3.3.21)‘,“
¢ )

ol

aSS = ESS s XSS = Xss

€00 ~ o0 » Xgo = Xgo

?se = ?é + §8 » avec ?s = v, et §6 = Y

. =5 +3 5 =8 -18 o F =5, -18  (3.3.22)

Xsp T ©g p > &vec O ¢ s R_S 0 ) RG .3.




g

A

sg Ysc

=<1
]

On notera que le découpage de ;Se en ?S * §e et isG en

SS +‘66 correspond aux deux dérivées covariantes. Or, du

flait que les matrices BS . B6 et B_ sont antisymé&triques,

c
"le m@me champ n'apparait jamais deux fois dans une dérivée
covariante. Cette particularité présente un grand intérét

pour l'organisation pratique des calculs.

~ ~
Y Y
Pour illustrer l'importance des termes 7 et = dans

XSB’ nous calculerons cette déformation pour cﬁacun des

six modes rigides. Pour cela, nous avons besoin de l'expres-

o > > -+ . ‘
sion des vecteurs e, > ey et e, dans les coordonnées de la

coque. C'est chose facile car

1 4] 0
o=l = =T | LT
..{ex,‘ey,ez} = 8 {ex,ey,ez} = S 0 1 o|l= s (3.3.23)
0 0 1
d'oil
[sin ¢ cos 6 | ;in ¢ sin 6] - cos ¢—
e = |- sin 6 e = cos O e = 0 (3.3.24)
X y 2 !
=T
cos ¢ cos © cos ¢ sin O sin ¢

. . . -
.a) Mode rigide de translation selon'ex

s -+ .
-~Ce -mode correspond & u =e_ solt

u sin ¢ cos O




b)

<)

d)

cos ¢ cos ©

e
L]

e LB s 0

s R_
s -
S )

= 1 56 B.dr 1 ,1 du v dr

= 2% P er 1 ol oY Y =
66 r 06 f/ds R6 (r 296 T ds)

- (- sin & sin ¢ + sin 6 sin ¢) = O

rRe

Mode rigide de translation selon e;

Le développement est tré&s similaire, et nous

pas.

- - . +
Mode rigide de translation selon e,

-> > .
On a u = e, s soilt
u = - cos ¢
w = sin ¢

v=o0=8=0

Il est clair que i;e est nul

" -3
Rotation autour de e,

Les déplacements sont donnés par

> -+
u

= (r + T cos ¢) 4

ne le ferons

S

R



™
1]

cos ¢

Il vient donc

-~
~ Y
= —i:
= ds R 0
s
6 =—.B_i£——cos¢sin¢ ~
0 r ds r {
\ - A Ye
N \fff69=‘se"§g“°
Yo 1 1d )
— = o (- = S5y = cos sin ¢
Re Re r ds T
On congtate donc que si 1'on avait négligé les termes
Ys AL .
— et — , on aurait obtenu
R R »
s 0
8§ +8. (G-l cinoeso

.chaque fois que R # Ry > c'est-3-dire que le mode rigide
n'avait €té préservé que dans le cas de la sphé&re et celui

de la plaque. : !

. ->
Rotation autour de ex

~On a




]

=4

-> (.—>- + > -+) -+ .
e e e +7 e = e - Z e
XAXX yy z Z y -4 y

(r + Zcosd)sind é; - (z(s) + T sin ¢) %; :

>
(rsine gé,«z(ﬂ)ey) + C(sin6cos¢ gé - sin ¢ é;)

ce qui, tenant compte de (3.3.24), donne

u=-1 sin 6 cos ¢ - z sin @ sin ¢
v = — z cos O

w =1 sin 6 sin ¢ - z sin 6 cos ¢

o = - sin O | K\

B = - sin ¢ cos 6

Dés lors,

U %g - cos O cos ¢
s
Fa)
] 1 O9v 1 dz 1
= & — #— = — (= %— cos 0) = = cos B cos ¢
R R 9s Rs. ds ' R
66 = l;ﬁg‘- Bdr _ _ 1 cos 0 + 1 sin? ¢ cos ©
r 9 r ds T T
= - % cos2 ¢ cos ©
Jo _ 1 (13w _wvdr, _ cos ¢
Re Re r 90 r ds r
(— cos O cos ¢ - % cos O sin ¢ + % cos 6 sin ¢)

) % cos2 ¢ cos O

.32.
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A nouveau, il n'y a compensation que grdce aux: termes

Y .
ES et =8, En leur absence, on aurait obtenu

S RG ‘
g + g = (l— - l—) cos B cos o
s 6 R Re
qui ne s'annule que si R, = Ry.

f) Rotation selon e;;

Les développements sont analogues, et les conclusions

identiques.
o<

3.4. Equations d'équilibre

Pour une portion de coque dé&finie par l'intervalle
151 s sz[xlel s Bi[ la variation premiére de 1'énergie de

déformation s'écrit

s U =I dsJ rdej {qss Sess + Ogp Seee * T GYSG (w
Sl 6] -t/2 '
+ T Sy Y(1 + £
sg T Re
™ n‘(,
Z AN
ot P : "%63)”0
Introduisant dans cette intégrale les expféssi%hs (3.3.21)
des déformations, on obtient
g 62 t/2 N ) 4 _
s U %J dsJ rdGJ {css (Be g + B8y ) * Ogg - (8€gg + T8Xgp)
s 6 -t/2

1 1

+ Tgop (8¥gg *+ L0Rgg)

dg
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avec
o= (1 %—) (1 + %E) , (3.3.25)
. _

Cette expression introduit naturellement les &léments de

réduction suivants :

“t /2
Nss = 0ss wde
' -t{2
t/2
Nog = Ogg W 4 T AN
‘_t/z Lo
t/2
Nse - Tse wdg
' -t/2
t/2 ‘
Mss = Oss twdeg
—t/2 (3.3.26)
t/2
Mg = Ogg & H & T
-t/2
t/2
Mo = Tgp & H 4T \
"'t/2 \)
t/2
Q, = Ter M d ¢
“t/2
't/2
= d
Qq J Tor M C
-t /2

On remarquera qu'il ne s'agit pas exactement des définitions
) iques. iculie = N et = M, . C'est le
¢lassiques. En partic T, Nse Bs MsG os

résultat de 1'approximation faite sur les déformations. En
revanche, les €léments de ré&duction définis ci-dessus sont

symétriques (Nes = NSe s Me = Mse), ce qui n'est pas le cas

S




des théories classiques. Ces petites différences dans la
définition des €léments de réduction conduirqnt d des dif~
férences dans les &quations d'équilibre. Mais mnous montre-~
rons qu'elles sont bien &quivalentes & celles que 1l'on ren-

contre le plus souvent dans la litt&rature.

Moyennant ces définitions, on a donec
s 0

2 92
§ U =J ds[ INgg Begg * Ngg Segg * Nyg ¥ g + Mgg X
5 9 '
* Mgg SXgg * Mg SXgp
*+ Qg Sysg * Qg GYSC} rd® (3.3.29)

Ecrivons cette &quation en termes des déplacements, &
1'aide des relations (3.3.22) et (3.3.14) : il vient

2 2 du W 1 3v u dr w
5U=I dsJ{N 6(-B—S+-1§)+N 6(?.g_+.i__ +_g)

? + Mgy 6(% 3% + 2 %g) (3.3.30)
e g2B L3 _Bdr 1 3v




Comme mise en charge, nous considérerons une pression

in-

terne, dont on admet, en'premiére approximatipn, qu'elle

est appliquée sur le feuillet moyen. SonAénergie potentielle

s'écrit donc

Les équations d'@quilibre sont:ialors obtenues & partir

principe de stationnarité de 1l'énergie totale
§ (U+P) =0

lorsque 1l'on varie u, v, w, o et B. Elles s'écrivent

oN oN

_ ss . 1 Ngg _ _ 1dr % 1 1 %M
Su-> s + T 90 (NGG Nss) r ds + RS Re T 06
N N Q
ous L Moo Moo, 1ar B
Sv> r 98 * os + 2 NSG r ds * 6
M
- 1 dr _ 3 _s8
G r) M35 35 g =0
s v s
9Q aQ
S 1 dr 1 0 Ss 66 _
Sw> 55—+ Q. T35 * T 30 (Rs * R ) +p =0
oM M
ss 1 sb 1 dr
Sor o=+ r et (Mg " Mgp) T g5 79 =0
oM oM
1 00 s0 2 dr _ _
B> T 55 * 35 tr ds Msp " Q% O

Nous supposerons les conditions aux limites homogénes,

ce qui donne

(3.3.31)

du

(3.3.32)

(3.3.33)

(3.3.34“x

e

(3.3.35)

(3.3.36)

i
e’



Sv -

Sw -

Sa +'{rM

3.37.

(3.3.37)

Dans le cas d'une coque de révolution fermée en 8, les con-

ditions de fermeture résultent des relations

Su (0)
da €0)

Su (2m)
o (2m)

‘qui entrafnent
. ?

ces variations,

équations (3.3.32),

1
(Ngg - Ry

M50 o

; Sv (0)
; 6B (0)

[

a partir de

MSG)[O

Sv (2m)
8B (2m)

1

(N - =— M

sB R6

N96|2H

Qg |2n

Mse|am

Moo | 2m

Sw (0) =

se)|2ﬂ

On remarquera la présence des termes en M

Sw (2m)

)

(3.3.38)

(3.3.37) et vu l'arbitraire de

(3.3.39)

dans les

(3.3.33) et dans les conditions aux 1li-

mites. Ces termes, qui proviennent de l'utilisation d'&lé-




| 3.38.

ments de ré&duction symétriques, trouveront leur interpréta-

tion lors de 1l'établissement des €quations comstitutives.

3.5. Equations constitutives

Nous supposerons le matériau de la coque orthotrope,

+ + L4 [ M a [ L
avec a_ et ag pour directions principales d'orthotropie

("orthotropie curviligne™) Les relations tensions-déforma-

tions s'@crivent donc

= +
Oss Ess €es Ese €00

o = E ’4)

06 os €ss ¥ Top Foo

T = G (3.3.40)

50 s0 Yse

T = G, ¥

s s 'sg

_Tec = Gy Yor

avec la condition habituelle de symétrie ESB = Ees'

Considérons d'abord le cas des efforts tranchants
Q
e ,.on a ‘/)
t/2 h
- . [N L
G =) Tap U FEDU g A
=t/2

et Q6 , qui est le plus simple. o représentant s ou

.t/2 9

- i 1 z
Tag J ( T+ (g *5) *Ex

—-t/2

)d ¢
s e s 0




2

- 1] - ’ . t
oi 1l'on néglige TR B

devant 1'unité, en accord avec 1les

hypothéses ayant presidé au développement en série des dé-

formations. Finalement,

t

Qa - Ga; t Yuc

(3.3.41)~

et on repasse aux tensions en divisant simplement Qa par

l1'&paisseur.

Les trois premi&res relations (3.3.40) permettent

d'écrire les tensions Ogg » O et T

60

_ 1
GGB = Gus + CG&B

Leur intégration conduit aux efforts

t/2 .
N, =| (° +zol ) +539)0 +5yaz
B oB ap R Re
~-t/2
3 3 '
e £ e I
=% (¢ ¥ TIR_Ry) * %p 17 & * R

et aux moments

. t/2
Mg =| (05 *Eo,) L (1 +e( i) dc
o.B oB o.B Rg Rg
3 3 5
— ° t 1 1 1 t -t
= % 12 (Eg * &5 * Yap (T3 * Bor. Ry’
2
A nouveau, il est naturel de négliger R R
578

-ce ~qui conduit aux deux &quations

- e ot 1 1
Nug = %p " * %p T2 (R, TRy
o .3 3
UL S S S BN B
Mg = %8 T2 FC YR * a1

6 sous la forme

(3.3.42)

(3.3.43)

(3.3.44)

devant l'unité,

(3.3.45)



3.40.

Ces &quations permettent d'expliquer le sens des grdupe—

ments

] o
Neo 7 17 Moo Yo T ®C
e s

Mse

que l'on voit apparaftre dans les équations d'équilibre et

les conditions aux limites. En effet, la résultante des ten-

sions/q%e sur une section en 6 = cte est
£/2
x(s) . - z_
Nog' = T g (1 +2) at (3.3.46)
-t/2 s

cette intégrale vaut

t/2 3
(S) _ o 1 E__ _ ° t |
Nse = (Tse + gTse)(l t 3 ) d ¢ = Tset + 12RS TSG (3.3.47)
“t/2 5 :
Or
3
1 e 1t 1 1
Yoo ~ "7 Mso = oot * Teo TZ (T f RY
0 5 0
3 3
ti 1 1 1 t
- 1%, = (— + =) - T
s0 12Re RS Re s0 12Re -
t2 tz | >
et, en négligeant les termes d'ordre TR- ¢t 72 devant
1o = s 0 0
l'unité,
3
_ 1 " o 1 t7 . (s) .
Yso T ®; Mso T Tse © * Tso TZR, T Mso (3.3.48)
On obtiendrait de la méme facgon
t/2
- ~ (8 _ £ ,
Nse T Mse » NSe —J L (1 + 2 Yy d ¢ (3.3.49)
8 . -t/2 6

c'est-d~dire la résultante des tensions Tse sur une section

en s = cte



Tenant compte du fait que pour obtenir 1'expression
des déformations, on a en définitive fait l'hypothéée que
%— et %— sont petits devant 1l'unité, il est naturel de
pﬁusserela simplification plus loin en &crivant simplement,
4 la place de (3.3.45) '

NOLB=GaBt
’ (3.3.50)
3
1t
Map = Oup 77
Explicitement, cela revient & dire
Nss = Ess t €ss + Ese t €66
Ngg = Bgp T S55 * Egg T Egg
NSG = Gse t YsG
(3.3.50.1)
3 3
- Ly Ly
Mss B Ess 12 Xss * ESG 12 XGG
3 3
_ t” - t” =
Yoo = Eso 17 Xss * Fao TZ Xoe
M =G -E.i—
s s 12 Xse

Les relations (3.3.50) ont l'avantage de permettre un cal-

‘cil aisé& des tensions

N
_ _aB 1 _ 12
= — ag -———3M

c&B T B (3.3.51)




soit, sur les deux peaux :

‘ NOLB 6 . ,
GGB = T i‘_ ::—i- M(X.B | (3.3.52)

~

Mais les conséquences de cette simplification, qui découple
l'extension de la flexion au niveau des relations constitu-
tives, ne sont pas &évidentes a priori. Pour &valuer l'erreur

introduite, nous mettrons d'abord les relations (2.3.45) &

€chelle de la maniére suivante

- . - -
IR e v
Ve Y12 s 8 : .
= (3.3.5'&>
12 £t 11 13
LY - o' Vi
i t3 0B /17 Rg Re . ]2J
ce qui peut s'@crire sché&matiquement
g = (I - A) x (3.3.54)
avec
T 1 /12
yo o= (= Neg *Y T3 MuB)
vt t
' I3 )
T 1 Jt
x = (c®° VvVt , o ) . -
1 1
V12 s (5]
‘/l—z Rs RO 0

L'équation (3.3.54) peut se résoudre par approximations

successives selon le schéma [R2]



]
[

p =Y v Ax =y + Ay

"
[

2 y + A X =y + Ay + A2 v

X

1
«
+
+
=
~

n

Le schéma converge si la norme ||A|| de la matrice A
(c'est-3-dire la plus grande valeur absolue de valeur

-propre de A) est inférieure 3 1, car dans ce cas
e [ A 4

R 1 \
<(lall® oo+ 1Al ]y

+1
.<.U_A.U_p_._—)'o

g si p, g +
1 -|] All

c'est-a-dire que la suite est de CAUCHY. La limite x est

solution du probléme, car on a visiblement

1
e, + &= = yll<[1all™ |lyll+>o
Cela &tant,
._”xo - xﬁ||=}|A y + o0+ A" yH

<yl Al oo s 1Al

(o]
k A
<Ilsllz 11all* - ||y||———'l|~ﬂ—

1 =[] all

«quel que soit n, donc

1, - xllg |yl —Llall

t-{all

3‘

43.
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c'est-da-dire

|| = - x| | '
0 S (3.3.56)

1=, I 1 - [ all

C'est la borne d'erreur cherchée. Dans notre cas, 1l'équa-

tion caractéristique de la matrice A admet les deux raci-

nes " ,
t 1 1
A=+ —r (50— + =
= /17 R Rg
donc l'erreur relative est | -3
—'—'——*l - - 2]
1 - | A

si A est petit. Aimsi, l'erreur introduite est de 1l'ordre

de’

t (L (3.3.57)

V12 Rg Re

Considérons par exemple une coque spérique de rayon r = | m.

Pour avoir moins d'un pour-cent d'erreur, l'épaisseur devra

8tre inférieure 3

\\_" /

[;_i . 1075 0= 1,75 ém

Insistons encore sur le fait que ces diverses simpli-
fications n'ont &té rendues possibles que par un choix de
déformations propres, c'est—-3-dire s'annulant pour un mgde
rigide. Si 1'on s'était contenté des expressions Ese * €gg
<+« 5 toute approximation des relations constitutives efit
€té prohibée, sous peine de donner de 1l'énergie aux modes
rigides. A ce stade, il est donc possible de définir des
épaisseurs fictives équivalentes pour traiter un matériau
multicouche, ce que n'aurait pas permis une approche basée

sur des dé&formations impropres.



3.6. Coques de KIRCHHOFF-LOVE

3.45,

On peut aisément déduire les équations des coques de

KIRCHHOFF~-LOVE des précédentes en imposant que les déforma-

tions dues aux efforts tranchants soient nulles.

tions s'écrivent

- _ ow _ u_  _
Ygr = © Py R =0 =

ow v

T = 1 9w _
YBC =8+ r 0 R6

= -

u v
e [PRSE— ———
Les deux termes R et R

d'un dessin (fig.SB.S e@ 3.6). Les déformations Ess"

wlo

Rl—

WF

+

v_
Rg

Ces condi~-

(3.3.58)

s'interpré@tent aisément 3 1'aide

€00

et ;se » qul ne dépendent ni de o, ni de.B, ne sont pas mo-

difides par cette hypoth&se. Pour les autres, on obtient,

tous calculs faits,

- 9w 1 u P
X = - + o = 4+ U =
ss 332 RS s 9s
7. = - 1L3 13w v
Xeo = " 735 (£ 3 Re)
> .2 3%, 2dr 1w
Xse r osodb r ds r 9
1 1 du v dr
tr, Tt T I
s .o .1 _ 17
Xso Xso R Ys R Ye
s 0
__223%w 241
r 9sab r ds r
ov v dr 1

- — ™ -

(3.3.59)



-~

Les €quations d'équilibre (3.3.32) & (3.3.36) restent
valables, & cette différence prés que les efforts tranchants
Qg et Qe.ne sont plus liés aux déformations par les relations
constitutives et n'ont plus qu'une valeur purement statique,

définie par les &quations (3.3.35) et (3.3.36).

De mEme que dans les plaques de KIRCHHOFF, le nombre
de conditions aux limites est inférieur & celuil qﬁe 1'on
avait obtenu en tenant compte de la déformation due 3 l'ef-
fort tranchant. La maniére la plus simple de les déterminer
consiste 3 écrire les termes aux limites provenant du prin-

cipe (3.3.30) et d'y introduire les relations

_D
Sa = ) st R .
s (3.3.60)
L _ 1 bw by
(SB = T (S a -+ Re
Sur une coupe s = cte, on obtient
02
: Mse -
J {Nss Su + (NSe "R Y8v + Qs w o+ Mss So. + MSe SR} rde
63 ' s
02
= {(n__ + MSS)(S + (N_, - Y50 + Mse)d
ss R u s6 X R v
5, s s 0 : ‘ )
ow 1 ow :
+Q Sw M 8 o MSe = 8 §§} rd6
02
= - {M cSw}ez + {(v. + M—ﬁ-)a + (N _, - Yso + Mse)a
sb 01 ss RS v s0 RS Re v
1
oM
1 50 oW _
+ (QS + o —55—)6w Mss.6 sg} rd6 = 0




d'oli les conditions

N ' Mss 59
{(Nss f,RS )6u}sl =0

' N S
(N * My (2= = 2)6v} 2 = 0
s 1

s0 s0 ﬁg
(3.3.61)
oM s )
1 s 2
tQg + ¢ g 28wl = 0
s
M s 292 g
S8 9s s
Par un calcul analogue, sur une coupe O = cte, on obtient
les conditions '
: 1 1 B2
{(Nse * M86 (i— - i'))6?}e1 =0
s 0
M 02
00 _
{(Nee + i—;——)GV}el = 0
(3.3.62)
oM 0>
s _
{(qqy + s )ésw}el =0
B2
1 9w a
Mg 8 (zg9)tg, = ©

On constate donc que, outre les efforts tranchants &quivalents
de KIRCHHOFF qui ont une forme trés analogue & ceux des pla-

ques, il apparalt des efforts de membrane équivalents prove-

nant de la courbure. Quant aux termes Mse Sw, ils conduisent

d la définition de forces de coin

Z = A (M_g) (3.3.63)

équilibrant la discontinuité du moment de torsion, de la m€me

fagon que dans les plaques.




3.7. Autres théories des coques axisymétriques

La littérature concernant les coques axisymétriques
est assez abondante, du moins en ce qui concerne les coques

-de KIRCHHOFF-LOVE. Pour ce qui est des déformations Es

s ?
EGG s ;SG s ;SC , ?ez s iss et iee, les différents auteurs
sont unanimes et utilisent tous les mémes expressions que
ci-dessus. Par contre, on peut dire qu'il y a presque autant
d"expressions de la torsion que d'auteurs. Nous les classe-
- rons en théories ol cette déformation est propre et théories

.ol elle .est impropre.

'3.7.1. Expressions impropres de la torsion T)

Nous parlerons d'abord de la théorie de KALNINS [Ki].
I1 s'agit d'une théorie prenant en compte les déformations
dues 8 1l'effort tranchant. L'expression de la torsion y est

simpiément
(3.3.64)

GOULD et SEN [G8] wutilisent exactement la méme expres-
sion. Il s'agit €galement d'une théorie temant compte de l'ef-

fort tranchant.

oD
Pour les coques de KIRCHHOFF-LOVE, l'expression équi- t
valente de la torsion a &té& utilisé&e par SAUNDERS et PASLAY mﬂ%yy?i
[s2] et IDELSOHN [I1]. Toujours pour le méme type de coque,
BUDIANSKY et RADKOWSKY [B4|, faisant référence & la théorie ‘
de SANDERS [53,B5], utilisent 1'expression
_ 1 3da of B dr 1 1 1 %u _ 9v _ v dr
Xse ~ T 36 T ¥s T ds (ig Re)(r 00 s r ds’ |
= 1 1 Ju v dr 1 03v (3.3.65) ‘
“Xep *® G0 T rd) YR Bs |
s 6 j;
Cette expression n'est propre que si R, = Ry = R, clest-a~ ‘

dire pour les sphéres et les plaques, auquel cas elle devient



- 1 - : )
Xsp ~ Xsp + R YSG (3.3.66)

et ne différe donc plus de la nBtre que par un multiple

de ?SG'

3.7.2. Expressions propres de la torsion

Un certain nombre d'auteurs utilisent pour les coques

de KIRCHHOFF-LOVE l'expression

~

~ Y Ye

- -8 s, .0
Xgg Ss + 66 + R, * R (3.3.67)
S
qui est liée & la ndtre par la relation
Xen = Xup * Top (3= + 2 ' (.3368)
s6 s0 s R, Rg T

et n'en différe doﬁc que par un petit multiple de la défor-
mation du feuillet moyen. Tel est le cas d'ARNOLD et WARBU~-
TON [A3] et BROGAN, FORSBERG et SMITH [B6] qui ont &tudié
les vibrations des cylindres, de GRAFTOﬁ et STROME [Ci] pour
les cBnes, et enfin de la théorie générale d'ADELMAN, CATHE-
RINES et WALTON [A4], utilisde par PINSON et BROWN |[PI1] pour
les problémes d'interaction fluide-solide. Ces expressions
sont d'ailleurs utilis&@es assez généralement par 1'école
russe, motamment par NOVOZHILOV [N1].

TSUT [T 4] utilise pour les coques cylindriques la méme
expression que nous.'Enfin, la formulation NASTRAN des coques
cylindriques d'@paisseur modérée [ML] fait usage de 1l'expres-

sion

"~ ~

2 [ = 1 -
Xgg = O * 9 7R Vg = Yg) = Xgg ¥ 2Ry Tso:
qul est donc intermé&diaire entre celle de NOVOZHILOV et 1la

ndtre.



3.8. Conditions au voisinage de 1'axe

Les sphéres, et, plus généralement, la plupart des
réservoirs possédent des pBles, ol 1l'axe perce la coque.,
Remarquons tout d'abord qu'en dehors du cas ol la coque
coupe l'axe en lui étant perpendiculaire, sa définition
au voisinage de 1l'axe comporte une part inévitable de

convention puisque, d'une part, la géométrie est disconti-

nue (bZillement et recouvrement) (fig. 3.7), et, d'autre
part, 1l'épaisseur de la coque est souvent du m&me ordre
de grandeur que le rayon, ée qui invalide théoriquement
1a théorie des coques.

On pourrait, bien sfir, laisser un trou, mais celd ne fait.
que déplacer le probléme, car il faudrait alors déterminer
un rayon optimum ol la théorie des coques reste d'appli-
Catién et oli 1a solution n'est pas trop perturbée, ce qui
est trés délicat. Il semble donc ﬁlus réaliste de fermer
la coque, de mani&re & assurer une transmission correcte
des efforts, a condition de dépouiller les résultats en
gardant 3 1l'esprit les limitations dont nous venons de

parler.

Mais a8 cet endroit, il surgit un probléme nouveau
les expressions données ci-dessus pour les déformations
contiennent des puissances négatives du rayon et ne sont

donc pas définies sur l'axe. Pour lever cette singularité,

--id .convient d'exprimer .un certain-nombre -de conditions de

symétrie. Mais en dehors du cas oiu la sollicitation est
elle-mE€me axisymétrique, ces conditions n'ont rien d'évi-
dent. Dans un rapport antérieur [D{], nous avons montré
qu'on peut les obtenir en exprimant que les déformations
doivent rester finies. Cette approche conduit aux expres-
sions correctes des conditions de symétrie, mais n'est pas
strictement rigoureuse dans ses .prémisses. Ainsi, par exem-
ple, il est bien connu qu'une plaque circulaire, en théorie
de KIRCHHOFF, admet une solution d'é@nergie finie lorsqu'elle
lorsgquletie est soumise 3 une charge concentrée P en son

centre. Or, dans ce cas, les moments ont les expression [L[]'

3.50.
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= P R
Mrr T 4w (1 + V) in r
. (3.3.69)
o i P
Mgg, = Mpp * (1 - V) 737

qui, visiblement, ne sont pas finies. Il est clair que ce
probléme n'est pas trés réaliste sur le plan physique, mais
d'un point de vue math@matique formel, il faut en tenir

‘compte. En réalité, la véritable condition est que la den-

sité d'énergie soit intégrable au voisinage de l'origine,

ou, ce qui revient au méme, que les déformations soient de

carrés intégrables. Soit donc une déformation de la forme

e =1 Fy (r) (3.3.70)

avec k entier. La condition sera donc que toute intégrale
de'la forme '
S
I r 725 92 (1) rds | | (3.3.71)
0

soit définie. Nous ferons 1l'hypoth&se que dans le voisinage
de 1'axe, il existe un nombre A > O tel que

Lsra>o0 (3.3.72)

ce qui exclut le cas de la coque se raccordant tangeﬁtiel—
lement 3 1l'axe. Alors

s £(8)
J r-Zk wz (r) rds £ % J r_2k wz (r) rdr (3.3.73)
0 0
I1 suffit donc que la fonction /

172K 2 (0

T

..:soit .intégrable, ce qui a lieu si, dans un voisinage convena-

ble de 1'axe,

-2k 2
r

y© (r) £ B” ¢



: 1 - . :
avec 0 L t < 7 oli B est une constante positive. Cette

derniére relation implique que

2

2 () < B2 _2k-2t-1
soit finalement
k-t~ k=1
Y (r) < Br z

< Br ' : (3.3.74)
“avec & < 1.

La régle est donc simple : le coefficient de lE d'une

. . . . — r
déformation doit, au voisinage de 1'axe, décroitre vers /)

z€ro comme T , avec & < 1.

3.8.1. Cas des coques de HENCKY-REISSNER

Etudions le cas des déformations définies en (3.3.22).
Tenant compte des relations (3.3.14), (3.3.1) et (3.3.8),

--on obtient les conditions suivantes :

- pour Eee %% + u sin ¢ + w cos ¢ = O (r]~£) (3.3.75) ,

- pour Y . &u _ v sin ¢ = O’(rl—l) | (3.3;7£‘> |
P s 36 - A

- pour ?ec : %% - v cos ¢ =0 (rl~l) (3.3.77)

- pour 266 : %% + 0 sin ¢ = O (r]-k) (3.3.78)

-Au -voisinage de 1'axe, chacun des premiers membres doit donc
€tre nul. Le cas de Xso nécessite un traitement particulier.

Le terme ge peut €tre mis sous la forme

.6-6‘= %{r (_g_(_ex«_ - B sin (I)) - COS’ (1) (—g—l—é‘- - Vv Sin ¢)}.



"

On ne peut pas annuler séparément les deux termes qui le
composent, comme on s'en rend ais&ment compte en examinant
les modes'riéides de rotation, pour lesquels il y a compen-
sation ekgcte de ces deux termes. La condition sera donc

r‘(g% - B sin ¢) - cos ¢ (%% - v sin ¢) = 0 (r2~2)

(3.3.79)

‘Mais mise sous cette forme, elle est difficile 3 manier.
Cependant, comme le deuxiéme terme du premier membre s'an-
nule dé&jd en ¥ = 0 en vertu de (3.3.76), il suffit d'expri-
mer que la dérivée du premier membre s'annule, soit

%; { (%% - B sin ¢)‘— cos ¢ (%% - v sin ¢)} = 0O (rl—l)

ou encore,

(g% - B sin ¢) sin ¢ + r 3_ (g% - B sin ¢)

9s
-—cos¢g;(%-u—-vsin¢) )
- Q% - v sin 9 Si§s¢ =0 ('™
Or on a visiblement
- sin ¢) - 330 38 g4 Beost g (7

o 3B

pulsque Ts * 35 ©t B apparaissent dans l'expression de dé-

formation; de plus, en vertu de (3.3.76)

sin ¢ ,0u _ . PR
Rs (Be ‘v sin ¢) = 0 (r )

La condition (3.3.79) peut donc &tre mise sous la forme la

plus simple.

L

QU _ o osin ¢)=0 (£ 7Y

(g% - B sin ¢) sin ¢ - cos ¢ %E (55

(3.3.80)



L'interprétation des relations (3.3.75) & (3.3.78)
est assez simple. Considérons (fig.3.7) une coque se ter-

minant en pointe sur l'axe. Par points situés sur 1'axe,

il faut entendre les lévres de la coque, en tenant compte

des bAillements et recouvrements. Cela &tant, ces condi-

tions expriment que les points situés sur l'axe forment
un corps rigide. Considérons par exemple le déplacement

selon 1'axe é;. I1 est donné (fig.3.8) par la relation

u = u. cos g - ug sin ) (3.3.81)

avec (fig.3.9)

).

a. = u_ sin ¢ + u_ cos ¢ (3+.3.82)

r s £

I1 vient donce

{(u + tu) sin ¢ + w cos ¢} cos O ~ (v + ZB) sin ©

u =
X

-d "ol

du ) v o

§§§-= (5%'Sin ¢ + g COS $ - v) cos O
- (u sin ¢ + w cos.¢ + %%) sin © (3.3.83)

VI 58 0D

+ g (§§ sin ¢ - B) cos 8 - ¢ (o sin ¢ + 55) sin © .

-Comparons & un mouvement rigide : ce mouvement sera de la

forme

. . .
u_ = A + B + u_ (rotation. autour de e )
X X z
ce dernier terme &tant, en vertu de (3.3.81), donné par
-~ L cos & sin.©
bd

Il vient donc



. .ou
555 = - [ cos ¢ @x cos 6 (3.3.84)

L'égalité des expressions (3.3.83) et (3.3.84) éxige

%% sin ¢ + %% cos ¢ - v =0 (3.3.85)
. ov '

u sin ¢ + w cos ¢ + - 0 (3.3.86)

20 .

75 Sin o) B =-9& cos ¢ (3.3.87)

o sin ¢ + 38 - o (3.3.88)

On obtiendrait les mémes relations en considérant un mouve-
ment selon e;. Or, la premiére est une combinaison de (3.3.76)
et (3.3.77), la seconde n'est autre que (3.3.75) et la der-
niére est la relation (3.3.78). A premiére vue, il manque

-une relation. Mais on remarquera que les &quations (3.3.85)

et (3.3.86) entraTnent

32v
3 tv=20 ' (3.3.89)
886 :
d'od
v = A cos ® + B sin ©

et on vérifie aisément que dans ce cas, les relations (3.3.75)

-~

3 (3.3.77) se réduisent i deux équations indépendantes.

La signification de la relation (3.3.80) semble plus
mystérieuse. En fait, elle exprime une condition de compati-

bilité des rotations sur le feuillet moyen. Soient & et

4
'@S les rotations autour des axes éz et é;, sur le feuillet
moyen : elles s'expriment par
1 ,9u . av

2 &_= {u u } = — (55 - v sin ¢) - =—

C 's|® 0|s r=0 r 0 s
2 3_= {u u_ |5} =B--]-(-"}—W--VCOS¢)

s 8|z z|e r 00




On a donc (fig.3.10)

2r® =2rx ®. cos o + 2 r 2 sin ¢
= gg cos ¢ - r %% cos ¢ + r B sin ¢ + %%-sin ¢
et
5 3%u v .
2 Ty (r @r) = cos ¢ (EEEE - 57 sin $)
+ g%-3i38¢ + B sin’¢ - 3239 sin ¢
+ %% c;: ¢ + r %; (B sin.¢ - 2% cos ¢)
Tenant compte du fait que
3% sin ¢ = %E (v sin ¢) + v COj ¢
et de 1la ?elation (3.3.77), on obtient, en r = 0,
72_%5 (x 8,) = 28 sin ¢ = cos ¢ & &2 -y sin ¢
+ 25 (- %% + %—) sin ¢ + B sin2¢

D'autre part, on a

: : dw _u
2 8, = {u w o} =Ly
) §| s|§ £=0 os  Rs
d'od
p 2% 3w _u,y 3

55 = 30 (95 T ®s )

(3.3.90)

’
/

ce qui permet d'€crire la condition (3.3.80) sous la forme

0 = —%% sin ¢ + B sin2¢ + cos ¢ %? (%% - v sin ¢)

3@6

2 sin q) ('—a—e—~+ (I)r)

M

(3.3.91)



AN

A N .
Or la rotation @y autour de 1'axe ey s'exprime par

@y = @r sin 6 + @e cos © C (3.3.92)

et le fait qu'elle soit indépendante de 6 s'exprime par

L 30 _ 30, .
-5-6—— = ('§-§—~ - @e) sin 6 + (39 + q)r) cos B = 0 (3.3-93)
ce qui méne au systéme

L

=5 - @6 = 0 (3.3.94)

od

6 -
3 ¢ Qr =0

. La relation (3.3.95) est &quivalente & (3.3.91), tandis que

1'équation (3.3.94) s'y combine pour donner les conditions

supplémentaires de symétrie

P ®r P @6
+ ® =0 , + &, =0
502 r 502 6
soit
@r = A cos 6 + B sin 0, @e = C cos O + D sin © (3.3.96)

3.8.2. Cas des coques de KIRCHHOFF-LOVE

Dans la théorie des coques minces, les expressions
de Eee’et §56 sont inchangées, ce qui signifie que les con-
ditions (3.3.75) et (3.3.76) restent valables. D'autre part,
la rotation B, qui apparaft dams l'expression de 1l'Energie
cinétique, doit 8tre de carré intégrable, ce quifrestitue
1a condition (3.3.77). En vertu de cette dernidre, les re-
lations (3.3.78) et (3.3.80) restent valables. La condition
(3.3.79) peut cependant &€tre mise sous une forme plus sim-
ple : tenant compte des valeurs (3.3.58) des rotations «

et B, elle s'écrit en effet

(3.3.95)




. %@ (- ow u - (- %% + v cos ¢) sin ¢

os * ﬁg)

- cos ¢ (%% - v sin ¢) = O.(rz—z)

soit

. 2
3 . d 1 2 2-%
5% sin ¢ - cos ) %% + r (- 5?%5 L e 52) =0 (r ) (3.3.97)
Les deux premiers termes se compénsent en v = 0, en vertu '

des relations (3.3.76) et (3.3.77). Il ne faut donc plus
assurer Que la nullité de la dérivée de cette. expression.

Or celle-ci vaut

0w . _ u _ 9w cos ¢ _ du sin ¢
Bsee Sin ¢ T cos 0 TEry T 3@ TR, T 99 R,
: ) .
_ o w sin ¢ du 1-%
sin ¢ 5535 R, s 0 (5 )
0 du \d 1-2
= - cos ¢ ) (—E + ﬁ;) + 0 (r )

S5 -0 ('™ : (3.3.98)

L'interprétation (3.3.92) de cette relation reste €videm-

" ment wvalable. .
{>

~

3.8.3.‘Expression des conditions sur l1'axe dans le cadre

d'un développement des déplacements en séries de FOURIER

Considérons . un champ de déplacements de la ‘forme

u (s,0) = u_ (s) cos (nf + m 7)
v (s,0) = v (s) sin (nf + m g‘
v (5,0) = w__ (s) cos (n6 + m ) (3.3.99)
o (s50) = o__ (s) cos (nf + m &

nm 2
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B (5,0) = B__ (s) sin (n0 + m 3)

-oli n est un entier non négatif, m pouvant valoir 0 ou 1.

Ce type de déplacement se rencontre dans l'analyse des coques
par décomposition en séries de FOURIER. Le choix des fonc-
tions trigonométriques relatives & chaque composante sera

discuté au chapitre 4. Les @quations (3.3.75) & (3.3.78) et

‘(3.3.80) deviennent, en r = 0
nov + v sin ¢ + W cos $ = 0 (3.3.75.a)
-nu TV sin ¢ = O (3.3.76.a)
-mnw, - v . cos ¢ = 0 (3.?.77.a)
n'Bnm + o - sin ¢ = O (3.3.78.a)
(n anm + énm sin ¢) sin ¢ - cos ¢ %E (n w v sin ¢) =0

(3.3.80.a)

Il convient de distinguer trois cas, selon les valeurs

de n
(i) n = 0 : dans ce cas, on a simplement
u o sin ¢ + w . cos ¢ = 0, soit (ur)om = 0
Von Sin ¢ =0
s So0it v = 0 /
. o '
Vom €OS $ =0 - | (3.3.100)
o = 0
om
B sin’¢ = cos ¢ 9= (v__ sin ¢) = sin ¢ cos ¢ Tom
~om ds om 0s. ds



Dans le cas oli 1'axe est orthogonal & la coque en
son poiht de percée, la premi&re condition s'écrit u o= 0,
et la derniére, Bom = 0. On remarquera que les mouvements
de translation selon é; et de rotation autour de ce méme axe
sont possibles, ce quiln'auraiE pas &té le cas si 1l'on avait

utilisé l'expression impropre Xgg PoUT la torsion, car on

aurait eu la condition Bom = 0, quel que soit 1l'angle.
(ii) n = 1 : les €quations deviennent

+ i + =
Vim u, sin 0] Wip COS ¢ 0

]
o
L

vy vy, sin )
Vi Y Vim cos ¢ = O : (3.3.101)
Blm +'a1m sin ¢ = 0
(o + B .sin¢)=c05¢d—(u + v sin ¢) = 0
1m Im ds Im Im

Les trois premiéres forment un systéme de rang deux

se ramenant aisément aux deux conditions

'(ur)lm * (“e)lﬁ =0 ‘
(3.3.1¢

‘__\//;

(Qz)lm =0 )

Si 1l'interprétation de la seconde est &vidente, il n'en est
pas de méme de la premiére. Pour comprendre sa signification,

il faut passer aux axes cartésiens. On a en effet (fig.3.11)
A (ux)lm = (ur)lm cos & - (ue)]m sin 0

= q +
(uy)lm (ur)lm sin 6 .(ue)lm cos O
et une manipulation algébrique Elémentaire montre que si

(u) g * (ug)y, =0, on a



[T

-et comme (¢Z)

3‘6] .

_ m T

(ux)lm = (ur)lm cos —5—
' o .. m T
(uy:)]m = (ur)lm sin ——

. >
c'est-3-dire qu'une translation est libre, selon e, pour
1.

, -+
m = 0, selon ey pour m

N L . » . 'n -~
La premiére condition sur les rotations s interpréte

d'une mani&re analogue : en effet (fig.3.12)

B =90, cos ¢ -¢_sin ¢ , a=d,

Z

Im sin ¢ + Blm ((¢6)1m - (¢r)lm) sin ¢ - (¢z)1m cos ¢

Im 0 pour d'évidentes raisons de symétrie,

-.on .obtient

), = ),

ce qui s'interpr@te en axes cartésiens comme ci-dessus}

moyennant cette condition, on a en effet

(¢x)1m = (¢r)lm sin m %

N

T
. . . >
c'est—3a-dire qu'une rotation est libre, selomn ey pour m = O,
selon é; pour m = 1. : ,

La derniére €quation posséde un second membre, et c'est

grice 4 celui-ci que la rotation est possible. Encore une
~

.fois, si l'on s'@tait contenté de 1l'expression impropre Xsg

de la torsion, ce n'aurait pas é&té le cas, car on aurait

obtenu le systéme
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B]m o, sin ¢ =0
oy +’Blm sin ¢ = 0,
qui n'est singulier que pour ¢ = %.

-

(iii) n > 1 : dans ce cas, les conditions (3.3.75.a) &

(3.3.77.2) forment un systéme de rang trois, ce qui signi-

fie qu'il faut annuler u s V et w__. D'autre part, la
nm nm nm A

symétrie, exprimée par les équations (3.3.87) et (3.3.88),

entraine

m+a=0’

3 2 o . ! )
362

. e s N S o= -
ce qui signifie que pour‘n 1, anm 0, d ot Bnm 0 et

d . _
s (n u o + Vom sin ¢) = 0 | ' (3.3.103)

4, THEORIE DES COQUES QUASI - CONIQUES

La théorie exposée ci-dessus est ce que l'on appelle
une théorie des coques profondes. Sa caractéristique essen-
tielle est 1'utilisation des coordonnées curvilignes pour
définir la section méridienne. Mais l'application d'une A
telle théorie dans le cadre de la méthode des &léments fi-
nis pose de graves problémes si %— # 0, car les modes ri-
gides ne sont généralement pas décrits par des polynOmes de
s, ce qui signifie qu'ils ne seront pas représentés. Les
conséquences de cette absence sont tr@s graves. Pour 1'il-
lustrer, considérons un cylindre possédant deux fonds, 1l'un
sphérique, l'autre plan (fig.3.13). La structure est encas-
trée au point A, tandis que le point B est libre d'avoir un
mouvement le long de 1'axe. Soumise 2 pression externé€, la
structure prend une déformée telle que (a),iol le fond spé-
rique a.pratiquement un mouvement de corps rigide, tandis
que le fond plat réagit grosso modo comme une plaque encas-

trée 8 la coque sur la circonférence C. Une telle déformée



est effectivement obtenue & 1'aide d'éléments de troncs de
cOneg. Mais dans une discrétisation par &l&ments courbes, on
-obtient upé &éformée du type (b)), qui est tré&s éloignée de
la réalité. Ce défaut est, nous 1l'avons dit, 1ié a8 l'utili-
sation de coordonnées curvilignes pour définir la surface

méridienne.

En 1938, MARGUERRE [M3,B7] a proposé des &quations en
coordonnées cartésiennes pour les coques plates (shallow
shell). Il est possible de gé&néraliser les idées de MARGUERRE
au cas des coques s'approchant &'un tronc de c8ne, c'est-a-
dire 32 faible courbure %—. Dans une telle approche, les modes
rigides sont représentés®exactement par des polynﬁmks, a
condition que la distance entre la coque réelle et le tronc

de cOne soit elle-méme un polyndme.

4.1. La théorie des coques plates de MARGUERRE

Dans la théorie de MARGUERRE, la coque est définie &
partir d'un plan de référence (fig.3.14). Un point P du
feuillet moyen y est défini par les.coordonnées (xl s Xo
h). Cela tant, MARGUERRE donne les expressions suivantes

des dé&formations :

- 3u . 3h 9w
®xx T 3% ' 3x 9x
£ = %v, 2h 3w

§xz =aF %%
Yyp = Bt 3y
ixx=%
iyy:%g
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Ces expressions peuvent €tre déduites des &quations générales
‘des coques, moyennant une transformation des coordonnées et
‘certaines:approximations géométriques'[i[l. C'est 1'interpré-
tation qui semble en &tre retenue actuellement [Bi]. La pré-
sentatian de MARGUERRE était un peu différente : intéressé
aux problémeé de stabilité, il considérait en quelque sorte
la coque comme une plaque imparfaite et déduisait les défor-

mations de la mani&re suivante [M3] :

: dwy 2,6 ,0v,2 ,0h dw, 2
= 2_,nouvelle longueur, 2 (]+§§) +(§§) +(§§ * §§)
(I+e_ ) =(7— )=
~“xx’ . "ancienne longueur oh, 2
l+(§;).
/'4‘ - 3 3 3 2 ahZ -4\‘\"\,
eF,lnegllgeant € ex ° 5% , 5% , (52 et (§§ devant 1'unité,
-obtenait ‘
du oh, 2 oh 9w ow, 2
R T A T T
1 + 2 € =
XX 1+ (QE 2
9%
- du ah, 2 dh dw dw, 2 - _ (9h,2
=l e 2 G gt G M - T
d'ot
= _ du oh 3w 1 ,0w,2
®xx " 3x T 3x ox T Z %

Dans le cas de la théorie linéaire, le dernier terme est
évidemment négligé, L'originalité essentielle de cette ap-
proche réside dans le fait que la cote h de la coque soit
traitée comme une espé&ce de déplacement initial.

On peut généraliser ce point de vue de la mani&re
suivante : soient A un corps de référence et B un corps qui
n'en différe pas trop. On peut imaginer que le corps A soit
déformé pour donner le corps B, le déplacement correspondant
étant noté ﬁi' Si le corps B se déforme encore selon des

déplacements us, le déplacement total sera domnc

o
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t . :
u, G, + u, A (3.4.2)
- » .
La mesure de GREEN de la déformation faisant passer du

corps A au corps actuel C est

t 1. o 'o
i3 =7 1Dy (§; + ug) + Dy (§; + uy)

Q ]
+ Di (um + um) Dj (um + um)}

N

Quant au passage du corps A au corps B, il correspond 2

une déformation

o ] [« [<] =3 o
.. = = 1D, 4. . u, . .
glJ 5 { i uJ + DJ u. + D1 uo DJ um}

Puisque le corps B est le vé&ritable corps physique, seule

la déformation menant du corps B au corps actuel doit @tre

-prise en compte pour le calcul de 1l'énergie. On posera

~donc
g€:: = E.. - g =1 {D, w, + D, u, + D, &4 D. u
1j ij 1] 2 i ] i i i m ] m
+D.4d D. u +D. u D. u} (3.4.3)
j m7i m i m i m

soit, aprés linéarisation,
{D, u, + D, u, +D; & D, u_ +D, & D, oul} (3.4.4)

Considérons 3 présent le cas d'une coque obtenue 3 partir

d'une plaque de réfé&rence par un déplacement purement ver-—

tical h, sans rotation des sections. Ainsi, (fig.3.15) 1la

section droite AB devient une section oblique A'B' dé la

coque. Le déplacement initial est alors donné par

A, =0 R 4., = 0 . ﬁ3 = h (x,y) (3.4.5)

et, moyennant les hypothéses classiques des plaques



. - + = + =
u, u o x u, v By ug W
on obtient aisément les expressions (3.4.1)

Nous porterons une attention particulié&re sur la
définition des efforts conjugués aux déformations, car
ce point semble avoir &té souvent mal compris. Les défor-
mations (3.4.3) &tant des accroissements des déformations
de GREEN, les tensions correspondantes seront des tensions
de KIRCHHOFF-TREFFTZ [F 3]. Leur interprétation est la
-suivante : au cours de la déformation fictive initiale,
les axes é* et é+ se transforment en gﬁ et é;. On a évi--

1 3

> -+ . .

demment By T €3> mais, par contre, ey s'allonge et change i
. . . . .7 >

de direction. Visiblement, si ¢] est l'angle entre e, et

g;» on a(fig. 3.76)

||g.*1'||=c—§—$‘l- ‘ (3.4.6)

Cela &tant, un effort F dydz appliqué& sur une section

est décomposé& dans la base de la coque, c'est-a-dire

>

dydz ¥ = dydz F, g+ dydz F, g; (3.4.7)
puis on pose
N,, = F Q; = F, (3.4.8)

~11 1

. N .
L'effort selon g;» en vraile grandeur, est donc

4 . - F N
Ao T I b
Ny = Fy I|8]ll‘ cos ¢1 cos ¢1 (3.4.9)

-Cette remarque est essentielle pour la compré&hension des
€équations d'équilibre. Considérons en effet une coque sou-
mise & une charge verticale de densité p. La condition de

nullité du travail virtuel s'écrit

PIeTS

N



du 2h dw du ov dh 9w oh dw
J{Nxx Sz *5x 3% " Y%y Gy *3x T 3x 3y T 3y o%)
S
“ ' dv oh 3w a0 gﬁ
+,gyy (Sy 3y 5;) + MXx § =t Myy § N
20, 9B dw
+ MXy 8 (5; + 5;) + Q. § (o + ax)
£ Q 8 (B + Y - pw} ds = 0 (3.4.10)
Yy 9y

et permet de déduire les &quations d'E&quilibre

BNxx Bny :
Su - 5% + 5y = 0 (3.4.11)
Bny aNyy
| \ (SV - ax + ay = 0 (3.4-12)
b s ah dhy, 3 ah 3h
§w - dx (Qx *Nex 3 Y ny ay)+ oy (Qy * NXY 3% NYY oy
+p =0 (3.4.13)
aMx : aMxy
So T Ty = Ty : o (3.4.148)
3Mxy BMyy .
58 - P + 3y = Ty ) (3.4.15)

Les deux équations aux moments ne posent pas de problé&me

d'interprétation. Pour les &quations (3.4.11) etN(3.4.12),

on remarquera que la projection horizontale de EE§£$_ est
N (£ig.3.17), ce qui justifie le fait que 1l'on retrouve

XX
les €quations des coques planes. Enfin, 1'équation (3.4.13)

s'interpréte sans pgobléme siNl'on note que la résultante
XX Xy

‘vertlcale de Qx, C—O—S_¢1- et w

est donnée par (fig.3.18)

dh dh
tg ¢, = Q  + N

X XX x XX 0% Xy 3;

Q *+ N, tg b, * N

Ainsi, les &quations d'&quilibre de la th&orie de MARGUERRE
sont exactes, contrairement & ce que dit BISPLINGHOFF [B7].

L'hypoth&se que la coque est plate intervient cependant &

deux niveaux




(i) La coque définie est plus mince que la élaque :
son épaisseur est t cos ¢ , ol ¢ est le plus ‘grand angle .
entre la plaque et la coque au point considéré (fig.3.19). '
L'erreur introduitﬁ par cette approximation est de l'ordre

de (1 - cos ¢) = %—

(ii) Les relations constitutives utilisées sont celles

de la plaque. En particulier, on admet que O,y = 0, au lieu

de Onn = 0. Pour évaluer l'erreur introduite, on remarquera

que les résultantes classiques sont alors, pour une coque

a4 simple courbure (fig.3.20)

n o [ ;] C )
Nxx cos ¢ sin ¢ ( Nxx ’

= (3.4.16)
ax J 0 cos ¢- Q,

La norme de la différence entre cette matrice et la matrice
unité est majorée par la racine carrée de la somme de ses

. termes, soit

N

{1~ - 1% (cos ¢ - N2+ sin%)

cos ¢
1

2 2
{("’)+(¢’>+¢}2~¢

C'est donc la plus grande erreur. Mais il  est important de

‘constater qu'elle ne dépend que de l'angle ¢ et non de la

courbure. Dé&s lors, comme 1'a fait remarquer IDELSOHN [Il],
si 1'on consid&re une suite de maillages par Eléments finis
de plus en plus fins, on converge vers la solution exacte,

/

~car ¢ > 0.

Il reste & &tablir les conditions pour que les modes
rigides soient représentés dans une idéalisation par &lé-
ments finis. Pour les modes rigides de translation, il n'y
a aucune resfriction, du fait de 1'utilisation des coordon-
nées cartésiennes. Quant aux modes rigides de rotation, ils

sont de la forme



u, = eijk wj (xk + uk) (3.4.17)

ol e..
ijk
fit que le déplacement initial soit un déplacement contenu

est le symbole alternateur. On constate qu'il suf-

dans le mod&le. Ainsi, si la cote h est un polyndme de de-

gré 3 des variables x et y, on aura

u1 = wz (h + T) - w3 x2
u, = Wy X, T W, (h + ) (3.4.18)
ug =Wy Xy -0, X,

et le mode rigide sera représenté si u et v sont du troi-

"siéme degré au moins, w du premier degré au moins et o et

B , au moins constants. Ces conditions correspondent d'ail-

leurs 8 celles de DUPUIS et GOEL [DS], qui ont développé

un modéle général de coques de KIRCHHOFF-LOVE en coordon-

nées cartésiennes.

4,2. Coques quasi-coniques

L'expression (3.4.4) des déformations permet de géné-
raliser le point de vue de MARGUERRE aux coques a faible

1 .
courbure - C'est ce que nous appellerons des '"coques quasi-

. s PR \
coniques" . Ces coques seront définies par un tronc de cBne

de référence, et une "hauteur" h, distance entre la coque

réelle et le tronc de cdne, comptée orthogonalement & celui-
ci (fig.3.21). Cette hauteur h, qui ne dépend que de la
coordonnée du cdne s, sera considérée comme un déplacement

initial de la forme

i =0 , &, =0 |, ﬁC = h (s) (3.4.17)

Les déformations seront alors données par l'expression

{uilj j i mli + 1 . u .} (3.4.18)

E,. =
nl i | .

1
i] 2



que les coques profondes. On remplace d'abord (1 + %—)_

qui généralise (3.4.4) d'une maniére évidente. Notant que,

.par (3.3;10)'

us|é = 9 us|6 =0 1-ls|<?; =0
o . [ - _C____"'l _}_1__ ° =
.uels = 0 uele = (1 + Re) . ue|C 0 (3.4.19)
u§|s as uz;‘e o uC'F 0 .
on 6btient aisément, en tenant compte des définitions
(3.3.14),
o= » dh dw L)
€ss T Fss * Xss Y 35 5s
o ¢z -1 .7 > L \-2h = .y
€gg = (1 * Ry (Fee * TXeo) * (I w2 T x; (Foo * TXgo)
Ys; =>Ys§ ' . ' (3.4.20)
L z -1 2 h_
Yor = (1 + g7 (rgy + B 32
_ E__ -1 A, A _d_h'h _11_ A ~
Yse = (1 + Re) {YG + ESG * ds YGC * Re (Ys + QSS)}
*Yg r RS, T BT
fzg 7 O » i,

On simplifie ces expressions suivant le m€me schéma
k

A

par (1 - k %—), ce qui conduit aux expressions approchées
" e . "

e .
o~ h A ho, _ 00 h o\
= €59 (1 + ig) + {XGQ (1 + ig) ﬁg— (1 + 2 Eg)} + 0 (n)

z
) -2
6 Ry

wl:r‘

- & > hoy )
Yor = (YeC + B (Yeg + B ig) + Q (n)



~—

2 o dh _ dh o h
Yoo = g * Yoy as ~ P as * Vs (1 ﬁg)}
Ala h Yg = 1 dh ° oo
+ o8y + 6, (1 4+ ) - T ds Yer T2 Y } +o0 (n)/
0 5] 0 R6
(3.4.21)
avec N = (ii)z. Faisant alors les deux hypothéses.
, Ro
t h
=l << , |§;| << 1 (3.4.22)

on peut encore simplifier les expressions de €gg ©f de
YGE’ mais non celle de Yse’ pour les m€mes raisons que dans
les coques profondes, ce qui donne

~

€o0 * tXpg

m
R

. o h

inchangé.

Ysp ~

Tenant compte du fait que

1 cos dr .
R T ds
0
avec ¢ = constante, puisque le corps de référence est un cdne,

on obtient finalement les expressions explicites

= _ ou dh 9w

€ss T 9s T ds Ts

€ = — (az + u sin ¢ + w cos @) /
606 r "96 ‘

- _ 1 (3u dh 3w _ . dh v

'Yse = ;‘_‘- {-B—B- + —d—é— ‘g“e— v (Sln ¢ + cos ¢ ds) + as (r + h.COS ¢)}

Y. =a+ @ (3.4.24)
s 9s T

YeC = ;'{B (r + h cos ¢) + %% - v cos ¢}




3.72.

S(_ss - %%
i66‘='%.t%% + & sin é)
X = %f{%% "B (sin ¢+ cos ¢ I+ 32 (r + b ocos 9}
- = ;e'{%% +.%% 3% ~ v (sin ¢ + cos ¢ %%)‘+ h COS»¢ %%

On peut vérifier que ces déformations sont propres.
Nous ne le ferons ici que pour le mode rigide de rotation

> e e .
autour de e, - Ce mode est caractérisé par ( )

‘u = 0 v=r+hcos¢d  w=20 o =0 B = cos ¢ ; (3.4.25)

2 3 b4

- I1 vient d'abord

QL

;9 = % (55 = v sin ¢) (1 + Rcos & oo

T

Q|

Y dh — {cos ¢ (r + h cos ¢) - cos ¢ (r + h cos $} =0

1 dh
~xe; ds T ds

dh _ oo, db
B3s =~ cos ¢ g3 ) >
° h cos ¢, _ cos ¢ . dh
Ys (1 + ———;———) = (1 4+ h ——;——)(51n ¢ + 35 ¢os ¢)

e

si bien que Yse = 0. Pour Xse s O a
n -
59 = - E.u sin d)

o h cos ¢, _
68 (1+‘~———£——-)—0




~

Yg -cOS ¢

ds

- - cos ¢ h cos &y
= = (1 + ” ) sin ¢
_h cosz'é o _ _h c052 ) sin ¢ - h cos3 ¢ dh
2 Ys T 2
T ~ . x
~ 2 2
_ cos ¢ dh _ _ cos” ¢ dh + Cos ¢ dh +

T ds YGQ T ds T ds

Xgp» Somme de ces -différents termes,

4.3. Equations d'équilibre

Pour une portion de coque définie pour l'intervalle

]slv, szA[ﬁ] 6, » 82[, la variation premi&re de l'Energie

de déformation s'écrit

S, 62 t/2 .
§U =f Qs[ rdﬁj {Oss 6Ess T g9 GEGG T Tse aYse
s, 6] ~t/2
| 4
+ Tsr dysg + Tor 6Y6g}(1 + Re) dc
On remarquera que le jacobien (1 + 5—) est celui du tronec

R

tions dans la plaque de référence. Les é€léments de réduction

-seront donc

t/2
- L
N = O (1~+ Re) dg
-t/2
t/2
[4
Nee = 066 (1 + i-(—9-) dz

2
r

est nul.

h c083 ¢ dh

ds

-de cOne, de la méme fagon que MARGUE@RE écrivait ses équa-

(3.4.26)



t/2

Nse =
-t/2
t/z

MSS =
—t/2
t/2

Mgg =
-t/2
t/2
RMSGH=‘ »
“t/2
t/2

o, ]
o =t/2
t/2

Qg =

-£/2

"Tenant compte de ces définitions et

50

Ss

606

sb

Ter

oz

(1

(1

(1

Q1

+

4
i_) dg

z
+ =2—) dg
Rg

4
+ 2—) dg

T «
+ 2=) dg
Rg

z
==) dg
Rg

z
=) dg
Rg

(3.4.27)

des expressions expli-

-cites (3.4.24) des déformations, on obtient

.8

¢

2 2 .
sU =J dsf e N 8 {57+

%

1

+

+

Ng

N
s

dv

9s

v
o 8 {5—

' du
66{-8—§+

dh 3w
ds 9s

dh 3w
ds 960

}

-~ v (sin ¢ + cos ¢ ds)

+ u sin ¢ + w cos ¢}

dh

(r + h cos &)} + r ﬁss 8 {g%}

M_ee 8 {%% + o sin ¢}



+ Mg 8 (3% - 8 (sin ¢ + cos ¢ D)

s0
+ %% (r + h cos o)
1 ou dh dw . dh
ig (55 3535 "V (sin ¢ + cos ¢ 72)

+ h cos ¢ %%)} + T QS § {a + %g}

+ Q6 § {B (r + h cos ¢) + w _ v cos ¢}| de

a6
(3.4.28)
Nous considérerons par exemple le cas d'une charge de
. Pression ¢ le travail correspondant est
8, 62
§6 =J dsf préwd@b (3.4.29)
Sl. 61 '
Les €quations d'équilibre sont donc
oN oM
9 . ' s0 1 s0 _
Su - 3% (r NSS) + Nee sin ¢ - T + ig Ng - 0 (3.4.30)
oN
6v » - —9% - N . (sin ¢ + cos ¢ S0 - 8 {(r +h cos ¢) N}
£ 259 (gin ¢ 4 o 40y & (hcos by y _ g cos 9 =0
Ry €os ? s 3s Ry s6 g ¢°% ¥ 7
(304.31)
s - dh . 9 dh
Sw > = g5 (r N T5) * Ngg cos ¢ - 35 (Vg 33
M ' 3Q
L, 0 8@ dh, _ 0 _ 0 _ _
*30 g, a9 T3 %) Tgg TR0 - (3.4.32)
Sa » -2 (r M ) + M '¢-VaMse+ =0 (3.4.33)
A s (T Mgs pp ST 56 T Q% =0 e



aM
88 + = —p> - Mg (sin ¢ + cos o &

- %?:.{(r' + h cos ¢) M} + (r + hcos ¢) Qq =0  (3.4.34)

Si 1'on se limite au cas des conditions homogé&nes,

on obtient

sy Moo 0y |
Su » {r N, Su}s =0 {(NSe -7 Gu}e =0 (3.4.35)
. 1 0 1 -
N S
v > {((r + h cos ¢) Nse - E_E%E,Q Mse) Gv}s2 = 0
8 1 A
0, »
{Nee 8 v}el =0 (;.4.36)
s dh )
w > {r (QS + Nss EE) 6W}s = 0
1
: M ~ )
s6, dh 2
{(Qe + (N 5 Re ) E—) (SW}e] = 0
(3.4.37)
S9 9,
Sa > {r M aa}s = 0 {MSe aa}e = 0 (3.4.38)
59 9,
88 - {r L ss}s =0 {Mee 63}9 = 0 -(3.4.305
1 A ) 1 .

Les conditions (3.4.35) nous sont déjda famili&res; quant
aux conditions (3.4.37), elles s'interpr&tent par une gé&né&-

ralisation immédiate des consid&rations sur les efforts dans

les coques de MARGUERRE. Le seul terme insolite est B_%Si_i
Mse’ dans (3.4.36). Montrons que ce terme rétablit'la.d?ffé—
rence correcte entre les deux efforts Nég) et N;g). En effet,

la figure (3.22) montre que 1'équation d'équilibre de rota*-
. tion d'un petit &lé&ment autour de la normale & la coque s'é-

crit

H

(s) () | _ )
Nse (Re + h) ds d6 Nse (R6 + h) ds dbé MSe ds db 0
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d'oli la relation

g e Mso

s6 s0 Re + h

Or les relations (3.4.45) et (3.4.46) montrent que

WO.  _ Use
-8B s Re

(s)_ - h cos ¢ - _ __h '
Nse NSG Re(k+h cos ¢) Mse Nse Re(Re+h) Mse

La différence est donc

M, M R
- (1 -
)

y - o _ Mso
R.+h Re Reih R6+h

ce qui est bien la bonne valeur.

. Enfin, 1'2tude des &quations constitutives est ana-
logue 3 celle des coques profondes, et nous n'y reviendrons

pas.

5. COQUES EPAISSES ET VOLUMES

Dans la théorie des coques exposée ci-dessus, on a
fait 1'hypothése que l'épaisseur de la coque est faible vis-—
d-vis des rayons de courbure, et cela nous a permis d'adop-
ter une expression simplifiée des déformatiomns. L'erreur in-

troduite est de l'ordre de ol t est 1'@paisseur de la co-

t
'R‘:
que, et R le plus petit rayon de courbure. Lorsque l'épais-
seur est relativement importante, on doit donc abandonner la
théorie ci-dessus et adopter une théorie plus raffinée. Selon
1'ordre de grandeur de 1'épaisseur, on pourra choisir, dans

l'ordre :

(i) une théorie du second ordre, c'est-d~dire une .

théorie des coques d'épaisseur modérée utilisant les expres-
siens (3.3.18). L'ordre de grandeur des erreurs introduites

' t, 2 . ' .
sera alors O((E) ), ce qui permet de m'avoir qu'ume erreur

£l
de 17 pour R T



(ii) une théorie des coques &paisses. On abandonne

alors l'hypothése de 1'&dtat plan de contrainte, et on dé-
crit la déformation & l'aide des équations exactes (3.3.11).
on choisit néanmoins une structure des: déplacements dans

le sens ¢, souvent linéaire. Comme inconnues, on ne choisit
plus les déplacements du feuillet moyen et les rotations,

mais les déplacements sur les deux peaux.

(iii) un traitement de la coque en tant que volume.
Toute hypoth&se est alors bannie, et l'usage des coordonnées
cylindriques s'impose, puisqu'il n'existe plus de direction

préférentielle.

Les domaines d'application de ces diverses théories
se recouvrent partiellement. Dans les applications numéri-
Qhes, elles sont essentiellement limit&es par des probl&mes
de conditionnement. La limitation porte alors sur 1'épais-
seur ﬁinimum. Dans le cas des &léments finis de coques E&pais-
ses et des &léments de volume, le rapport entre l'&paisseur
et la longueur de 1'&lément doit €tre limité 2 environ 10”2
pour éviter la dégénérescence. Il est donc nécessaire d'uti-
liser un trés grand nombre d'éléments si la coque est rela-
tivement mince. Par contre, avec les coques d'@paisseur mo-
dérée du premier ordre, nous n'avons jamails observé de dégé-
nérescence pour des dimensions raisonnables. Des essais nu-
mériques ont par ailleurs montré que pour un rapport % de
1'ordre de 3.10”2 3 4.10~2, les coques épaisses et les coques.
d'épaisseur modérée du premief'ordre donnent des résultats

trés comparables.

5.1, Coques Epaisses

Comme nous 1'avons dit, les coques &paisses se carac-
térisent par 1'abandon de 1'hypothé&se de 1'état plan de con- -
trainte. Les d&formations sont mesurées par les expressions
exactes (3.3.11), mais on choisit une structure en L des dé-

placements. La plus simple est la structure affine [D7]

-



- - &y 4 ‘

ug = ouy (1= 3) TUy T
- -k 4

ug = v, (1 t) t v, T (3.5.1)
- -k 4

uC = Wy (1 t) + v, .

od 1l'on a choisi une des peaux comme référence. En effet,
puisque 1l'on exprime les déplacements en termes des dépla-
cements des deux peaux, il n'y a aucune raison d'encore se
référer au feuillet moyen. On remarquera que, contrairement
au cas des coques minces ou d'épaisseur modérée, cette thé-
orie donge accés au pincement (W2 - Wl)' Les équations glo-
bales de ce type de coques ne sont généralement pas expli-
citées, car cette formulation ne peut pratiquement €tre mise
en oeuvre que par voie numérique, du fait que tous les cou-

plages apparaissent.

L'application de cefte formulation suppose la conti-
nuité des pentes %% sur les deux peaux. C'est 13 une de ses
principales limitations. Aussi, nous croyons qu'il est plus
simple d'utiliser une vraie formulation de volume, en coor-
données cylindriques, quitte & y introduire les hypoth&ses
des coques Epaisses dans un modéle par €léments finis. En
effet, dans ce cas, il est possible d'utiliser la formulation
paramétrique (hypo- ou iso:paramétrique) pour modéliser les

coques & angles.

5.2, Volumes de révolution

Pour les volumes de révolution, on utilisera naturel-
lement les coordonnées cylindriques. L'exprgssion des défor-
mations a déjd té dérivée & titre d'exemple ci-dessus (for-
mules (3.2.49)). On trouve une littérature assez abondante
concernant les applications des &lé&ments finis aux volumes
de révolution, spécialement dans le cas des sollicitations

axisymétriques [D6, wl, R3, M4, M5, M6].




3.80.

’

De la méme fagon que dans les coqﬁes, on ne péut
atteindre 1'axe de symétrie que moyennant certaines con-
ditions de symétrie gérantissant que 1l'énergie de déforma-
tion reste finie. Ce probléme a &té Evoqué et ré&solu pour
la premiére fois par BELYTSCHKO [B8, B9]. Cet auteur exi-
geait que les déformations soient finies. Comme nous 1'avons
vu, il suffit en fait qu'elles soient de carré sommable ,
mais les conclusions restent inchangées. Les seules défor-

mations en cause sont

du
=1 8
€op = ¥ (go— * uy)
| aur . a“e .
Yre ° F (89 - “e) ¥ 3r (3'5'?)
) Bue . 1 Buz
Yez 0z r 960
On obtient donc les conditions
du
0 N 1-2)
39 tu, =0 (x o<l
- du ‘
: 1-2
§€£ - uy = 0 (r ) | (3.5.3)
T 3u
z _ 1-2
'é'é"— = .0 (r )

Chacun de ces trois premiers membres doit donc 8tre nul
P

sur l'axe. Pour des déplacements de la forme

_ ' s
u =u  cos (n 6 + m 2)
-, ; i '
ug = v _ sin (n 6 + m 2) ) (3.5.4)
u = w cos (n & + m Ir—)
z nm 2

on obtient les conditions

D



u + n v = 0
nm nm
. e
-~ nu -y = 0 ‘ (3.5.5)
nm nm
- nw = 0
nm

1 n 0
' 2
- n -1 0 = n (n° - 1) (3.5.6)
0 4] n
Il admet un zéro simple en n = O, et un zé&ro double en
n = 1, Dés lors, pour n > 1, les conditions sont
wr = Vom = Yam T 0o ; : : (3.5.7)
pour n = 0,
W libre ', u = v = 0 - (3.5.8)
nm nm nm
et pour n = 1,
w =0 , u + v = 0 ' . (3.5.9)

nm

5.3. Volumes incompressibles

On rencontre dans certaines applications des corps
incompressibles ou presque. En constructions spatiales,
c'est notamment le cas de la poudre des propulseurs 3 er-
gols solides. Il convient d'abord de noter que.ces corps
sont souvent tré&s souples, ce qui peut justifier la néces-
sité d'une théorie non linéaire (grandes déformations). Mais
méme si.l'on suppose que les déformations restent petites,‘

on ne peut utiliser une formulation cinématiquement admissi-



ble avec Vv = 0,5 , car il apparait le facteur Téﬁé dans

l'énergie de déformation : i s

. AV
Wo=G e, er0 ¥ ooy By 854

On peut traiter le probléme par deux voies différentes :

(i) On remplace la valeur v = 0,5 par une valeur
inférieure, mais voisine, par exemple Vv = 0,4995. Ce pro-
cédé peut €tre considéré comme une méthode de pénalisation
[D8], car 11 consiste & ajouter & l1l'énergie correcte
G e,. €..

\].)-J 1] ~S=‘
G T:jv.Mais une telle méthode ne donnera des ré&sultats nu- )

mériques convenables que si le modé&le par é€léments finis

.2 - . .
le terme (div u)” affecté du grand coefficient-

contient suffisamment de modes incompressibles, sans quoi
1'énergie convergera vers zéro si Vv - 0,5 [D8,F6]. Or
cette condition n'est pas nécessairement vérifiée dans les
structures de révolution. Ainsi, par exemple, si 1l'on fixe
tous les déplacements verticaux, les &léments finis poly-

nomiaux ne contiennent aucun mode incompressible.

(ii) On peut aussi utiliser une formulation spéciale,
due & HERRMANN [H4,D9,D10], o 1'on introduit une. variable
supplémentaire, a8 savoir la pression. L'existence de la

solution du probléme discrétisé n'est pas toujours garantie,

\»/

mais les conditions pour l'assurer sont & présent connues.
En général, il n'y a pas de probléme si 1'on utilise des

" 8léments de degré deux au moins [DI1], si bien que cette
méthode est plus sire que la précédente, d'autant plus que
l'inexistence de la solution se manifeste par la singularité

de la matrice du systéme 3 résoudre.

6. RAIDISSEURS DE REVOLUTION

6.1. Equations générales

Les raidisseurs de révolution obéissent &€videmment &



‘

une théorie de poutres courbes. Il est commode de' travailler

dans un syst@me d'axes inclinés par rapport aux axes cano-

niques e,

et e
Z

, de facon & obtenir le découplage des iner-

ties. Notre syst&me sera défini par les &quations (fig.3.23)

od R et Z sont. les coordonnées du

section

la]
]

N
]

]
It

systéme est

On

et

On

. D(x,y,2z) _

D(&,6,n)

a donc

Z - & cos ¢

r cos 8 , vy

+
=3

L]
o]

sin ¢ cos ©

sin ¢ sin ©

| - cos ¢
Kg =T
0 , By =

dans le plan méridien.

"j—

R+ & sin ¢ + n cos ¢

sin ¢

sin 6 , z =

(3.6.1)

centre de gravité de la

La matrice jacobienne de ce

- r sin

r Ccos

) cos ¢ cos o]
0 cos ¢ sin O
sin ¢

(3.6.2)

(3.6.3)

(3.6.4)




du du
€ = £ , € = n
3 X3 nn an ’
1 ,3ue
€ag = T {Eﬁ_ + (ug sin ¢ + u_ cos ¢)}
Bue 1 BuE

_ ) 1 n .
Tne = 3n * T (3§ T up cos P
aug Bun
-Y =_______+.._—. (3-6.5)
EQ%? omn )
Une poutre se caractérise par les hypothéses Ogg =0 ,
o =0 , T = 0. Dans le principe de HELLINGER-REISSNER,

nn En

1 N —
I{G"' 7 (Di ug + Dj ui) ? (o) F, ui} dav
v

- f t. u, dS stat (3.6.6)

la variation des tensions conduit aux équations de compati-

bilité sous la forme des relations tension~déformations

: 1

o 5 (Di uj + Dj ui) (2.6.7)
Dé&s lors, lorsqu'on annule a priori certaines tensions, on
décharge le principe de ces relations. On peut donc les rem-

placer par certaines conditions, plus ou moins arbitraires.

. I1 va de sol que la qualité de la solution en dépend direc-

tement. Un choix possible est celui de SAINT-VENANT, qui

restitue les valeurs exactes

~



£ = -V € , £ = - V € (3.6.8)

CEE 66 nn 66
de fagon i découvrir, par sa fameuse méﬁhode‘semi—inverse,
pour quels cas de charges la théorie des poutres est rigou-
reuse. C'est de ces relations que se déduisent d'ailleurs
les déformations anticlastiques [F4,M7].

Notre point de vue est différent : il s'agit d'obtenir une
théorie approcﬁée donnant des résultats raisonnables. C'est
pourquoi nous ferons simplement 1'hypoth&se de rigidité des

sections
SEE =0 , € =0 , YEH = 0 (?.6.9)

On s'apergoit ais@ment que la seule solution de ces trois

relations consiste en un déplacement de la forme

up = u + ¥ (n - ngd
(3.6.10)
up = v - b (- Ep)
Par ailleurs, nous donnerons & ug la forme suivante
ug = w + 0 E- BN+ W ‘ (3.6.11)

o W représente le gauchissement de la section. Cela &tant,

si 1'on note par un prime la dérivation par rapport a 6 ,

on peut écrire
= _!_ t LI | 1
€60~ T {w' + &0 ne' + W

+sin g {u+ P (0 -0+ cos oflv = ¥ (E - £

Yegm @ *5g + oy Lu' + ¥ (- np)

R |—

- sin‘¢ (w + o - Bn + W)} (3.6.12)



. oW 1 Vot -

-~ cos ¢ (w + aE - Bn + W)}

oli ET et nT sont les coordonnées du centre de torsion.

Une simplification importante peut &tre obtenue gréce

8 1'artifice suivant, proposé& par HUCK [H3] dans le cas W = 0O

dans 1'expression de Yzg> OB ajoute et on retranche 93—523—2 :
1 v
Yge = {] — g sin q) : T| cCOoSs d)}
1 \ Lo
+ ;'{u' - w.sin ¢ + n (B sin ¢ + o cos ¢) + YP' (n - nT)}'
+ W _ W sin ¢
o0& T

Dans le crochet du premier terme, on reconnaft l'expression

R . - ,
de — » ce qui permet d'écrire

R u' - w sin ¢
T

R + = (B sin ¢ + o cos ¢)

+ %:w' (n - nT)} + %g - E_E%E_i

Enfin, si 1l'on remarque que

M)

BW _ Wsin g _ 5 "W

3 | T r 3¢ (P
on obtient finalement

¥ - ] :

YEQ = % {a + 2 ARW sin ¢ + % (B sin ¢ + o cos ¢)

i r2 9 W

— ' — — — —

D'une mani&re analogue, on peut obtenir

R (_ v' - w cos ¢ _ &

={- B+ = %
] r2 0 W

SRV O - e gy (P (2.6.14)

(B sin ¢ + o cos ¢)

R
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] A ce stade, on fait l1'hypothé&se que les dimensions
de la section sont trés petites devant le rayon, ce qui
permet de ‘
. . . 1 R
(i) remplacer les multiplicateurs T et = de 666 s
: 1 . .

YEG et<YnG par et 1, Cette approximation ne

détruit pas la représentation des modes rigides,

car elle ne fait qu'affecter chague déformation

d'un coefficient.

2 2

. . r~ 9 W R” 0 W, _ oW
(i1) remplacer g— g7 (1) par 3~ 37 () = 3¢
~ ey W
et de méme pour E .é—ﬁ. (-];-).

Cette transformation est sans effet sur les modes
rigides, car dans ces modes, les gauchissements

sont nuls.

(iii) remplacer le jacobien r par R dans toutes les

inté gra les. T

i — e

{
E Les déformations se réduisent alors &
|

"

" ) + ¢ {(n - nT) sin ¢ - (E - ET) cos ¢} + Wn]
YEB - [{u.+ u' —Rw sin ¢} + q {08_cos 0 ; B sin ¢}
Y _ oW "
v () + gl (3.6.15)
é Yoo - [{- B + v! —Rw cos ¢} - £ {B sin ¢ ; 0 cos ¢}

A - oW
= (- Ep + 5]




Dans la théorie des poutres rectiiignes, on.étudie
généralement les gauchissements pour les solligitations
simples : flexion simple selon les deux axes et torsion
uniforme. La condition de découplage flexion-torsion per-
met de déterminer le centre de torsion. Cela &tant, on

fait d'habitude les hypoth&ses suivantes :

(i) Les gauéhissements de flexion ont pour seul ef-
fet marqué une diminution de la raideur en cisaillement,
dont on tient compte par des sections réduites. Leur effet
sur les tensions d'extension est négligeable. Les sections

réduites sont indépendantes de la sollicitation.

(ii) Le gauchissement de torsion conserve sa forme,
quelle que soit la sollicitation. Il est nécessaire, au N
moins pour les sections minces et ouvertes, de tenir compte
de son effet en torsion non uniforme oil, par l'intermédiaire
des tensions longitudinales, il contribue de maniéreAimpor—
‘tante a8 la raideur.

Il convient donc d'étudier les gauchissements. Mais aupara-
vant, il s'agit de distinguer la flexion de la torsion. Pour
ce faire, il est commode de donner aux glissements YEG et

les formes &quivalentes
Yne

'

Yen _ u' - w sin ¢ o cos ¢ + B sin ¢ )
ge"{@"‘ R +nT R } )

+ {2.cos ¢ + BRsin o _+ Ip'}('ﬂ - ﬂT) + %g

(3.6.16)

' - w cos ¢ _ g o cos ¢ + B sin ¢}
R T R

S N
Yne = (- B #

o cos ¢ + B éin ¢ + Y - . oW
{ - R . j X ¢ gT) + M

6.2. Les gauchissements de flexion

Nous définirons la flexion simple par les deux condi-

tions suivantes :
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(i) Les tensions azimutales sont linéaires en & et n

o cos ¢ + B sin ¢ + YP' °
R

(ii) La torsion est nulle.
L'examen des expressions (3.6.16) fait alors ressortir
l'existence d'unvpotentiel ® tel que

Yeo =%§1 , y . =22 - (3.6.17)
Ce pgtentiel est défini & une constante additive prés par

la relation

u! - w sin ¢ o cos ¢ + B sin ¢}

= w + {a + = * Mg R

A (-8 + v'! —Rw cos ¢ _ gT o cos ¢ ; B sin ¢} n

Pour alléger les &critures, nous noterons doré&navant, pour

les deux expressions entre accolades ci-dessus

{a + ...} et {-8+ ...}
On a évidemmen§

W= ¢ -{o+ ...} E-{-B+...2n | (3.6.18)
Les temnsions Ogg Sont, paradéfinition, de la forme

Ogg = 2 £E + bon (3.6.19)
On peut donc utiliser la forme dégénérée suivante du prin-
cipe de HELLINGER-REISSNER : .
0 2

2 . o :
e ¢ ,.080.2 38,2, _ %90 . - )
61 Q (3.6.20)
Varions ¢ : de 1'expression (3.6.18), on déduit 6W = 89 ,
6 t

ce qui, tenant compte de (3.6.15), conduit & Seee= =



11 vient donc, apfés uneintégration. par ‘parties, -’
62 0

—a' £ - P! GR (32,2 30,2y =
I [f{( a' § b' n) 62 + § 5 <(3€) + (Bn) )} dQ] qe 0
61 Q

soit, pour un effort tranchant constant,

6[[%5 {<%§>2 * <%%)2} g “J(a' E+b'n) @dQ] =0 (3.6.21)

C'est le principe régissant le potentiel ®. La solution
peut €tre obtenue par superposition :
b )

'@ S R S R ' | (3.6.22)
R 1" GR 2 $

(2]
[p]

ol @1 et @2 vérifient, quelle que soit la variation §9,

les équations

I<3@1 s3e  °%1 §a0

5 3T + 5T 3T ) df = JES@dQ

Q
(3.6.23)
ad ad -
2 8§30 2 639 _
J(ag 5T + 5T 3 Yy dQ = Jné@dﬂ
Q Q
On en déduit les &quations aux dérivées partielles >
o’e, oo, ‘
7 + + & =0
g on
(3.6.24)
o%e, o0,
-t T3 *tn=20
o0& an

et les conditions aux limites sur le contour [ de la sec-

tion

(s3]
k)

1 2%,

T , s - 0 (3.6.25)

Q2



D'autre part,

un choix jﬁdicieux des fonctions 89

. . .7
permet d'obtenir un certain nombre de relations interes-

santes

-~ en posant 60

=g

J{(—EE2+(
Q

- pour tout gauchissement vrai,

K]

1 2
I§E~ N = JE d Q_— I1 -t
Q Q

8@2
fﬁfh-dﬂ = Jg nd@=020
Q Q
- en posant 8¢ =1 :
. 8@1
[WdQ=J€ndQ=O
Q Q

3d

2 _ 2 _
[ﬁﬁ—dﬂ-fn Q—-Iz
Q Q
- en posant §¢ = ®] et

20 3@
f{(ag) + (57— 12} a4 @
Q

(8@1 3@2.+ 3@1 3@2) ;
9E 9&  on 9n
Q
8@
)}dsz

).

fonction g vérifiant fg d Q@ =0 , fg £ 4 Q
& Q

SJgnd Q=0
Q

5

c'est-d-dire pour toute

(3.6.26)

(3.6.27)

(3.6.28)

(3.6.29)

(3.6.30)

(3.6.31)

(3.6.32)




LT 80
__1 2g g - -
|Ge 58+ 57 52 4 @ Jg g d Q
9/ Q
¢ 00 20
__2 g 2 9g = -
_(ag et g 5e) 4 9 Jn g d Q
9] Q

(3.6.33)

(3.6.3%)

On notera enfin que si la section posséde un axe éde

symétrie,

on a nécessalrement

3@1 8@2 8@1 8@2
I(BE 3E F 5T 3T ) d Q = IE @2 d 2 = [n @1 d & =0
Q f Q.
En effet, supposons pour fixer les idées que l'axe de symé- ')
trie soit 1'axe des M. On peut alors décomposer @1 et @2
en parties symétrique et antisymé@trique, soit
. _ a8 a - &5 a
@1 = @1 + @1 , @2 @2 + @2
avec
s 1 _
(i = 1,2)
a 1 _ _
83 (E,n) = {0, (E,m) - o, (-E,m)} J
)
On en déduit aisément que °
s s s s
9% _ oy i _ 9%y
202 202 202 502
i _ 1‘ 1>, - - i
9& [(g,n) 29& |(-&,n) on 1(&,n) an 1 (&,n)
d'oli, pour i, j valant 1 ou 2,
907 30° 30t a@?
] =
I‘aa 52 tam oan ) 48 =0
2



————

Dés lors, si l'on note que

f@? £dQ=0 J@g nda-=o0 ’

on déduit aisément de (3.6.23) que

aéf ) 80 .
J{(BE YT o+ (an ) } d Q = 0 = @1 = cte
Q
¢ 8@2 9 8@ a
‘{(ag + (an ) Y aq =0~ o, = cte
Q
Par conséquent,
a s a s
(8@1 3@2 . 3®1 3@2) 1 g - (8@1 8@2 s 3@1 8@2) 19 -0
9 9§ oan 9N . F3& 23§ on  9n
Q 9]

4

ce qui démontre la thése.

Calculons a4 présent l1'énergie du cisaillement de flexion.

On a

2U =IGR {(gg)2 + (——) } d Q
Q
.2 pYo Ly
=2 {(=H2 + (=12} a0
GR 9E th
,2a'b 30, 239, . L 3@2} o
GR 3¢ 3% an  9n
12 3, , 90,
* eR f{(ag ) (an )%} d @
Q
Posant
2
I
S. . = !

{(3_5-—)+( )}dﬂ



I I, . L
S12 7 00 . 29 50. 00 - ' (3.6.35)
et a0 :
EY- Y N , )
) ‘
[ 2
S22 = T30 5
2
2.2 2.2
J{(§g~) + (gﬁ—) } a @
Q

et notant que les moments sont donné&s par

M, = Il a E M2 = I2 b (3.6.3§)
D,
on obtient 1'expression de 1'énergie en termes des efforts ‘
" tranchants :
2
1
M

(- 4 N } (3.6.37)

20 = ‘
Gs,, @68 GS,,

1
R

Pour exprimer 1l'énergie en termes des déformations,
il convient de séparer le gauchissement par W des rotations

dans l'expression de ¢ : on a

71 _a' b'
o 12 29

et, en tenant compte des relations (3.6.30), (3.6.31),
(3.6.35) et (3.6.36),

oM M
o + ...} = SRS * 9Rs ' (3.6.38)

11 12

On obtient d'une mani&re analogue
1 1
M My

o+
GRS12 GR822

(-8 + ...} = 1 (3.6.39)

Ces deux relations s'inversent en



t — o
M', = GRA,, {a + ...} + GRA, {- B + ...} .
. (3.6.40) _
t - -
M', GRA |, {a + ...} + GRA,, {- B + ...}
ol
A _ l/322 A _ ]/511
11 1 1 22 1 1
S S o 2 S S 2
11 °22 519 11 °22 §12
1/s
o 12
A12 = ; 7 (3.6.41)
S S 2
‘11 122 S,

_sont. les sections ré&duites de cisaillemént. Dans le cas

général, il existe donc un terme de couplage A Ce terme

12°
disparait si la section posséde un axe de symétrie. L'éner-

gie de déformation s'écrit donc finalement

2 U=R [GAII {a + ,..}2 + 2 GAlz'{a + .. H=- B+ ...}

+ GAy, 1= B+ .. }7] (3.6.42)

6.3. Le gauchissement de torsion

Par torsion uniforme, nous entendons 1'état fictif oii
. " 9

(i) Les tensions normales sont posées nulles dans le
principe de HELLINGER-REISSNER. Ce faisant, on 1li-

bére les gauchissements.

(ii) Les termes constants des glissements sont nuls.

o cos ¢ + B sin ¢ + P!

est
R

(iii) La quantité 0 =

constante.



L'énergie de déformation se ré&duit alors a

2 U = JGR [{%g + 0 (n —"nT)}2 + {%% -0 (& - ET)}Z] d Q stat

& (3.6.43)

Le gauchissement de torsion gy est par définition la solu-
tion du probléme (3.6.43) pour g = 1. Il vérifie donc 1l'équa-

tion suivante

dg g |
J T 96w , BT 95w g g%ﬂ - (€ - £y Wy 3 90-=0

9 9f a1 9n an
(3.6.44)
quelle que soit la fonction 6W. On en déduit l1'équation aux ‘<>
dérivées partielles régissant le gauchissement
2 2
d 8y 3 gy
7t 57— = 0 (3.6.45)
of an
qui s'assortit de la condition de contour
st (- ng) ng - (8 - &) n, =0 (3.6.46)

Notant que sur le contour, la normale et la tangente orientée
de fagon & parcourir le contour en laissant l'aire & sa gau-

che sont liées par les relations

on peut écrire (3.6.46) sous la forme &quivalente

g
553 *o-ng) t o+ (E - ET);tg
dg .
=t s -t @ - % =0 (3.6.46.2)

Si 1'on appelle g, la solution du probléme (3.6.44)

dans le cas oli 1'on pose ET = 0 , nT = 0, on a visiblement



PURIE S .

o
|

Br ~ Mgy & + &4 M
soit

= + -— ' .
Bp = By * Mp & = &p M (3.6
En d'autres termes, un déplacement du centre de torsion a
pour seul effet d'ajouter une fonction lin@aire au gauchis-
sement. La recherche du gauchissement de torsion se fait

donc de la maniére sulvante

a) on recherche g, Ce gauchissement est défini & une

constante prés, que l'on fixe en imposant que

Jgo'd £ =0 . _ (3.6

b) gy est alors défini par les conditions de gauchis-
sement vrai. Ces conditions assurent visiblement le décou-
plage de la flexion et de la torsion au niveau de 1'énergie
d'extension, mais aussi au niveau de 1l'énergie de cisaille-
ment, en vertu des relatioms (3.6.33) et (3.6.34). Elles

fixent le centre de torsion

0=JgTEdQ Jgogdﬂ+nTII—>nT

1
- T—'[ o £ d 8
Q Q 94

~ . .(3.6

[

L]
l_..
Da—
o
o
=
(=¥
Eo)

0 = J gp N d Q J g, N d Q- &I »Ey =3
Q2 Q

A ce sujet, 1l convient de faire la remarque suivante

1'équation (3.6.44) entrafne

50
(& - ET) T d Q

+ )y d Q=

. - (BgT 3%, dgy 92,
0 0% on  an

DY—

f2

o1

9 1
- J (n - ﬂT) TE d @
Q

< 47)

.48)

.49)




BgT 3@2 BgT 0d

. 2
0= J Ge s twm w4
o z .
3@2 3@1
= J {(g - ET) o (n - HT) gg—} d Q
Q .
ce qui, en vertu des relations (3.6.26)
] 3@1 8@1 .
Np = TT {J(ﬂ 3 g sﬁ—) d 9}
Y
00 L)
= -1 flen 2 - 2

Ces relations expriment 1'&quivalence du centre de torsion

et du centre de cisaillement,

Passons au calcul de l'énergie

d'abord qu'en vertu de (3.6.44),

g dg
f{( D2+ D% aa -

§€~ —J{(n - nT)

(Y]

9g

Posant alors

' 2 2
- [t -np? e - ep? an
) |

On obtient

dg -9
2U=@2R[G[{3—E£+(W“UT)}2+{%—
§
2

1

GRJ ©

agT

-~

de torsion.

Ep

.98.

a (3.6.29), entrafTne

(3.6.50)

o0gm
- (£ - E)gr-) d
(3.

(3.

2
- (E-EpY] a

(3.

On notera

£e)

D

51)

.52)

.53)



avec

on
Q
%8y 5 OBy o
Q

Le terme I, représente la raideur calculée a la COULOMB.
La raideur actuelle, dite de SAINT-VENANT, est toujours

plus faible.

6.4. Remarque générale sur les gauchissements

Si 1'on rapproche la théorie ci-dessus d'une théorie
équivalente pour les poutres rectilignes, on remarque que

les &quations des gauchissements sont identiques. Ainsi donc,

moyennant les approximations que mnous avons consenties dans

le calcul des déformations, c'est-d-dire si les dimensions

. transversales de la poutre sont faibles, les sections rédui-

tes, la raideur de torsion de SAINT-VENANT et le centre de

torsion restent ceux des poutres rectilignes de m&me section.

Ce fait avait déja été utilisé& par certains auteurs [AS],
mais n'avait pas encore, du moins # notre connaissance, recu

de démonstration.

En particulier, les diverses méthodes permettant de
déterminer les gauchissements de maniére approchée restent
valables. On trouvera par exemple dans [M7], [Dp12], [F5]

un certain nombre de telles méthodes.




6.5. Sollicitations quelconques

K
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Comme nous l'avons signalé ci-dessus, nous ne tien-

drons compte, dans le calcul des efforts longitudinaux, que

du gauchissement de torsion.

De plus, nous supposons que ce gauchissement ne change pas

de forme, ce qui revient a8 &crire
u, = w + o - + k

L'énergie d'extension du gauchissement sera donc
E g2

A k K

avec

_ 2
K = I g d @
f2

(3.6.55)

et n'est pas couplée aux termes de flexion. L'Eénergie de

déformation d'une portion 161 . 62[ de la poutre s'écrit

alors, tous calculs faits

)

2 .
EQ ' . . 2
2 U = [-7 w' + u sin ¢ + v cos ¢ - Y Ny sin o + U ET cos ¢}
R’ N
.6
1 EI, EI :
+ E% k'2 + 21‘{u’ + § cos ¢}2 + 22 {B' - ¥ sin ¢}2
R R R
_ u' - w sin ¢ 0 cos ¢ + B sin ¢42
* Ay o R * N R }
: u' - w sin ¢ o cos ¢ + B sin ¢
+ GA, {o + = + o, = }
_ v' - w cos ¢ _ B sin ¢ + o cos ¢
' 2
v' - w cos ¢ _ B sin ¢ + o cos ¢
+ GA,, {- B + R ;T = }

J {%cos d + g sin ¢ + w'}z

...J)

+ (IT- R

o cos ¢ + B sin ¢ + P' _ k}Z] R d 6

(3.6.56)
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'6.6. L'approximation de WAGNER
‘ L
Lorsque la raideur de torsion de COULOMB est beaucoup

plus grande que celle de SAINT-VENANT :

IT >> J ‘ (3.6.57)
le dernier terme de (3.6.56) est affecté d'un coefficient
énorme par rapport au précédent. On ne fera donc qu'une

faible erreur en posant

_ G cos ¢ + B sin ¢ + V'
R

(3.6.58)

ce qui permet d'omettre le dernier terme et de remplacer

'——i- k'z par

! + ' . + "
pk (2-Ccos @ * B _sin ¢ * V7,2 (3.6.59)
Cette approximation a &té introduite par WAGNER [M7] dans
le cas des poutres rectilignes. Elle est employée de maniére
trés générale, souvent sans se soucier de la condition (3.6.57);
L'étude d'un certain nombre de cas simples montre qu'elle

revient & négliger le terme de COULOMB 68' = a%— [D12].
‘ T

L'hypothése (3.6.57) est particuliérement bien vérifiée damns

le cas des sections minces ouvertes.

6.7. Omission du terme de gauchissement

Considérons des rotations de la forme
o =0 sin (n 0 + m %)
‘B =B sin (n 8 + m 5)  (3.6.60)

P = U-cos (n 6 +m IT--).



‘S§i 1'on fait 1l'hypothése de WAGNER, le fapport entre 1'éner—-

gie de gauchissement et 1'énergie de torsion ‘est donné par -

r-= D EK ' (3.6.61)

Il est naturel de négliger le terme de gauchissement chaque
fois que ¢ est inférieur & 1'erreur introduite par.1l'hypo-
thése r = R qui est & la base de la théorie. Si AR est la
plus grande variation de rayon dans la section, on obtient
donc la condition

AR ' '
tix | (3.6.6")

Cette condition fixe le plus grand nombre d'onde azimutal

pour lequel le terme de gauchissement peut €tre négligé

n<V/ZZRAR ~ (3.6.63)

Considérons par exemple un raidisseur de section rectangu-
laire. Une théorie simplifiée, mais conduisant & des résul-

tats bien approchés [DlZ], donne

J*41112 K_III2
= , =
If + I2 9]
N
. A
soit : .
/R AR )
n o2 //2(1+v) T, + 1
1 2
" Pour les dimensions suivantes ¢
b (largeur du profil) . 0,1 m
t (épaisseur du profil) = 0,005 m



U

PRSP N

on obtient,

AR = 0,05 m

Ainsi, pour

si le raidisseur est disposé radialement,

et

les faibles valeurs de n, on peut omettre

3.103,

le

terme de gauchissement sans commettre d'erreur plus grande

que l'erreur intrinsdque de la théorie utilisée.

6.8. Déport du centre de gravité

Dans beaucoup de cas, le centre de gravité de la sec-

tion du raidisseur n'appartient pas au feuillet moyen de 1la

coque. Soient —Ec > "N, les coordonndes du point du feuillet

moyen de la

ol 1'indice

cadre de 1la

coque qui sert de référence : on a

Yo, v, —E Y, w =W +af - BN

=8, Wc =1V , RQ = R - EC cos ¢ - nc sin

¢ désigne les variables de la coque. Dans

méthode des é€léments finis, ce changement

variables se fait tré&s simplement aprés le calcul des

trices de 1!

élément [AS].

(3.6.64)
¢

le
de

ma-

On utilise souvent une méthode approchée consistant

a4 introduire des inerties équivalentes. Cette méthode peut

@tre justifiée comme suit : les différents termes apparais—-

sant dans l'expression (3.6.56) de l'énergie de déformation

se transforment de la maniére suivante

+

(a'_ =¥, cos ¢) E_ - (B = ¥_ sin ¢) n_}

+ u_ .sin o + v, cos ¢ - wc Mg sin o + wc

{w' + u sin ¢ + v cos ¢ - Y Ny sin ¢ + ¢ ET cos ¢} =

ET cos ¢

(3.6.65)
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R o' -%Y cos ¢ . .
‘o' - ¥ cos ¢ _ "¢ c c
b) R = X - R , (3.6.66)
. c a
] - .
c) B' -y sing _Re Bl T Ve sin® (3.6.67)
R R R Tt
c
v u' - w sin ¢ o cos ¢ + B sin ¢
d) o + R ML R
Ec cos ¢ n, sin ¢ u'C - W, sin ¢
=0 (- —% S S R
. ‘ ' .
- o, cos ¢ + BC sin ¢ e wc + o, cos ¢ + Bc sin ¢
T R c R
. ) - . A ey
) Eﬁ (o u'l w, sin ¢ - a, cos ¢ + BC sin ¢ Eﬂ)
R c R T R
c c
Y ' + 0o cos ¢+ B sin ¢
+ o S e c (3.6.68)
c
e) de la m€me maniére,
_ v' - w cos ¢ _ B sin ¢ + 0 cos ¢
B+ R Ep R
_ .
) EE -6 v, w, cos ) - o, cos o + Bc sin ¢
R c Rc T Rc
Y "+ a cos ¢ + B sin ¢
-5 = < < (3.6.69)
Cc RC PR
» /
. s ‘ .
£) V' + o .cos ¢ + B sin ¢ _ EE wc + a, cos ¢ + Bc sin ¢
R . R Rc

(3.6.70)

Si la variation de rayon due au déport n'est pas trop grande,

K -~
on peut assimiler le rapport EE d 1'unité. On remarque alors
que dans l'équation (3.6.65), il apparait les courbures
(3.6.66) et (3.6.67). Ces termes méneront d'une part 3 défi-

nir les inerties équivalentes /
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I, =1, +n_ Q . - (3.6.71)

et, d'autre part, 3 des termes de couplage de raideurs

-~

ET Q et u Q. Si 1'on s'intéresse & des modes 3 prédomi-

-nance flexionnelle, ce qui est généralement le cas en vi-

brations, on peut négliger ces couplages. D'autre part,

on retrouve dans les expressions (3.6.68) et (3.6.69) 1la

torsion (3.6.70). On définira donc de m€me un module de

torsion équivalent

3% =G (J +EX A, + 2E n A +n>A); (3.6.72)
' c 11 c ‘¢ 12 c 22

ici, les termes de couplage sont nécessairement petits, du

fait de la petitesse des déformations dues d 1'effort tran-—

chant. Ainsi, moyennant les conditions que nous venons d'é-

noncer, le raidisseur déporté peut s'analyser comme un rai-

disseur situé sur le feuillet moyen, 3 condition de rempla-

cer les inerties et le module de torsion par les valeurs

€quivalentes (3.6.71) et (3.6.72). '

7. MODELISATION DES MATERIAUX MULTICOUCHES

Suivant la terminologie d'ENGRAND et BORDAS [E1], nous

appellerons multicouche toute structure constituée de cou-

ches peu épaisses de matériaux différents assemblés par col~-
lage. Par sandwich, nous désignerons un matériau multicouche
particulier composé d'une 3me (souvent en "nid d'abeilles")

et de deux semelles nettement plus minces que 1l'@me.

L'étude des structures multicouches peut &tre envisa-

gée selon divers points de vue :

(i) La recherche du comportement structural de la

coque multicouche.
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(ii) La recherche des amortissements que 1'on peut
obtenir en adjoignant un rev&tement viscoélas-

tique, & une coque.

(iii) L'@tude de la tenue des collages. En effet, les
colles résistent généralement trés mal en trac-

tion et d'une mani&re limitée au cisaillement.

I1 va de soi que le choix d'un modéle du multicouche doit
8tre fait en fonction des renseignements attendus. C'est
pourquoi nous allons passer en revue les différents modéles
proposés en indiquant pour chacun ce qu'il permet de pré-

voir.

7.1. Coque de KIRCHHOFF-LOVE équivalente

Si 1'on consid&re que chaque couche ob&it a8 1'hypo-
th&@se de KIRCHHOFF-LOVE, on se rend aisément compte qu'il
en est de méme de la coque entiére [El]. On définit alors

aisément les lois constitutives en exprimant que les dépla-

cements dans le plan de la coque sont linaires : l'énefgie
de déformation de la couche i é&tant
Z;i+
¢ (6o * TX. o) (6. * Txue) d T (3.7.1)
aBys " TaB aB Y$ '
C.
i-

N

on fait la somme. Si:1l'on appelle e, 1'épaisseur de la cou-

che 1 et Zi la cote de son feuillet moyen, on obtient

(i) ' =
CouBys 121 Sap Sys 1 G (Bag Xyg * Eys Xop)
ei3 -9
* (g5 * & e;) Xap XYS} (3.7.2)

Lorsque les modules varient de fagon homogéne, c'est—a-
dire si

(i) _ e

CaByG = A CaByé

(3.7.3)
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oti CuBYd représente des modules de ré&férence, on peut se
ramener & une coque &quivalente par un changement de réfé-

rence des cotes
=7, - T (3.7.4)

go €tant choisi de fagon .3 assurer le découplage extension-

flexion

g o=t 4 (3.7.5)

La coque &quivalente a des épailsseurs différentes pour les

déformations d'extension et de flexion, définies par

. e (1) _
CGBY5 tE = ? CaBY5 e, > tE = ? Xi e, (3.7.6)

3 3

t . e. ~
= F _ (i) i =2
Cogys T2 = ? Capys T2+ L1 e;)

5/ =7 |
>ty - ‘/i A, (e + 1250 o) (3.7.7)

8i la relation d'homogénéité (3.7.3) n'est pas vérifiée,
on ne peut plus nécessairement assurer le découplage par
un seul déplacement du feuillet moyen. Mais pour un com-

portement .essentiellement flexionnel ou essentiellement

extensionnel, on peut négliger le couplage. Choisissant

alors une épaisseur de référence t, on définit alors les

modules &Equivalents

(E) _ 1 (1)
CaByé =< ? e, Ca8y6 (3.7.8)
3 .
(F) _ 12 € =2 (i)
CaByG T3 ? (12 Ly ei) CaByG (3.7.9)

Une telle approche ne se justifie que si la coque
est mince et si les modules des différentes couches sont

assez peu différents. En particulier, elle s'adapte assez
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'

mal au cas du sandwich, ol 1'&me est notablemfnt plus sou-
ple que les semelles : en effet, i1l est peu raisonnable de
supposer que l'effet de l'effort tranchant est négligeable
dans ce cas. En outre, elle ne permet de répondre qu'au

probléme (i), & savoir le comportement global de la coque.

7.2, Coque de HENCKY-REISSNER &quivalant & un sandwich

Considérons un sandwich dissymétrique (fig.3.24).
Nous supposerons que ses semelles ont une épaisseur trés
faible devant celle de 1'4dme. Dans ces conditions, on peut
le réduire 3 une coque d'@paisseur modérée moyennant les

hypothéses suivantes [D13,D14,M8,M9] :
(1) L'3me ne résiste qu'au cisaillement
(2) Les semelles résistent comme des membranes

(3) Les déplacements dans le plan du sandwich sont
linéaires affines dans 1l'dme, et vérifient 1'hy-
poth&se de KIRCHHOFF-LOVE dans les semelles. En
outre, vu la faible Epaisseur des semelles, on
ne fera qu'une faible erreur en &crivant qu'elles

sont connectées 3 1'dme en leur feuillet moyen.

Cette approximation cadre bien avec l'hypothé&se 2.

Ces hypothé&ses ménent & écrire, en appelant d la cote de

1'axe neutre de flexion,

- _ - '
~€aB + (T d) XuB dans 1'3me

- h _ .
eaB eaB T (5 d) XQB + flexion da?s la semelle 2

v

()

8&8 (5 + d) XaB + flexion dans la semelle 1 (3.7.10)



3.1009.

dans 1'8me

0 dans les semelles (3.7.11)

ce qui conduit 3 l'expression suivante de l'€nergie de

déformation

_ (2) = h o h _ ”
2U =¢e,C legg * (3 = &) Xyplle s + (3 - D) XY5}A

2 “aBy§ o
(1) = h - _ ¢k -
ey Cupys {EaB - (g d) XaB}{Eyﬁ (z + 4) Xya}
+ 16 §a3 ;83 (3.7.12)

et G désignent respectivement les modules mem-

- od COLB'YS aB
branaires et les modules de cisaillement. Regroupant les

'terme".en £ et ¥ on obtient
° ap €t Xgg?

B (n (2) = =
20 = (e; Coais * 22 Copys) Sap Eys

+ fe, (% - d) Céé%é ~ e (% + d) Céé%é}
(EaB iyé * EY5 iuB)
+ e, G- 0% cgpys ey G 0 oggs)
Xog Xys * B Cug a3 Vg3 .7-1%

Si 1'on fait 1'hypothé&se supplémentaire de variation homo-

géne des modules membranaires

1 _ - 2 - -
CuBYG = A] Casyé CQBYG 12 C&BYG (3.7.14)
on peut découpler l'extension et la flexion en posant
h
= (A, e, = A, e,)
a=2_-11 22 (3.7.15)
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On obtient alors les raideurs suivantes  :

~ extension : CuByé (Al e, + AZ e2) -
e, A, e
- flexion - C h2 1 12 2 (3.7.16)
aBy$ A, e, + A, e
1 1 2 72 .
- cisaillement : GuB h

dont on peut rendre compte en définissant une coque de

- - - | I L]
refe;ence de modules CaByG et GaB’ et d ' épaisseurs

.

ty = Apeg Aye, pour l'extension
Y
l//}

7 2 A & Ay ey :
t, = 12 h° < pour la flexion (3.7.17)
F A, e, + A, e .
. 1 1 2 "2
'tG = h ‘ : ' pour le cisaillement

~

Cette approche permet de prévoir le compoftement'
global du sandwich, et l'amortissement de 1'Ame. Elle
satisfait donc aux exigences (i) et (ii). Pour/cé qui
est des efforts de liaison dans le multicouche, elle ne
permet que la prévision de 1'effort rasant, a l'exclu-

sion des efforts de décollement. -

7.3. Empilement de coques d'épaisseur modérée

On peut aussi traiter les multicouches en superpo-
sant des coques diépaisseur modérée. Une telle approche a
@té pratiquée analytiquement, dans le cas des sandwiches,
par YI-YUAN YU [Yl] et numériquement dans le cas général,
par ENGRAND et BORDAS [E1]. Dans son application aux mé-
thodes numériques, cette approche sé‘révéle assez lourde,
car il faut exprimer les liaisons de différentes couches
par des contraintes lin€aires agissant a4 la fois sur les

déplacements et les rotations de chaque couche. Les rela-
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tions de compatibilité s'@crivent en effet

-(1i) i=(i) _ =(i+1)  ®is1 = (i+1)

L Yo ) Yo _
(3.7.18)

= (i) _ oG+

g
1

En outre, on n'a toujours pas accés aux tensions de décol-

lement.

7.4. Empilement de volumes et de coques minces

Dans le cas de multicouches composé&s d'une alternance
d'3mes et de feuilles minces par rapport aux &mes, on peut
modéliser les Z@mes par des volumes ou des coques épaisses
et les feuilles par des coques [D7]. On connecte alors sans
grande erreur les déplacements des &mes & ceux des feuillets
moyens des coques. Cette méthode présente les avantages sui-
vants : d'une part, elle est assez simple & mettre en oeuvre,
et d'autre part, elle permet de prévoir les tension de décol-
lement. Elle pé&che un peu au niveau de la compatibilité &me-
feuille, mais cette erreur décroft avec l'épaisseur des
feuilles. Par contre, elle ne permet pas de traiter le cas

des ames minces.

8. DIVERSES MODELISATIONS DES RAIDISSEURS

Nous terminerons cette &tude par quelques mots sur
la prise en compte des raidisseurs. Une premiére approche
a 8té décrite au paragraphe 6, et consiste & considérer
les raidisseurs circulaires comme des poutres courbes. Si
les raidisseurs ont une forme compliquée, ou si les hypo-
théses de la théorie ci-dessus (ind&formabilité de la sec-
tion, faible extension radiale) sont mal vérifiées, on
peut aussi traiter les raidisseurs comme des coques ou
des combinaisons de coques et de poutres circulaires. Le

nombre de degrés de liberté augmentera, mais le probléme
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du déport de 1l'axe neutre sera €liminé.

Lorsque les raidisseurs sont suffisamment nombreux,
on peut aussi en tenir compte de mani&re approchée en les
répartissant sur la coque. Considérons pour fixer les idées
une coque raidie dans la direction X, (fig.3.25). Les rai-
disseurs sont le plus souvent disposé&s d'un seul cdté de
la coque, ce qui signifie que le centre de gravité de la
section d'un raidisseur est situé& & une certaine distance
e de la coque. Pour calculer les raideurs &quivalentes,
on isole une portion de la coque contenant un raidisseur
et limitée des deux cOtés & mi-chemin des raidisseurs ad-
jacents. On considére alors des états de déformation cons-
tants dans la portion considérée, et on écrit l'énergie

de déformation du syst&me coque-raidisseur pour une lon-

gueur unitaire selon X, : posant
[ Ee
D 2 s————
c 1 - v2
"2 = section du raidisseur
I = inertie du raidisseur en flexion selon X (3.8.1)

11° Azz; A, sections de cisaillement du raidisseur

GrJ = raideur de torsion de SAINT-VENANT du raidisseur,

on obtient

N
[
]

-2 - "
Dctﬂ,{e“&s + 2V € €01 ;

.3
t -2 -2 - - 2.
*Dqz XY F Xgy 2V Xy Xy,!
+ G tl{_2+—2+-2}+Gt32~2
c Yi2 ¥ Y13 ¥ Va3 c TZ ~ Xq2

J



e o e Vi e e

+

- 2
E.Q {Ell e Xll} + E_ T X,
- - .2 -2
G, Ay, {yyy = e Xy} + 6 Jx],
¢ A . Y: +2¢ A, {y e X} Y
11 Y13 r %12 12 12 13
") Q -2
el t 2 {DC + E EI} * €, Dt 3
2 v Ell 822 Dc t 2
-2 3 12 2
X5, = 2 {D + E —5— (I +Q &)}
11 1 c r 3
t %
3 3
-2 t™ L t 8 - -
Xo9 Do 73 F 2V DL 75 Xq1 Xpy
~2 3 12 2
X12 75— {Gc + Gr — (J + Ay, € )}
£°%
A
yfz t % {Gc + G ?%3
A
-— 1 —
y%3 t 2 {GC + G tkl} + Y§3 G, t 2
— — Alz -— -
2 Y19 Y3 826G T T2 Y3 Yy 6 Ay
2'E£"9Ae £ 2 G Azz-e le X12

3.113.

| (3.8.2)
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ce qui conduit aux relations constitutives moyennes

: o f = : - _ e =
Nyp =t @O, +E_$g) € + D VE, - E &7X
Ny, = £ D_VE  +tD_ Ey
A A .
_ 22 12 -
Nyg =t (6, + G +97) Yyp ¥ G —3= V3
3 12 E : 3
e r 205 5 2o e :
My =gz D, +—=5—= (I +Qe"} X, + VD, 75Xy, = E 27 €,
t R )
£ - e -
Moo= 77 D¢ ¥V X511 % 77 D¢ Xo2 (3.8.3)
3 12 ¢ )
Mppg =57 16, ¥ —3— (T + 4,, e} ¥y,
£3%
e - e -
G Ao T Y13 7 6L Ay T Y12
A A
_ 11, - 12 = e =
Qp =t {6, + 6 b v 3 * 6. Yy, T G A, T Xy,
Q, = G, t ¥y, )

On s'apercgoit qu'il n'est pas possible de dé&coupler
totalement 1'extension de la flexion par une simple trans-
lation du feuillet moyen. Il faut donc se ré&soudre & négli-
ger les couplages. Pour les couplages Ell - ill et ;12 - ilZ s
cela n'est licite que si 1'on recherche une solution & nette
prédominance extensionnelle ou flexionnelle. Par contre, A12
est nul dans un grand nombre de cas pratiques. Dans le cadre

de cette approximation, on obtient simplement
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— Q € €
Nll h (Dc * Er ?E) t 811 rV bt 822
Nyy = Vv D, te +D tey,
A
_ 22 =
Nyg = (6o + G 577) € Yy,
12 Er ) - t3 -
Mpp = D+ 5= T+ 0 eD )Xy + v D 13 Xpy
(3.8.4)
3 3
- 3 L
12 ¢ 3
) G 2 t -
My, = 16, + —5— (0 + Ay, eD)} 75 Xy
t R
A]1 -
Q, = {Gc + Gr EE—} t Y3
Qz = Gc tY23

Quelle est la validité d'un tel procé&dé de réparti-
tion des raidisseurs ? Il est bien clair que si la solution
varie peu d'un raidisseur & l'autre, on pourra obtenir une
solution convenablement approchée; qu'au contraire, si 1l'on
recherche un mode concentré entre deux raidisseurs, on ne

' » - ' . .
pourra l'obtenir. Pour évaluer l'erreur introduite, nous
raisonnerons comme suit : si 1l'on fait abstraction des er-
reurs provenant de l'omission des couplages, on obtient la
solution correcte si les déformations sont constantes sur
la section de longueur £ considérée. En réalité, elles va-
rient: sur cette longueur. Soit A une déformation particu-
lidre. On a, en prenant le raidisseur comme référence,
. . X
[ %aa
*2
0.
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d'oli, en vertu de 1'inégalité de SCHWARZ-CAUCHY,

. X, - 72 i 1
A (x,) -2 (0] < |J §%~ d g].< {J (%%—)2 d £YZ 2 2
' B 2 - 2

' 0 -%/2 .
Il vient donc
C /2 ' 2/2

A(xy) -2 ()% ax, ¢ 8? (%%—)2 ax, .
~2/2 SYP

ce qui constitue une borne 3 l'énergie de l1l'erreur. Fai-

sant la somme sur tous les intervalles correspondants a oy )
une longueur totale L, on obtient la borne \
L/2 '
2 oA | 2
* J ) ¢ %
-L/2

Pour un mode de longueur d'onde L, de la forme

'ITX2
A= A sin (——=i+ $)

on obtient donc une erreur relative
L/2
22 (—)" d x

-ijg ‘ = ﬂz (%) ~ 10 (%)2 (3(8.5y>

~1/2

C'est 1'ordre de grandeur de l'erreur introduite. Ainsi, pour
une structure contenant 20 raidisseurs, on obtient, sur le

mode le plus simple, une erreur de l'ordre de 2,5 %.

I1 convient de noter que dans les structures de ré-
volution, le procé&dé que nous venons d'exposer est le seul

possible pour tenir compte des raidisseurs longitudinaux.

Cependant, si ces raidisseurs sont disposés réguliérement,
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on peut &tudier, d'une part, les modes de faible nombre

d'onde azimutal par le procédé ci-dessus et, d'autre part,

les modes en tréfle dont les noeuds sont situés sur les

raidisseurs en négligeant ceux-ci. Il est par ailleurs 8vi-

dent que pour les modes axisymétriques, la répartition des

raidisseurs n'entraine pas d'erreur.







CHAPITRE IV

METHODE DE SEMI-DISCRETISATION

PAR ELEMENTS FINIS DEVELOPPES EN SERiES DE FOURIER




I. INTRODUCTION

La méthode des €léments finis est & présent recon-
nue comme un outil sfir et efficace pour 1'étude des struc-
tures. Née il 'y a'une vingtaine d'années, de 1'intuition
des ingénieurs pour qui elle constituait une généralisation
de 1'analyse matricielle des structures, elle a 4 présent
recu une justification mathématique rigoureuse. La raison
de son succés doit 8tre recherchée dans son extr&me sou-
plesse d'utilisation, notamment dans la représentation des

formes les plus diverses.

Un certain nombre de structures possé€dent une direc—
tion privilégiée selon laquelle les caractéristiques élas-
tiques et géométriques sont constantes ou, du moins, peu-
vent approximativement €tre considérées comme telles.
Ainsi., dans une poutre en caisson prismatique, la direction
longitudinale est privilégiée; dans les structures de révo-
lution, c'est la direction azimutale. Pour de telles struc-
tures, l'application pure et simple de la mé&thode des &l&-

ments finis est avantageusement remplacée par des méthodes

de semi-discrétisation, ot 1l'on utilise des &léments finis

dans les directions non privilégiées, et des développements
en fonctions orthogonales dans la direction privilégiée.
C'est en substance le principe des bandes finies de CHEUNG
[Cl,CZ]. Mais dans le cas des structures 2 géométrie de
révolution, 1'idée d'une semi-discrétisation utilisant les
séries de FOURIER est bien plué ancienne. En fait, 1'ana-
lyse des coques de révolution par développements en séries
de FOURIER date de la recherche de solutions analytiques
[AS,N]]° Les éléments finis de coques développés en série
de FOURIER sont apparus vers 1965, soit peu aprés les &lé-
ments de coques axisymétriques [PZ] et ont &té développés

par de nombreux auteurs [Z],S&,AS,ZZ,PI].

Les avantages de cette méthode sont multiples :
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(i) Economie : pour N modes de FOURIER 4 M degrés de
liberté chacun, il suffit de résoudre N systémes matriciels
de dimension M et de recombiner, ce qui donne <

N x M3 multiplications pour les ré&solutions

td

jH

2N x M multiplications pour la recombinaison des

charges et des déplacements en N stations,

soit au total = N (M3 + 2M) multiplications. Le m&me pro-
bléme, par €léments finis, nécessiterait quelque N3 X M3

opérations.

(ii) Amélioration possible de la solution : si la

solution est jugée par trop grossiére dans la direction
azimutale, on peut 1'amé&liorer en calculant quelques mo-
des supplémentaires. Au contraire, dans le cadre d'une
discrétisation compléte, le calcul doit &tre entiérement

refait,

(iii) Découplage des modes en analyse modale et en

stabilité linéaire : les coques de révolution présentent

généralement un spectre assez serré&, ol les modes de nom-
bres d'ondes azimutaux différents sont trés rapprochés en
fréquence, au point que leur identification exp&rimentale
est souvent délicate. L'étude d'un nombre d'onde azimutal

a4 la fois permet de séparer nettement les différents modes.

En contrepartie, la méhode des séries de FOURIER

présente les inconvénients suivants :

(i) I1 faut au préalable décomposer la mise en charge
en série de FOURIER et, apré&s l'analyse, effectuer une re-
combinaison. Cet inconvénient est assez mineur, car ces

opérations dont il est question sont peu coliteuses.

(ii) La structure doit @tre strictement de révolution.



En particulier, tout raidisseur longitudinal doit €tre

réparti.

(iii) L'inconvénient le plus grave réside dans la

difficulté de tenir compte des fixations non axisymétriques.

(iv) Le découplage des modes ne peut €tre obtenu que

moyennant certaines restrictions sur l'anisotropie.

Ces deux dermniers problémes seront &tudié&s en détail

dans la suite de l'exposé.

2. GENERALITES CONCERNANT LES DEVELOPPEMENTS EN SERIES DE

FOURTER

2.1. Découplage de la raideur

Les déplacements seront développés d'une des maniéres

suivantes :

w 1
u = I b u . cos (n & + m %) (4.2.1.a)
p=0 m=0
ou .
© i ,
*® . v
u = I p) u sin (n 6 + m =) (4.2.1.b)
n m 2 ‘
n=0 m=0 )

ofi n sera appelé nombre d'onde (azimutal) et m, phase. Le

choix de cette &criture, plutdt que le classique développe-
ment en cosinus et sinus, résulte de considérations prati-
ques., En effet, en dehors du cas particulier n = 0, les
développements ci~dessus permettent d'utiliser exactement

les mémes programmes pour les deux harmoniques de méme nombre

d'onde.




Le calcul des déformations nécessite la dérivation
de certains déplacements par rapport & 6, ce qui change
.
les sinus en cosinus et inversement. Lors du calcul de
1'&nergie de dé&formation, deux modes diff&rant par leur
nombre d'onde azimutal sont nécessairement ‘découplés, en

vertu des relations d'orthogonalité

27
J cos k B cos £ 6 d 6
0

VAL
J cos k 8 sin 2 6 4 ©
0 )

27

S sin k ® sin 2 6 d 8
0

ﬂ.GkZ (1 + 6k0)

I
o

(4.2.2)

S

]

T &

ke K0’

Par contre, les deux modes correspondant & un méme nombre

d'onde azimutal peuvent €tre couplés. En effet, les défor-

mations de ces deux modes peuvent s'@crire sous la forme

[
]

a

a0 o ¢os n 0 + bO sin n 6

e = - a, sin n 0 + bl cos n O : (4.2.3)

81 bien que leur somme sera

e = ¢ + e = (a

n . no0 n 1 + bl) cos n 9 + (bO - al) sin n ©

0
L'énergie correspondante, intégrée sur une circonférence,
aura donc 'la forme

T T

T r {(aO + b)) H (ao + b)) + (bo -a) H (b:

o - a?)} (4.2.4)

ofi H est la matrice de HOOKE du matériau, et ne sera découplée

que si

b, Ha, = 0 et b, Ha, =0 (4.2.5)



On peut donner & ces conditions une forme plus utilisable
en remarquant qu'un choix judicieux des développements
(4.2.1.2) ou (4.2.1.b) pour les différents déplacements

permet de séparer la variable & dans chaque déformation.

On peut alors écrire

et décomposer la matrice de HOOKE en

Hcc Hcd

H = | (4.2.7)
Hie  Haa

ce qui permet de mettre l'é&nergie sous la forme

T T T T
mr {CyH, Cy+ 2CoH 4 d + CyHyy € +CPH C
T T
2 Cy H. 4 do +dg Hyo do} (4.2.8)

La condition de découplage se raméne donc 3 exiger que la

Sous-matrice HC soit nulle. En d'autres termes, la matrice

d
de HOOKE ne peut coupler que les déformations qui, dans un

SR

méme mode, correspondent 8 la méme fonction trigonométrique.

Il s'agit généralement d'une restriction sur les possibilités

d'anisotropie.

Les deux conditions ci-dessus : séparation de la va-
riable 6 et découplage de la matrice de HOOKE, déterminent
le choix des développements. Ainsi, dans le cas d'un solide
tridimensionnel, les déformations s'@crivent

du
T

£ o=
rr ar




PRI
H

Yoz = 33

Que le corps soit isotrope ou non, les trois déformations
directes € > > eron énéralement couplée

. cr * Spg > E,p Seront g ralem oup s par
W 1'effet de POISSON et il doit domnc leur correspondre la

A .

{4
N

. méme fonction trigonométrique. On choisira par exemple

‘cos (nB +m %), ce qui donne

= pour u_ : un développemenf en cos (n 6 + m %)

- pour u_ i un développement en cos (n 8 + m o) (4.2.10)
= pour ug i un développement en sin (n 6 +m %)

N

Ei conséquence, les glissements seront développés de 1la

fagon suivante
. Ty
- Y, en sin (n & + m 5)
-y en cos (n' 9% + m %) (4.2.11)

ra

. i)
=Yg, o0 Sl? (n © + m 7)




On constate que Yre et YGz sont développés en sinus, tan-

dis que les autres déformations sont développées en cosi-

nus. D&s lors, la loi de HOOKE devra avoir la forme

rr

00

b A4

rz

Tre'

Sz

11

21

31

41

1T T
H]Z H]3 H14 0 0 Err
Hy, Hyg Hy, O 0 €00
Hyp Hggz Hyy O 0 || €.,
: (4.2.17
" u 1 | -
n2 Huz Hyy O 0 Yerz
0 0 0 Hgs  BHggl | Yyp
0 0 0 Hos  Fegl | Yo

soit se limiter & 13 coefficients indépendants, au lieu

de 21

decrltgs en (ch.B,B). Les déformations €, * Sgp » X

iee auront un développement en cos (n & + m i) si 1'omn

dans le cas général. —

Examinons & présent le cas des coques de révolution

ss (

développe u , w , 0 en cos (n 6 + m %) et v , B en

sin (n 6 + nm %).

Alors,

£
88

» Egg 0 Xgg ° iee s Ys; seront développés en

cosinus, tandis que Yep » Xgg ° YGE seront développés en

sinus.

forme

Dés lors, la matrice de HOOKE pourra &tre de la




Neo| [C11 Cyp © €14 G5 O ¢;; o T &
Ngg| [C21 C22 O Cay G5 O Cyy O Y
Ng| [0 0 33 0 0 Gy O Chgl | Y
Mes| |Ca1 a2 o Cag Cus O Cyy O Xs s
= . (4.2.13)
Mog| €51 Cs2 O Cs4 Cs5 O €57 © Xog
Mgg| [0 0 Cgz O 0 Cee 0 Ceal | Xgg
Qg €71 G O €75 G35 0 Gy O | Yor
QW | [© O Cgz O °©  Cs6 °  Cgs| | §e;~

Pour une anisotropie provenant de la prise en compte appro-
chée de lisses et raidisseurs, on en déduit les conditions

suivantes

(i) Les lisses et raidisseurs ne peuvent €tre disposés
que dans une paralléle ou un méridien, sans quoi il apparal-
t e C C “ o

ra des termes 13 » G953 >

(ii) Des lisses ou raidisseurs dont la ligne moyenne
est située dans un plan méridien, et décrits par les rela-
tions (3.8.3) doivent 8tre symétriques par rapport & ce plan,
sous peine de voir apparaltre, du fait du couplage en cisail-
‘lement, des te C et C,.,.

MEnt, des termes %37 67

Examinons enfin le cas des raidisseurs définis au cha-
pitre 3, section 6. Ici, pas de problé&me. En effet, si 1'on
choisit un développement en cosinus pour u, v, P, et en si-
nus pour w,a,B et k, chaque paramétre de déformation est sé&-
paré par rapport 4 6, et on constate que le seul couplage,

di au terme A respecte les conditions énoncées ci-dessus.

12°




On constate donec qu'en général, les déplacements et

les rotations seront développés de la mani&re suivante :

iy
u, = Z u o cos (n 6 +m 5)
n,m
u, = 2 v sin (n © + n E)
0 nm 2
n,m o
u = I w cos (n 0 + 1)
z n.p PO )
i (4.2.1
¢ = I o sin (n 6 + 1r_)
g T nm ST R m5
n,m

¢g = I B cos (n 8 +'m121
n,m

¢z = 3 Ynm sin (n © + m %)
n,m

Lorsque les conditions de découplage ne sont pas rem-—
plies, il est nécessaire d'analyser simultanément les deux
modes correspondant 3 un m@me nombre d'ondes azimutal, avec
les couplages appropriés. Une autre technique, développée
par LESTINGI et PADOVAN [LA,PB,PA], consiste 8 utiliser les
séries de FOURIER complexes. Les deux méthodes sont &quiva-
lentes. Mais nous préférons les séries réelles, d'une part‘
parce qu'elles ont une siggification physique plus intuitive,
d'autre part parce que leur application peut 8tre réalisée
dans le cadre d'un programme classique d'éléments finis,

utilisant exclusivement les variables réelles.

2.2, Développement du second membre

Le travail des forces appliquées est une fonctionnelle

4)
f')



linéaire P (u) du champ de déplacements. Comme on‘peut con-
sidérer chaque composanfe de déplacement séparément, nous
nous contenterons d'examiner le cas oili u est une variable
scalaire. Nous supposerons que cette variable est déﬁelop—

pée en série de la maniére suivante

u (r,0,z) = I u (r,z) cos (n 6 + m %) (4.2.15)
nm

Dés lors, du fait de la linéarité& de la fonctionnelle P,

e——

que nous supposons bornée, on a

P (u) = E,{'Z u (r,z) cos (n ¢ + m %)}
— V = am nm
= m)I]lP&{unm’(r,z) cos (n 8 +m 5)} | (4.2.16)

Or il est clair que pour n et m fixés, P {u cos (n 6 +m =)}
= T 2

se réduit &8 une fonctionnelle linéaire de u -5 que nous ap-

pellerons'an. Cette définition nous permet d'écrire

e
2 (w) = nz P (u ). (4.2.17)
m e

Le second membre peut €tre considé&r& comme une somme de

distributions sur le plan méridien. i

Examinons le cas particulier d'une fonctionnelle P in-

tégrale, c'est-d-dire de la forme -
2w
P (u) = [ rd AS pud 8
o méridien 0]

oli p est une fonction de r,0,z (charge de volume). Il vient

alors
. 2m Tf
P (u) = [ u rdA S pecos (n 6 +m=) dB©o
— ..+ 4. __TM 2
— . nm méridien 0
= ¥ f u P d A

nm méridien



ce qui définit les fonctions Enm de r et 2z par

2 :
—— . . 'n'
Pog = é prcos (n6 +m 7) d 8 , (4.2.18)

densités des fonctionnelles an définies en (4.2.17). Du

fait de nos hypothéses, la fonction p peut €tre développée

en série de FOURIER, sous la forme

- ul ]
p = I Pom €O8 (n 8 + m 2) - (4.2.19)
nm

‘avec les relations classiques

27 an

. i Lot
Pom = knm é‘ P cos'(n 8.+ m 7) d © (4.2.20)

kﬁm 27 n,0

]
—~
N

1
O
~

(4.2.21)

On constate donc que les coefficients Enm sont liés aux
coefficients de FOURIER classiques Prom de la charge par

la relation

5 o= 1
pnm - Kk ° T . an R (4-2.22)
nm
En d'autres termes, la charge p admet le développement con- »”>
jugué )
r.p = I p_Cos (n@ +m %) (4.2.23)
nm

1

k
nm

cos (n 6 + m %) = cos (n & + m %) (4.2.24)
est la base de fonctions conjuguée & la base des
cos (n 6 + m %). Les deux bases {cos (n 8 + m %)} et

{cos (n 6 + m %)} sont biorthonormales



.27

f cos (n B +m %) cos (p 6 + ¢q %) d 6 =386

0

8
np . mq

(4.2.25)

Poussant un peu plus loin la généralité, considérons

le cas ol la fonctionnelle P n'est intégrale que par rapport

-

ar et

dien do

11 vient alors

P

P

z, C'lest 1le

nné,

S

soit ©

r

n méridien

n,0

n,l

(r,z)

(r,z)'

cas d'une charge portée par un plan méri-

0.

(r

p

En effet, dans ce cas,

,Z) u (r,z) d A

no

(r,z)

On peut "encore &crire formellement

r . p (r,6,2)

I

nm

P

nm

cos (n 8 + m %)

(4.2.26)

-

(4.2.27)

mais ce développement ne converge pas et n'a de sens que

dans le cadre des distributions, ce qui signifie que le

travail reste fini.

n'a plus de sens, de m&me que la relation (4.2.22).

En particulier,

clair que dans ce cas,

la définition (4.2.20)
Il est

une recombinaison de la densité de

charge est dépourvue de sens, et il ne faut pas s'étonner

de voir apparaitre de fortes oscillations lors d'une recom~

binaison numérique. Le seul critére valable de convergence

du développement est alors la faible variation du travail

P (u) lorsque l'on ajoute des modes de FOURIER.

s considérations analogues uvent &tre tenues
De d t logues peuvent

pour des développements en sin (n 6 + m %). Dans ce cas,

on aura

et

(4.2.%8)




]

sin (n & + m %) = sin (n © +'m %) (4.2.29)

mn

. Le tableau suivant illustre les relations de dualité
entre les déplacements et les charges régulidres (corres-—

pondant 38 une fonctionnelle intégrale) :

déplacements charges
Base cos(n® + m %) cos(nb + m %)
sin(nd + m %) sin(n6 + m 7)
- ‘ T —_— ™
Développement cos (nb+m E) cos(nb+m 5)
u= X u o . r.p=;i Pom .
nm sin(nO+n E) sin(nd+m 5)
— 2 : m
Coeff. de 2m cos(nO+m %) m cos(nb+m -2-)
FOURIER w Slou . do pnm=J r.p . doé
0 sin(nf+m 7) 0 sin(nb+m 5)
Travail P (u) = % [ p _u__dA
DU nm
nm méridien

Le lecteur au courant du calcul tensoriel constatera que
1'analogie est frappante. C'est que nous sommes partis des

mE€mes conditions d'invariance du travail.

2.3, Calcul numérique des coefficients de FOURIER

Nous avons vu qu'il convient de décomposer la charge

!

N



4,15,

en série de FOURIER. Si elle est donnée analytiquement, on
peut calculer les coefficients par variation;des primitives.
Mais bien souvent, les charges sont données point par point
ou ont une expression analytique compliquée. Dans ce cas
l'intégration numérique s'impose. Une méthode particuligre-
‘ment simple repose sur l'interpolation trigonom&trique [LS,
DlS]. Soit £ (0) la fonction dont on cherche les harmoniques
jusqu'd un nombre d'ondes < n. On approche la fonction £ (x)
par le développement limité

a

f (eA)' o +

YTk k

|| B =}

(ak cos Kk O + b, sin k 6) (4.2.30)
l .

les coefficients ag » @ et b, étant déterminés par les

(2 n + 1) conditions

(ak cos k Gi + bk sin k Gi) i=l,...,2n+1

- | (4.2.31)

f (Gi) =

les conditions s'écrivent sous forme matricielle

% Cq=g (4.2.32)
ot
T . (a a b a b )
! q 0 ] 1 ’ 1 H . H n ] n
To (g (8)) £ (8 )
& 17 2 2n+1
[ ]
| L cos 61 sin 6, cos 2 0 sin 2 6. .... sin n B
; /I 1 . 1 1
o . . .
C = 7% cos 62 ‘51n 62 cos 2‘62 sin 2 62 sin n 62
1 cosH sin® sin n ©
E 2 2n+] 2n+l T & % 4 9 8 8 & 5 % T 4 % 4 4 0 8 C B e 0D 2n+]
§ , (4,2.33)



b.16.

On a donec

et, par comnséquent,

27

cos k ©
J £ (6) d 6 =
0 sin k 6

C2m

{fcos k © 1 A -
J ‘ (—,cos 0,sin 6,cos 2 0,sin 2 6,...,sin n 0)d0.C g
0 sin k 8| V2 , —
.(4.2.34;>

Mais du fait des relations d'orthogonélité (4.2.2), une

seule des fonctions de base l—,...,sin n 0 a une contribu-

tion non nulle 2 1'intégra1e/zt, par conséquent, pour &va-

luer un coefficient de FOURIER, une seule ligne de ¢! oest |

nécessaire.
8i 1'on choisit comme support les points

k=0 0000, 20 .(4.2.35)

avec D)

27

n +

¢ 23 T

o
A

on a les relations d'arthogonalité discrétes

2 n ' 2 n + 1
kio sin p Gk sin ¢ Gk = 6pq (1 + Gpo)

2 n

_ 2 n + 1 ;

kio cos p Sk cos q Gk = 7 6pq (1 + Spo) (4.2.36)
2 n

L sin p 6, cos p 6, =0
k=0 k :



dont la vérification est aisée [L5]. Dé&s lors,

!
|
-1 2 T | |
€ “7m=z71 °© |
\
ce qui constitue une simplification considé&rable : il vient
en effet
V2
280 "7 mrT L (8
i
a, = >—>—— %.f (0,) cos k 6 (4.2.37)
kK~ Zan+1°%° i i

~ 2 : _ .
bk = T ? f (ﬁi) sin k 6i o
ce qui entraine
2m 27
aO 2 7
f (B8) d 6 = — d 8 = T f (8.)
ﬁ 2 + 1 i 1
(0] 0
27 2T
J £f (6) cos kK 8§ d 8 = J ay cos2 k 6 d 6
0 0
S SR ) cos k © (4.2.38)
2 n+ 1 ;i i i et
2@ 2T
f £ (0) sin k 6 d 0 = J by sin’ k 6 d 6
0 ' 0 :
2T .
= T ?-f (Gi) sin k ei
Si l'on-choisit ¢ = E—Efg}Tu ces formules sont identiques

8 celles que l'on aurait obtenues en divisant la circonfé&-

rence en (2 n + 1) sous—intervalles &gaux, et en prenant

\




la valeur de la fonction au milieu de chaque intervalle

(formule de la valeur centrale).

La convergence de cette méthode est assez aisée &
prouver. En effet, la fonction f (§) peut Btre mise sous

la forme

a
L

£ (0) =
e ‘/'i' k

|| I ne

(ak cos k & + b, sin k 6) + R (Q)

1 k

oii le reste Rn (0) contient tous les harmoniques de rang
plus élevé que n. Dé&s lors, comme l'intégration est effec-

tuée sans erreur pour les premiers termes, l'erreur est

donnée par ,>
. 1
2T 5 R (8.)/cos k 8. < 27 sup |R_ (6,)] (4.2.39)
Zn + 17 n i il = <0 SUP IR, AFy i
. sin k 6, fo2m]

Ainsi, la méthode ci-dessus converge si la fonction £ (8)
converge uniformément. Or un théor&me di & DIRICHLET [DlG]
affirme : "si f est g variation bornée sur (0,2W), sa série
converge en tout point 0 vers la valeur %'{f (6+)+ f (6_)};
la convergence est uniforme sur tout segment ol f est con-
tinue". Il faut donc éviter de placer des points d'intégra-
tion au droit des discontinuité@s, ce qui permet de remplacer
le second membre par ‘ : )

2 T sup sup |R (ei)l (4.2.40)

n
intervalles [d,B]

de continuité

Lorsque l'on poss&de la loi 6 » £ (0), si compliquée
soit—elle, on peut organiser les calculs par approximations
successives, en calculant les intégrales numériques sur 3,
9, 27, 81 ... points successivement, c'est—d~dire en ajou-
tant chaque fois deux points dans chaque intervalle. Ce
procédé permet de s'arr&ter lorsque la précision est jugée
suffisante, ce que l'on teste en examinant 1'@volution des

intégrales cherchées.
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3. LES FIXATIONS ASYMETRIQUES EN STATIQUE

Si la définition d'une charge quelconque se fait
aisément par décomposition en série de FOURIER, il n'en
va pas de m@me des fixations asymétriques. Il s'agit d'un
des problémes les plus délicats de l'analyse par modes de
FOURIER. Ce probléme, esséntiel par le fait qu'il condi-
tionne l'applicabilité m&me des développements de FOURIER
en statique, n'avait, 3 notre connaissance, pas encore &té

résolu.
Nous distinguerons deux cas :

(i) la fixation des déplacements 3 une fonction con-

nue sur une circonférence compléte

(ii) des fixations ponctuelles en certains points de

certaines circonférences.

Si le premier probléme est de résolution aisée, le deuxi&me
est de loin plus difficile. Par ‘ailleurs, nous verrons que
dans beaucoup de cas, il faut se contenter d'une fixation

approchée.

3.1. Fixation 3 une fonction connue sur une circonférence

N

Dans le cas ol les fixations s'expriment sous la forme
u (0) = f (0) donnée sur une circonférence (4.3.1)

il suffit de donner & chaque harmonique u o la valeur

2w cos (n 6 + m %)

£ (9) d 6 (4.3.2)

sin (n 8 + m %)

U
nm . 2 7
0

selon que le développement de u est en cosinus ou en sinus.




I1 convient cependant de noter que la fixation exacte &

f (6) ne sera réalisée qu'aprés superposition d'une infi-
nité de modes de FOURIER. Comme, en pratique, on se con-—
tente d'un développement limité, la fixation ne sera qu'ap-
prochée. On sait cependant que les coefficients de FOURIER

u o minimisent l'erreur quadratique moyenne :
2m

| :
VT J {f (8) -
0

. u - cos (n 6 + m g)}z d 8 (4.3.3)

™=
I M-

n=l m

C'est donc le meilleur choix possible au sens des moindres
carrés. D'autre part, les conditions d'extrémalité de

(4.3.3) s'écrivent emncore

27

: - T r =

J' {f (0) u - cos (n 6 + m 2)}»6unm cos (n ® + m 2) dé= 0

0 | | (4.3%4)
Dés lors, si p est la réaction, on obtient, en posant

6unm = Pom?

2%

v mw =
J {f (9) u - cos (n © + m E)} Pom €08 (n 6 +m 5) deé = 0

0 (4.3.5)

ce qui signifie que les harmoniques Prm représentés ont

leur travail inchangé.

3.2. Fixation en quelques points d'une circonférence

Soit une analyse limitée & un nombre N de modes non
identiqdement nuls pour un déplacement u. Sur une circonfé-
rence donnée, on veut exprimer un nombre F de fixations
ponctuelles de u. Selon les valeurs respectives de N et F,

il convient de distinguer trois cas :

(i) F > N Dans ce cas, on a plus de conditions que de
modes, et les fixations ne peuvent @tre exprimées exacte-

ment.




(ii) = N Dans ce cas, les composantes de FOURIER
sont déterminées exactement par les conditions aux limites.

La vérification de celles~ci est exacte.

(iii) F < N Les conditions aux limites laissent sub-
sister une certaine liberté& sur la fronti&re. Les fixations
pourront @tre vérifi€es exactement. Les deux premiers cas
se traitent de la m&me mani&re. Quant au dernier, il néces-
site un traitement spécial, d'ailleurs plus difficile. Mais

il faut bien se rendre compte que c'est le seul cas ol la

solution sera vraiment valable, en ce sens que l'on pourra

étudier la perturbation due 3 1l'appui.

3.2.1. Le nombre de fixations est supérieur ou &gal au’

nombre de modes de FOURIER (N S F)

Soient 61 seeey 0, les azimuts des points ol sont

F
faites les fixations. On doit donc résoudre le probléme

suivant
u (61) = u,
. (4.3.6)
w8y = ;‘F.

Comme ces équations ne sont pas, en général, compatibles,

nous utiliserons la méthode des moindres carrés. Il s'agit

donc de minimiser la forme quadratique

F
2 (i
SZ(ui,anm) = .§ {ui - 2 X a . cos (n Gi + m 5). uy
1=1 nm
+ X X a a cos (n 6, + m 1)
nm  pq i 2
nm pq

cos (p 6, + q =)} (4.3.7)




Posant
_ . -
1 cos 61 cos (61 + 5) .o
. : Tr
c =11 cos 62 cos (62 + f) .o
' . ‘ ' (4.3.7)
™
Ll cos BF cos (GF + 5) cee |
ul = {u u_} a=1{a_} (4.3.8)
] 2cces Ug . am »3.8) )
il vient
oy T T T T
(ui s anm) = u u 2u Ca+a C Ca (4.3.9)

La solution du probléme est donc \f&&N\v- m\
a = {cTer™! Ty . ‘ (4.3.10)

- . i -
Pour le cas du développement en sin (n 6 + m 7), le m&me
raisonnement reste valable, sauf 3 remplacer la matrice C
par la matrice ' o

“~

. . .
sin 3 sin 61 sin (61 +

ol =

) e

. . m
sin GF sin (SF + f) ‘o

N E]

11 vient alors

a = {sts}” ! sT u : ' (4.3.12)



"4u231

Dans le cas de fixations €quidistantes sur la circon-
férence, les formules (4.3.10) et (4.3.12) se simplifient
notablement. En effet, dans ce cas, les matrices C et §
ont leurs colonnes orthogonales, du moins si aucun terme
intermédiaire ne manque dans le développement, ce qui per-

met d'écrire

!
I

tcter™ = Laiag e )

F nm
(4.3.13)
T -1 1 .
{s”s} = ¢ diag (s ) .
avec
e
C
[2 sin 40, m#0
c = <41 sin=0, m=20
nm
losin=0,m=1
(4.3.14)

Il vient donc simplement, dans le cas des fixations équi-

distantes,

C F
" nm T -
~ 'Z f (Gi) cos (n Gi + m 7)
i=1 _
a =" - . - (4.3.15)
Snm F . -
- iil f (Gi) sin (n ei + m 7)_

» . selon le développement utilisé. Ces formules peuvent d'ail-

leurs €tre considérées comme un prolongement des formules



(4.2.38) au cas oli le nombre de modes calculés dépasse le

nombre de points d'interpolation.

Lorsque N < F, il s'agit évidemment d'une méthode
approchée, Il convient donc de vérifier quelles sont les
valeurs effectivement prises par le déplacement au droit
des fixations. En régle générale, lorsque N différe peu
de F, on obtient d'excellents résultats, mais la solution
est nettement moins satisfaisante si F est beaucoup plus
grand que N. Considérons par exemple un tassement d'appui
unitaire en 8 = 0° d'une structure sur 52 appuis. On ob-
tiént, pouf un développement en cosinus :

nm

w = —— cos (m Ir—)
nm 52 27?

soit

w = l— w - L Aw = 0
oo 52 ° no 26 ° "nl '
Calculons la somme des termes en'0°, lorsque n croft : on

obtient, pour un développement jusqu'au nombre d'onde n :

2 n + 1

v (0) = Ty
ce qui donne une erreur de 217 pour n = 20 (N = 41), de
1,97 pour n = 25 (N = 51)..0n constate donc que l'erreur

sur les fixations n'est petite que si N différe peu de F,

comme on pouvait s'y attendre.- (

Remarquons enfin que si toutes les fixations ponc=—

tuelles envisagées sont nulles, les formules (4.}2%0) et

(4725%2) donnent

[(CTC)_l et

a = 0 =0 (4
1(STS)—1 oT

.3.16)
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ce qui signifie que dans le cas de F > N fixations homo-
génes sur la circonférence, la seule solution est de fixer
toutes les composantes de FOURIER. Il est donc impossible
de tenir compte des oscillations entre les appuis, et

ceux-ci &quivalent, dans le cadre de l'analyse, & un appuil

continu.

3.2.2. Le nombre de fixations est strictement infé-

rieur au nombre d'analyses

. Dans ce cas, il est possible de vérifier exactement
Fa les fixations. Celles-ci peuvent 8tre considérées comme

des contraintes linéaires de la forme

) cos (n Bi + m %) :
I (a9, = q, (8,) A (4.3.17)

n .
m sin (n ei + m )

Comme ces contraintes lient les différents harmoniques,

"ceux-ci cessent d'@tre découplés, le systéme 3 résoudre

étant
Koo Hioo 90 €00
¢
Ko Hot| | Yo1 01
Ko Hio 40| = | B1o (4.3.18)

K i 95 g1

| T T . -
- Hoo o1 Big Byp »»+ 0 | 1M |

oli ¥ représente le vecteur des multiplicateurs de LAGRANGE
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associ& aux contraintes lin€aires, qui sont représentées

par l'équation matricielle

T,

Hoo 900

+

T T
i 10 %10

01 qol L ¢ (4-3'19/

+ H

Dans bien des cas cependant, les fixations ponctuelles

sont concentrées sur un petit nombre de cercles. On peut

alors éviter la résolution du systéme complet (4.3.18) par

la technique du superé&lément [L6] :

a) pour chaque mode de FOURIER, on cré&e un superélé-

ment réduit aux seuls cercles concernés par les

N

contraintes, c'est-d~dire que l'on condense tous

les autres degrés de liberté.

b) on établit 1l'expression des.contraintes linéaires.

c) on résout le syst&me couplé formé& au moyen des

superéléments et des contraintes linéaires, ce
qui fournit les déplacements cherchés sur les cer-

cles ot il y a des fixations ponctuelles.

Les fixations sont alors déterminées. Pour achever le pro-

bléme,

d) on restitue les déplacements intérieurs et les ten-

sions de chaque superélément.

e) on recombine déplacements et tensions,

L'avantage de cette technique est de limiter la ré€solution

du systéme couplé & sa plus simple expression. 8i, au wvu

des résultats, on estime que le nombre de nombres de FOURIER

utilisés est insuffisant, il faut créer les superé&léments

relatifs aux nouveaux harmoniques et refaire les &tapes b,

c, d et e, mais les anciens superéléments peuvent €tre réu-

tilisés.




o
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Insistons encore sur le fait que si l'on désire ob-
tenir des renseignements précis sur le comportement de la
structure au voisinage des appuis, il est né;essaire d'uti-
liser un nombre de modes nettement supé&rieur au nombre
d'appuis situés sur une méme circonférence, de maniére &
représenter le champ de déplacements avec suffisamment
de richesse. Il va de soi que lorsque le nombre d'appuis
est trés grand, cette technique manque de souplesse. Dans
ce cas, 11 est préférable d'analyser la zone des appuis au
moyen d'un fin maillage par €léments finis classiques, en
utilisant comme conditions aux limites les résultats d'une

analyse sommaire par développements de FOURIER.

4, ELEMENT DE COQUE A GEOMETRIE DE REVOLUTION

4,1, Déplacements et connexion

I1 s'agit d'un élément de coque bas& sur la théorie

exposée au chapitre 3. Les développements en série sont du

type
-u (s,0) = L u - (s) cos (n & + m %)
nm
v (s5,8) = Z_ Vo (s) sin (n 6 + m %)
nm
w (é,e) = 7 W () cos (n 6 + m %) (4.4.1)
' nm
o (s;8) =% o (s) cos (n © +,m“%)
nm

B (s,0) = B__ (s) sin (n 6 + m 3)
nm '

On déduit donc des relations (3.3.14) et (3;3.22) 1'expres—




sion suivante des paramétres de déformation

du

w

= _ nm nm ™
Eés =z ( 15 + " ) cos (n & + nm 2)

nm . 8

. u W

-y @y 4 amdr, Yom il
€gg = 2 (v, +*— 3o * ) cos (n® +m3)

nm 6
_ dunm p
Xeg = im ( I3 ) cos (n © +‘m 5)
s 1 dr . n Ty
XBG - im (r unm ds * T Bnm) cos (n 6 +m 2)
- dvnm m ‘
Yq ‘= im ( Ts ) sin (n 6 + m 7) (4.4.2)
s _n L dry . il
YB - im ( T unm r 'anm ds) sin (n & + m 2)
- _'; . dwnm Ynm o
Ys; = I (anm * 35 TR ) cos (n 6 + m 7)

nm s

v

v = . - I - hnm : r
YGC = 7 (Bnm = Voo = ) sin (n & + m 2)

nm 0 (

dg dv

T __nom _ 1 nm . m
6s - im ( ds RS ds ) sin (? O +m 2)
3 = ) -1 dr 1 _(n 1 dr
66 - Em ( r %am T Bnm is * Rg (r Yam T Y Von ds))

sin (n 6 + m %)

Dans chaque élément, on utilise la coordonnée norma-

lisée

(4.4.3)

N

.‘\___./:



oii £ est la longueur de 1'élément. Cette coordonnée varie
entre 0 et 1, ce qui assure un meilleur conditionnement
numérique. Pour le degré k (k = 2,3), et pour un harmoni-

que (n,m) donné, on pose alors

o A
[ u [ .
k P o k-1 Gp P
vl = T B E = by £ (4.4.4)
P:O P B p=o e
P
| ¥ | 7p)
soit, sous une forme matricielle globale,
u="N () a, ' | (4.4.5)

ol u sont les déplacements, a les paramétres de ces champs,
et M une matrice de mondmes. Comme degrés de liberté de 1'é1lé-

ment, on choisira (fig.4.1)

- les trois déplacements u. , ug , u, aux cercles mnodaux

d'extrémité
- les rotations (0 , B) en ces mémes cercles
~ les trois déplacements en (k-1) cercles intermédiaires

-~ les rotations o et B en (k-2) cercles intermédiaires.

Ces degrés de libertés q peuvent 8tre exprimés en termes

‘des param@tres par une relation dite de connexion :

(4.4.6)

fa]

B
(@]

[

4.2, Calcul de la matrice de raideur

.0n calcule les paramétres de déformation par les re-

lations (4.4.2) soit formellement, en appelant 9 1'opé~
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rateur approprié,
e =03 u=9Na=23wa-=38S¢C q (4.4.7)

L'utilisation des paramétres ?s', ;6 . SS s ge , au lieu
de Yep ot Xgp o présente l'avantage que la matrice B est
composée de mondOmes et se pré€te de ce fait & une organisa-
tion pseudo-formelle des calculs. Cette technique, abon-
damment pratiquée dans le logiciel SAMCEF et par ailleurs
assez peu connue, permet de mener les calculs d'une maniére
systématique et €conomique. On en trouvera une description

détaillée dans [D15]. _ ‘ )

Si H est la matrice de HOOKE, la-densité d'énergie

sera

‘We=ge He | | (4.4.8)

Intégrant sur 1'élément, on obtient

27 1 27 1

_ 1 T
v = J d eJ WrfdE =g J d e[ (e He)r 2 d¢g
0 0 0 0

Certains paramé@tres de déformation sont pondérés par un )

sinus, d'autres par un cosinus : nous &crirons donc
m . m
e = e cos (n 6 +m f) + e  sin (n 6 +m 7) (4.4.9)
ce qui entrafine
2 L . 2 l
W =W cos (nd +m 7) + WS sin” (n 6 + m 5) (4.4.10)

avec

(4.4.11)



le terme croisé devant &tre nul, comme nous l'avons vu dans
la section 2 de ce chapitre. Il vient donc
1 1

0

La présence d'exposants négatifs rend 1l'intégration par

variation des primitives imprécise [M4]. Aussi a-t-on re-

Unm =c. . / W, r L d & + Shm J WS r 24 & (4.4.12)
4] o
avec
' 27 9 -
cnm={)cos (ne+m-2—)de=w{1+5n,o(1—26ms],)}
9 (4.4.13)
m 9 - .

Som = é sin® (n 6 + m i) d 8 =7 {1 - 6n,0 (1 - 2 6m,0)}
Finalement, si l'on note N

e, = BC a , e, = Bs a (4.4.14)
on obtient

U=3a Ia | " (h.4.15)
ol apparalt la raideur paramétrique

1 T : 1 T

I = Com é (Bc H BC) r 8d & + Shm é (BS H BS) r & d E. (4.4.16)
La matrice de raideur y est directement liée par la rela-
tion

Kk =¢T1c¢c ! (4.4.17)

Pour effectuer l'intégration, la méthode pseudo-for-
melle exige le calcul préalable d'une table d'intégrales de
la forme

' 1 PR :

A(i,j) =S &  rdraadck (4.4.18)
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cours 3 une mé&thode de GAUSS & neuf points, qui assure une
bonne précision et une excellente stabilité@ numérique.
De plus, nous verrons que cette méthode permet de traiter

correctement les &léments situés sur l'axe.

4.,3. Passage aux axes structuraux. Compatibilité

Dans le but de pouvoir traiter les coques & angles
ainsi que les intersections de coques, il convient de ra-
mener les déplacements dans le syst@me structural (r, 0,
z). Pour les déplacements du feuillet moyen, cette trans-

formation est un changement d'axes €lémentaires et ne pose

pas de probléme : on a en effet (fig.4.2) ’ )
u = u_ sin ¢ f u_  cos (o)
W = u_ cos o + u, sin ¢ (4.4.19)
v = he

Par contre, les rotations o et B sont au nombre de deux,
tandis que les rotations structurales sont au nombre de
trois, ¢r s ¢e s ¢z. Pour exprimer la connexion, on déve-

loppe les premiéres en termes des secondes (fig.4.3)

o = ¢e A

(4.4.20)

™
it

¢r sin ¢ + ¢Z cos ¢

Cette relation n'@tant pas bijective, il est naturel de se

demander ce que cela signifie. Tout d'abord, lorsque deux
éléments de coque se raccordent sans former d'angle, il est

clair que les conditions correctes sont (fig.4.4)
a (1) =a (2) s B (1) = B (2) (4.4.21)

ce qui exprime en fait que les déplacements u et v sont



continus sur toute l'é&paisseur de la coque. On s'y raméne

en - posant .

¢, =¢ cos ¢ + ¢ sin ¢ = O (4.4.22)
z T z

ce qui peut @tre obtenu simplement & 1'aide d'axes locaux.

Par contre, lorsque les deux €léments de coque forment un
angle, la géométrie est discontinue, et on se rend aisément

compte que la notion de compatibilité des rotations B perd

son sens (fig.4.5). Les relations

B (1)

- ¢r sin ¢ (1) + ¢z cos ¢ (1)
(4.4.23)

B (2) = - ¢_sin ¢ (2) + ¢, cos ¢ (2)

forment alors un systéme bijectif, ce qui revient & dire

que touk se passe comme Si les rotations B (1) et B (2)

n'étaient pas connectées. L'examen des conditions aux 1li-

mites (3.3.37) montre que la condition de transition na-
turelle associée 38 la continuité de B est la transmission

de l'effort M Dés lors, l'effort Ms6 s'annule au sens

faible a 1'ext2émité des &léments. Il existe un phénomé&ne
analogue dans les idéalisations de coques & facettes par

des coques de HENCKY-REISSNER, ce qui contredit l'opinion
communément ré&pandue [Il] selon laquelle ces coques seraient
parfaitement compatibles. Cependant, ce ph&nomé&ne ne préte
pas & conséquence si le rayon de courbure est grand devant
1'épaisseur. On se rappellera d'ailleurs que la théorie des
caissons [F7,F8] néglige totalement la variation de cisail-

lement sur l'@paisseur des tdles, de méme que la théorie

approchée des coques ecylindriques ouvertes de SCHOERER [10].

4.4, Matrice de masse

En analyse dynamique, il faut évaluer la masse. L'&ner-

gie cinétique s'écrit



2 1
2 T = d © J r 2d §
o o
/2 |
plas )’ v Grob? + 30 v B0+ B ar
—t/2 s .0

(4.h.24)

Négligeant les termes de courbure, on obtient l'expression

condensée

27 1
S a6 f (¥ Jgw)rrdce (4.4.25)
0 0 )
avec
t3 t3
J = diag {pt , pt , "pt , p 15 » P Tf} (4.4.26)

Tenant compte des relations (4.4.5) et (4.4.6), on obtient

successivement

2'“' l ¢ T T . o T ‘e
2 T=f a6 /J(a N IJNa)r & d& =q Mq (4.4.27)
0o 0
avec
-7 2w 1 T -1
M =C {f 46 (N JN r2d&tlc (4.4.2P>
0 0 :

N

qui peut €tre décomposée, comme la raideur, en

1 .
~T T
C {cnm g(Nc JN)r %dg

1

T -1
s o é(NS J NS) r £d &} ¢C

(4.4.29)

Dans le cas des sandwiches et des coques raidies, il faut
remplacer J par une matrice &quivalente. Le calcul de ces
caracté@ristiques est assez aisé [Dl?], et ne sera pas dé-

taillé ici.
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4.5, Termes thermiques

¢

En présence d'un accroissement de température T (s5,0,5)
par rapport & la température de référence, la densité
d'énergie de déformation dépend de la température. Il con-
vient donc de la développer en série des déformations et

de la température. En se limitant au second ordre, on ob-

tient
1
W = Wo (1) T Bij Eij + 5 Cijkl Eij €1 (4.4.30)
Pour Eij = 0, on obtient les tensions
oW
o,. (T) = 2e,. = - B,. T 4.4.,31
i (D i | By 4 (443D
ij=o0

ce qui signifie que les termes (—TBij) ne sont autres que
les tensions de bridage de DUHAMEL. Pour obtenir leur ex-

pression en termes des coefficients de dilatation thermique

0.., considérons une dilatation libre d'un morceau de

1]
la structure, préalablement découpé pour supprimer les re-

lations de compatibilité. Cette dilatation tendra & mini-

miser l'énergie, ce qui entraine

Bis T = 7 Ci5k1 fr1
soit
€ = = ¢l B.. T =a, ., T
k1 k1ij “ij k1
ou encore
B.. = -2¢C o (4.4.32)

°1 iikl %K1

Nous nous limiterons au cas oii le corps est thermi-

quement orthotrope, c'est-a-dire pour la coque



Lfénergie de la coque,
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(4.4.33)

intégrée sur l'épaisseur s'@crit

alors, en omettant le terme invariant WO’

W =N

ol W2

SSs

(T) eg5 * Nogg (T) £ + Mgg (1) X4
* Mag (T) Xgg *+ Wy»
est le terme classiqﬁe d'8énergie &lastique, tandis

que les efforts de réduction de DUHAMEL sont donnés par

t/2
N () = - J B Tudec
58 ~t/2 SS
t/2 :
"N (ry = - J B Tudecg
606 —t/2 06
(4.4.34)
t/2
M _(T) =-/ B _Ttgudgcg
ss ~¢/2 S8 .
t/2 .
M (t) = - [ B TZzudeg
8o _t/2.664
)
ol A
- £ L
po= (1 + 2 Y+ ).
S )
Pour une température de la forme T = To + T T1,~on obtient
donc, en négligeant les termes de courbure,
Nss (1) = - Bss To t ? NGG (m = - 896 To t
(4.4.35)
t3 t3
Mog (T = = B Ty s Mgg (1) = = Bgg Ty 73
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Le terme d'énergie thermique peut €tre interprété
comme le travail d'une charge. En effet, il s'8crit sous
]
T - .
la forme s~ (T) e, oli 8 est le vecteur des tensions ther-

miques; tenant compte de (4.4.7), on a donc

2m L. -1 T
W1 =/f d8 Jr & {s (T) B C gl d & = - g q,
b0 0
ot
-7 27 1 T
g =~-¢C S a6 S (B s (T)) r & 4 ¢ (4.4.36)
0 0
s'interpréte comme une charge.
Enfin, les tensions se calculent par
_ oW _ 9 T 1 T _ :
s = 57 = 53 (s (T) e + 5 @ He ) =H e + s (T) (4.4.37)

ce qui signifie qu'il faut ajouter aux tensions provenant

des déformations les tensions de bridage de DUHAMEL (4.4.34).

5. ELEMENTS DE TORES ISOPARAMETRIQUES

Pour les volumes, on peut utiliser une grande variété
d'éléments, comme des tores triangulaires [Mé] ou rectangu-
laires [D7]. Mais les éléments les plus utiles sont sans

conteste les &léments de tore isoparamétriques dans le plan

méridien. Les &léments isoparamétriques sont & présent bien
connus [ZZ,ZS,M]I,M6]. Mais jusqu'd présent, tous les expo-
sés des &léments isoparamétriques ont &té présentés en ter-
mes des fonctions de forme, plutdt que des mondmes. Or,

une formulation bas&e sur l'utilisation des monSmes et d'une

matrice de connexion présente les avantages suivants :

(i) les mondmes sont des fonctions simples, alors que
les fonctions de forme ont une expression compli-
quée et constituent une importante source d'er-

reurs lors de la programmation.



(ii)
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la dérivation des mondmes se fait ais@ment par
une méthode pseudo-formelle, tandis que pour les

fonctions de forme, il faut effectuer la dériva-

‘tion analytiquement et transcrire le résultat

dans le logiciel, ce qui est une nouvelle source

d'erreurs.

(iii) la méthode des mondmes permet de programmer

En un mot,

des Eléments de degré variable, ainsi que la
réduction de degré sur un bord, de fagon & ren-
dre possible la transition entre &léments de

degrés différents. .

la méthode des mondmes est plus simple, plus

souple et plus générale. Ces nombreux avantages nous ont

amené 3 repenser entiérement la méthode de génération des

éléments isoparamétriques en abandonnant l'utilisation des

fonctions de forme.

5.1. Définition des &léments isoparamétriques. Connexion

Un élément isoparamétrique est caractérisé par le

fait que les coordonnées et les déplacements sont décrits

par les mEmes fonctions. On a donc

o]
1

o i est 1!

(4.5.1)

indice de la composante considérée, et s, un

vecteur devfonctions des variables Ek’ linéairement indé-

pendantes.

La connexion s'exprime alors d'une manié&re classique;

les points

de connexion &tant numérotés de 1 & N, on a



sT (1) b (i)

1
o]
~
[
S’
L]

st (N) b (i),

b
~
=4
o
[

soit, sous forme condensée,

y (i) = ¢ b (i) (4.5.2)
ol

yT) = {x, (D, x, () ' (4.5.3)

CT =

{s (1D,.... s (M)} " (4.5.4)

De la méme fagon, on a

q (i) = € a (i)  (4.5.5)
avec

et (i) = fu; (1),.0es v, (D) (4.5.6)

5.2, Représentation des modes rigides

Lorsque le vecteur s contient la fonction constante

Ev 1, on-a la relation fondamentale

s C . = 1 (4.5.7)

que 1'on déduit aisé&ment de l'indépendance lin&aire des
fonctions composant le vecteur s. Cette relation entraine
que les modes rigides de translation sont représentés. En

effet, si 1'on pose
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gt (i) = 8 {1,...,1} ", B €r,

on obtient

-8 T (4.5.8)

L]

!

ot
— s

q (1) =a vy (j).

I1 vient alors, en vertu de (4.4.38),

u, =st ¢l g =asTecly () =ax (4.5.9)

Ainsi, du fait de la caractérisation (4.5.1) des élé-
ments isoparamétriques et moyennant condition de présence
de la fonction constante, les modes constants et lin€aires

sont toujours présents. En coordonnées cartésiennes, cela

signifie que les modes rigides et les modes de déformation
constante sont représentés. Pour un tore de révelution, les
modes rigides sont des fonctions linaires affines de r et
z, multipliées par 1, cos 6 ou sin 8. Ils sont donc repré-

sentés. Par contre, les modes de déformation constante sont

~

. , . 1
absents, car ils contiennent des termeg en g

5.3, Expressions des déformations et de 1'émnergie

Le calcul des déformations nécessite la dérivation

des déplacements. Introduisant la matrice jacobienne

Bxi
Jij = 5T ' | - (4.5.10) .
J
on obtient
aui -7 aui i ' Sui . ~
= (J 7)., w=— = — (mineur., J) == (4.5.11)
ij. ik BEk ? ik ‘ agk
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oﬁé} est le déterminant jacobien. Le calcul de 1'&nergie

demandera donc 1l'@valuation d'intégrales du type
g

du, du

1

1 (mineurjk J)(mineur1m J) ggz ggi (4.5.12)

oi le jacobien apparait au dénominateur : il s'agit de

fractions rationnelles.

5.4. Intégration numérique

L'expression de 1'énergie de déformation est telle-que
son calcul exact est difficile, sinon impossible. Il est

donc nécessaire de recourir & l'intégration numérique. La

question qui se pose alors est de savoir quelle précision
il faut exiger de l'intégration, &tant entendu qu'il s'agit
d'un facteur déterminant dans le cofit de génération de 1'&l&-

ment. Nous verrons en effet que le nombre d'opérations est

sensiblement proportionnel au nombre de points d'intégration.

Pour ce qui est de la convergence, on se référe gé-

-~

néralement & un critére di & B.IRONS [23]. Si B est la ma-

trice liant les déformations aux paramétres du champ :
[a (1) ]

e =B a=238 a (2) “ (4.5.13)

. (3 |

les forces de 1'élément sont données par

g = (/B  mBdy) a, (4.5.14)
\' .

H étant la matrice de HOOKE. Nous avons vu que dans le cas

des coordonnées cartésiennes, les modes de déformation cons-

tante sont toujours présents dans un é€lément isoparamétrique.

Cela étant, le crit@re de B.IRONS stipule que les forces cor-



a/

respondant 3 ces modes de déformation constante, soit

J HB 4 V (4.4.15}

V'

doivent &tre intégrés exactement. Si 1l'on suppose que la
matrice de HOOKE est constante, cela revient 4 dire que

les déformations doivent &8tre intégrées exactement. Etant

donné l'expression des déformations en coordonnBes carté-
siennes :
-
€.. = = (D,
1] 2 1] ] 1
et le fait que les coordonnées ont par définition la mEme
forme que les déplacements, il est &quivalent d'exiger le

calcul correct de

\Y

u, + D, u,) (4.5.16)

¢ )

Y

. ] . : .
bl D- . + D. . = '] v . »
é 5 ( ; xJ 3 xl) d vV 613 ‘ (4.5.17)
ce qui signifie qu'en coordonnées cartésiennes, le critére
de .B.IRONS revient & exiger l1l'intégration exacte du volume
de 1'élément.
Il est intéressant de noter que ce critére admet une
interprétation variationnelle [Dli]. Le principe général a
_trois champs contenant toutes les Equations de 1'élasticité
peut s'écrire
" T
U() - S s (e = 23u) d V-7 (u) stat, (4.5.18)
A U,5,¢€
oli U (e) représente l'énergie de déformation, P (u) le tra-
vail des charges, e les déformations, s les tensions. La
variation des tensions s conduit & 1'équation
. T
S 8§ 87 (e = 3u) d V=o0. : (4.5.19)
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8i l'on choisit un champ s constant dans chaque &l&ment,
ce qui représente le minimum pour assurer la «constistance,

on obtient l'&quation

S edvV=1/[ B3udyV _ (4.5.20)
ELt ELt

Définissons le champ de déformation e comme l'interpolé de

du aux points d'intégration : l'équation (4.5.20) équivaut

alors au ‘crit@re de B.IRONS. L'avantage de cette présenta-

tion réside dans le fait qu'elle ne nécessite pas que les

coordonnées soient cartésiennes. Si la condition (4.5.20)

est vérifiée, le principe (4.5.18) se raméne au principe’

simplifié
U (e) - P (u) stat . (4.5.21)

qui, vu la liaison entre e et du, s'identifie & un principe
de variation des déplacements. Enfin, on remplace 1'énergie

de déformation par une autre fonctionnelle :
U (e) = 23, v {e (x)} (4.5.22)
i :

EMi et X, étant les poids et points d'intégration. Lorsque
le diamétre des &€l&ments décroflt, v¥+ U. Ceci décrit complé~-
tement le processus d'intégration numérique.

Mais. il existe une deuxiéme limitation : si le nombre
de points d'intégration est trop faible, certains modes peu-
vent €tre totalement dépourvus d'énergie; ce qui crée une
singularité artifielle de la matrice de raideur. Illustromns
ce phénoméne sur l'exemple trés simple [S5] d'un champ ther-

mique bilinéaire sur un rectangle (fig.4.6). On a

T = o

;] Fo, x+ a3 y + o, xy | (4.5.23)
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9T
ax %2 T % Y

x | (4.5.24)

1
I
Q
-+
Q

si bien que selon le crité@re d'IRONS, un seul point de
GAUSS, située en (0,0), suffirait pour effectuer 1'inté~

gration. Mais alors, la paramétre @, est dépourvu d'énergie

-~

car x et y s'annulent & 1'origine. On est donc obligé d'u-
tiliser une formule & 4 points.

Dans le méme ordre d'idées, 1l'utilisation d'une for-
muie comportant le minimum de points pour E&viter les modes
dépourvus diénergie peut conduire & des aberrations si tous “>
les poids ne sont pas positifs. Supposons par exemple que
1'on int&gre une barre du troisidme degré & l'aide d'une

formule de NEWTON-COTES ouverte & trois points (fig.4.7).

Les poids'sont % . —.% . %. La déformation s'écrit
2
€ =0, +0, X + 0, X - (4.5.25)

Etant du second degré, elle sera correctement intégrée; -

de plus, elle est parfaitement définie par ses valeurs aux

. . 1 1 3 .
trois points x = T o X Ty, X o= 7 Mais le mode
1 3
(x - ) - 9 o0
e = & A - (45020 )
1 1 1 3 '
PGP
a une énergie égale a - % E @, valeur négative ! Ce résul-

tat, tout & fait inadmissible, illustre la nécessité d'uti-
liser une formule & poids positifs lorsque le nombre de

points d'intégration est réduit au strict minimum.

Pour ce qui est des diverses formules d'intégration
numérique possibles, l'ouvrage le plus complet est certaine-
ment celui de STROUD [S6]. On trouvera dans [Dli] un exposé

orienté vers l'application aux &léments finis.
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5.5. Un nouvel algorithme de génération des éléments

isoparamétriques . -

Voici enfin 1l'algorithme annoncé. Nous le présentons
ici en supposant qu'il y a trois coordonnées et trois com~-
posantes de déplacement. Les autres cas s'en déduisent de
maniére Evidente. De m&me, nous ne considérerons que le
calcul de la raideur, car le calcul de la masse, des for-
ces généralisées; etc... , procéde des m@mes idées et est

plus simple.

5.5.1, Définition des coordonnées et des déplacements.

Connexion

Nous avons vu ci-dessus que les coordonnées et les
composantes du déplacement dépendent de la m&me facon des

variables Ek’ ce que nous avons noté

sT (£) b (i) \

(4.5.27)

¥
i

sT (£) a (i);

u.
1

que les coordonnées et les déplacements nodaux sont liés
4 leurs paramétres respectifs b (i) et a (i) par la méme

relation de connexion

y (i) = C b (i)

(4.5.28)
q (i) = C a (i)
avec
T
y (i)" = {xi ()5, X, (EN)“}
T :
q.(l) = {ui (£1)9""s ui (EN)}
(4,5.29)
¢ = st €, 8T (B
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El,..., EN 8tant les points de l'espace de ré&férence cor-

respondant aux noeuds de l'&lé&ment.

L'ensemble de variation des & est une forme géomé-
trique souvent trés simple (cube) ou, en tout cas, tou-
jours réguliére. Dés lors, on peut assurer que l'inversi-

" bilité de la matrice de connexion C ne dépend pas de la
forme géométrique finale. En particulier, deux ou plusieurs
noeuds peuvent €tre confondus. Pour un élément de degré
constant, on peut méme inverser cette matrice une fois pour
toutes et considérer Cnl comme une doﬁnée. Par contre, pour
un élément de degré variable, 1l'inversion numérique de cette
matrice dans chaque &lément est plus avanﬁageuse, d'autant

que cette procédure permet la ré&duction de degré& sur un
bord.

5.5.2., Matrice jacobienne, déterminant jacobien,

matrice des mineurs

La matrice jacobienne est donnée par

‘)

3 G R T b (i) = pT (3) b (i)  (4.5.30)
i = BEj = agj . i) = p i i 5.
avec  ,‘>
p (5) = 28 (4.5.31)
5E 5.
j
Posant
—pT (n
T
P =(p (2) (4.5.32)
T
p (3) »

on a donc
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J={pb (1) , Pb(2) , Pb (3)} ' (4.5.33)
Le déterminant jacobien est alors donmné par

P dtm J' | (4.5.34)
Enfin, on définira la matrice des mineurs

Mij = mineurij J (4.5.35)

5.5.3. Déformations

Le calcul des déformations implique celui des déri-
vées des déplacements. Ce dernier s'effectue 3 1l'aide de

la formule

du Su .
k -T k 1 T .
= (J . e = = M., k 4.5.36
T i T, T Mg (i) a (k) o« )

Regroupant toutes les déformations en un vecteur e, on ob-

tient une expression de la forme

e =B a (4.5.37)

T

a = {aT (1) ’ aT

(2) , a’ (3)} | (4.5.38)

5.5.4, Energie de dé&formation

Si H est la matrice de HOOKE du matériau, la densité
d'énergie de déformation est donnée par

T

W==¢elHe (4.5.39)

1
2

Au point d'intégration numéro k, on a donc, en vertu de
(4.5.37),

W (k) = a” I (k)'a | . (4.5.40)

N —
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avec

i

I (k) = BY (k) H (k) B (k) ‘ (4.5.41)

Faisant la somme sur les différents points d'intégration,

avec les poids df (k), on obtient

U = -;:. al T a (4.5.42)
avec

I =2 (k) I (k) (4.5.43)

: k

5.5.5. Matrice de raideur

Il faut encore exprimer les relations de connexion.

Si 1'on pose

K¢ 0 0 |
c= |0 c 0 (4.5.44)
o 0 c |
ces relations peuvent s'dcrire )
-...1 \

a=0C ¢ (4.5.45)
ce qui donne
U = % aT Ia = % g K g ' (4.5.46)

avec

kK =071 71c¢g! (4.5.47)
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5.5.6. Réduction de degré

La réduction de degré& sur une face revient & expri-
mer les déplacements q en termes d'un nombre réduit de dé-

lacements ’, 8 1'aide d'une relation du type
P ag

q = R dp (4.5.48)
La détermination de la matrice R se fait de la maniére sui-

vante : sur une face, les déplacements sont de la forme
. T . -
u (i) = m ¢ (i) (4.5.49)

-~ T &
oi m est un vecteur de mon®mes, et ¢ (i) un vecteur de pa-
ramétres, dépendant des a (i) d'une maniére qu'il n'est pas
nécessaire de préciser. Aprés réduction, ils sont de la forme

~

u, (1) = mp ¢ () " (4.5.50)

ol my est un vecteur de méme dimension que m, composé de

certaines fonctions de m, les autres &€tant remplacées par
zéro., Les deux relations (4.5.49) et (4.5.50) permettent
de définir des matrices de connexion locales CF et CF,R
telles que

= C c (4.5.51)

Seule la premiére est inversible, ce qui permet d'écrire

la relation

=C._ c=C ¢!

i, R F,R F,R 'F IF (4.5.52)

qui exprime que les champs u et u, sont identiques. Cette

R
relation permét de déduire la matrice R par

I 0

(4.5.53)
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9, représentant les déplécements non affectés par la

réduction, ce qui donne

R = (4.5.54)
— 1 .
: C
0 CF,R F
La matrice de ré&duction peut &tre appliquée directement
sur la matrice de connexion C, ce qui conduit 3 1la matrice

c=0c'R (4.5.55)

~

] ==1
remplagant C dans (4.5.47) .
De la méme mani@re, les changements d'axes &ventuels
peuvent 8tre effectuds directement sur la matrice de con-

nexion.

5.5.7. Résumé de l'organisation des calculs

L'organisation des calculs peut 8tre résumée par le

schéma suivant :

(1) ﬁCalcul de la matrice de connexion

. . . {
Inversion de la matrice de connexion : _)

~

Application &ventuelle des opérateurs de réduction

et de changement d'axes

(2) Calcul des paramétres b & partir des coordonnées y

(3) Boucle sur les points d'intégration

Calcul de p (k) ]
Calcul de J (k)

Calcul de M (k) — k = 1, nb de points
Calcul de B (k)
[Calcul de T (k)
I« I +d6 (k) 1 (k)




(4) Matrice de raideur :

K=-C-—TIE=1 A ]

Comparant cet algorithme avec la méthode classique
des fonctions de forme, on constate que 1es‘ca1culs qui
se répétent en chaque point de GAUSS sont simplifiés du
fait de 1'utilisation des mondmes. Comme c'est cette par-
tie répétitive qui prédomine dans le colit de génération,

il en découle que notre méthode est plus &conomique.

L'application de cette méthode aux volumes de révo-
lution s'inspire des mémes principes pour la coque et
n'entraine pas de difficulté technique nouvelle. Elle ne

sera pas détaillée ici.

6. LES ELEMENTS DE FLUIDE [D2,D3]

~

Les €léments de fluide sont destinés 3 calculer

les matrices N, C, S, B et D définies en (2.2.2), ainsi

qu'd construire automatiquement la contrainte de conser-

vation du volume (2.3.4).
]

6.1. Eléments finis de volume fluide

Ces €léments contribuent 8 la formation de la matri

de masse N du fluide définie par

f° N f = av o (4

1T s . Dy¢ D¢
7 £

Leur contribution & la formation de la matrice de raideur

est identiquement nulle.

Considérons plus spécialement le cas d'un tore tria
gulaire (fig.4.8). Sa géométrie est enti&rement définie p
les coordonnées r et z de ses trois sommets dans une sec-—
tion méridienne. Le champ de potentiel ¢ y est approximé
au moyen d'un polyn®me complet de degré variable k des

coordonnées r et z :

4.51.

ce

.6.1)

n-—

ar



a,, rd zt73 , (4.6.2)

) (r,z) o i

nm

]
M~
o e

i=0 j
Le degré variablé k peut prendre des valeurs allant de 1

8 4, cette derniére valeur &tant, pour des raisons qui ap-
paraitront plus loin, la plus courante. Les paramétres du
champ, en nombre (k+1)(k+2)/2 sont exprimés en fonction des
valeurs locales du potentiel aux trois sommets, en (k-1)
points équidistants sur chacun des trois cStés et en
(k—l)*(k~2)+/2 points intérieurs. Ces derniers, correspondanf
aux "bulles" de 1'€lément, et donc sans intéret du point

de vue de la connexion, sont éliminés par 1'opération clas-
sique de condensation. A
‘ “\)

6.2. Eléments de connexion fluide-structure

I1 s'agit d'un pseudo-&lément sans Epaisseur que l'on
intercale entre la structure et le fluide pour réaliser
leur connexion. On y définit séparément l'interface de
structure et l'interface de fluide au moyen de quatre noeuds
qui, s'ils sont géométriquement confondus deux & deux, n'en
sont pas moins différents quant 3 leurs degrés de liberté

(fig.4.9).

La premié&re interface appartient 3 la structure.
Qu'il s'agisse d'un €lément de coque ou d'un élément de .x">
volume, le champ de déplacements est toujours un polyndme

de degré variable de la forme :

u T —a.w
nm i
. k o
Vom = .Z Bi ' s (4.6.3)
1=0
,wnm i ;Yi-

s étant la coordonnée courante du feuillet moyen de la

coque ou de l'interface de 1'élément de volume.
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La seconde interface est une interface de fluide.

Le potentiel des déplacements y est discrétis@ au moyen

d'un polyndme de degré variable &

Les degrés des déplacements

dépendants, 3 condition cependant

(4.6.4)

et du potentiel sont in-

de vérifier 1'inégalité

(4.6.5)

Cette condition, qui revient & dire que 1'on ne définit pas
plus de flux que ne le permet le degr& du potentiel, est
nécegsaire pour éviter la formation de singularités dans

la matrice de masse du problé&me assemblé.

La contribution S de cet &lément 34 la matrice de rai-
deur est définie par '
1 - ->
~2—qTS = [ p. g .n

S £ .

2
u
I
q 2

f

d s : (4.6.6)

L'élément apporte aussi une contribution & la matrice

de masse, qui est la matrice de couplage D telle que
f"Dq=1/S Pe n, u, d S - (4.6.7)
S

D'autre part, on a vu au chapitre 2 que, dans le cas

'm =0, m =0, il y a lieu d'introduire la contrainte li-

néaire d'invariance du volume de fluide pour permettre de
. . \ . . T
lever la singularité de la matrice N. La contribution C~ D

de 1'élément 3 cette contrainte est dé&finie par
n, u, d § . , (4.6.8)

La présence du multiplicateur de LAGRANGE Vv associée & cette
contrainte linéaire nécessite la définition d'un cinquidme

noeud. Ce noeud est commun 4 tous les €léments de connexion
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fluide-structure et fluide-surface 1ibre‘d'ﬁn méme réservoir.
Comme sa position est indifférente, on peut convenir de la
placer de telle fagon que, pour tous les éléments de con-
nexion fluide-structure, il soit situé du méme cdté que le
fluide. C'est une fagon simple de définir le sens de la nor-

male extérieure.

On réalise la connexion de cet &€lément avec la struc-
ture en identifiant les trois déplacements aux noeuds et
"en (k=-1) points intermé&diaires sur l'interface de la struc-
ture. Les rotations de coque ne sont jamais connectées.
Quant 8 la connexion avec le fluide, elle est réalisée par
identification du potentiel des déplacements aux noeuds du
fluide et en (2~-1) points intermédiaires sur l'interface de

fluide.

6.3. Elément de connexion fluide-surface libre

Pour réaliser la connexion entre le potentiel des dé-
placements discrétisé dans le fluide et les déplacements in-
dépendants de surface libre, on utilise un pseudo—-élé&ment
spécialisé&. Il s'agit d'une couromnne circulaire sans épais-
seur, définie par quatre noeuds indépendants mais géométri-

quement conféndus deux a deux (fig.4.10).

Sur la premiére interface, on définit un champ de
déplacements de surface libre sous la forme d'un polyndme

de degré& variable k du rayon :°

X :
n = I o, r (4.6.9)

La seconde interface appartient au fluide. Le poten-
tiel des déplacements y est discrétisé& au moyen d'umn poly-

ndme de degré variable & :

r : ' (4.6.10)




Les degrés du champ des déplacements de surface 1i-
bre et du potentiel sont soumis & la m€me comdition, k < £,
que dans 1'élément de connexion fluide-structure, pour les

mémes raisons.

La contribution C de cet &lément & la matrice de rai=-

deur est définie par

1 T . _ n"
79 Cy-= J Pr 83— d T (4.6.11)

r

L'élément apporte aussi une contribution & la matrice de

masse ! c'est la matrice de couplage B telle que
aaT 1] -
£ By =1/ P ¢ nd s (4.6.12)
T

En outre, dans le cas (n=0, m=0), il vy a lieu de faire par-
ticiper 1'@lément & l'expression de la contrainte linéaire
d'incompressibilité permettant de lever la singularité de

la matrice N. La contribution eT B de 1'élément & cette con-
trainte est donnée par

\)eTBy=-\)IpfndS - (4.6.13)

r
On associe donc également un cinqui&me noeud au multiplica-
teur de LAGRANGE v de la contrainte. Ce noeud, qui doit &vi-
demment coincider avec celui des éléments de couplage fluide-
structure, peut par ailleurs avoir une position quelconque

par rapport & la surface libre.

La connexion de cet &lément avec le fluide s'obtient

par simple identification du potentiel des déplacements aux

"noeuds de fluide et en (2-1) points intermédiaires de 1'in-

terface de fluide.

Quant aux déplacements de surface libre, ils sont
libres de toute condition a priori et 1'absence des déri-

vées de ces déplacements dans le principe méne & conclure



qu'ils n'ont aucune waison d'€tre continus. On n'exprimera
donc paévles paramétres du champ des déplacements de sur-
face libre en fonction des valeurs locales aux extrémités

de 1'é€lément, mais uniquement en fonction de ses valeurs lo-
cales en (k+1) points de l'interface. Ces points sont choi-
sis de telle fagon que leur distance soit constante, méme

au passage d'un &lément & 1l'autre, du moins pour un décou-
page régulier. Ainsi, pour définir les (k+1) points inter-

médiaires, choisit-on les rayons successifs :

rf T T i
r, = {ro —'i—TfiTT} + . (rf - ro) (4.6.]4{

ol r, et re sont les rayons des noeuds d'extrémités de

1'élément,

6.4, Possibilité de "mater" la surface libre

Si le degré du polyndOme des déplacements de surface
libre ne peut ni égaler, ni surpasser celui du potentiel

dans le fluide, rien ne s'oppose d ce qu'il lui soit fran-

chement inférieur. Or, le nombre de modes de surface libre

dont une idéalisation peut rendre compte est directement
proportionnel au nombre d'é€léments de surface libre et &

leur degré. Un moyen efficace d'éviter la prolifération de

ces modes, généralement peu intéressants, consiste donc &

limiter le nombre d'élé&ments de surface libre et 3 les cons-

truire d'un degré peu Elevé (degré zéro Eventuellement)..

L'expérimentation numérique montre que cet artifice n'en-
traine pas de distorsion appréciable des autres modes et
fréquences propres du systéme. Cette possibilité, d'um grand
intérét pratique, est une des originalités intéressantes de

la formulation adoptée.

7. PROBLEMES PARTICULIERS

7.1, Eléments touchant 1'axe

Ainsi que nous l'avons fait ressortir au chapitre 3,

o

)



il existe au voisinage de 1'axe une singularité que 1l'on
‘ne peut lever sans exprimer certaines conditions de symé-
trie. Ces conditions ont &té explicitées au chapitre 3 pour
-les structures. Pour ce qui est du fluide, sa masse provient

du gradient du potentiel des déplacements :

27T-= J Pe {(EE)Z + 17 (-a-g)—)2 + (%%)2} rdr d6dz (4.7.1)

soit, pour l'harmonique (n,m) :

»

acbnm 2 2 é
2T = J Pe {(—g;f) + n (;)

méridien

2 4 (%%)2} rdrdz(4.7.2)

On en déduit aisément que le potentiel doit €tre nul sur
1'axe pour tout n différent de zéro.

Une premiére maniére de tenir compte de ces conditions
de symétrie consiste a8 utiliser des éléments spéciaux pour
le voisinage de l'axe, ol les hypoth&ses ad hoc sont intro-
duites a priori dans le champ des déplacements [BS,BQ,MI].
Le principal désavantage de cette méthode réside dans la
nécessité de programmer des éléments supplémentaires, dif-
férents pour les différents harmoniques de FOURIER, puisque
les conditions ne sont pas les m€mes pour tous, et d'un usage

N

relativement moindre.

I1 existe une autre technique, plus simple. Si 1l'on
examine les modes singuliers sur l1'axe, on constate qu'ils
ne posent des problémes que lors de la phase d'intégration.
La tentation est grande d'utiliser une formule d'intégra-
tion numérique ouverte, c'est—d-dire ne comportant des points
d'intégration qu'd 1'intérieur des éléments. Les intégrales
singuliéres sont alors remplacées par des nombres grands
mais finis. Or cette méthode, si audacieuse qu‘elié puisse
paraitré, peut €tre justifiée [DlS,Dli]. En effet, l'inté-
gration numé&rique consistant 3 remplacer une mesure I par

v . .
une autre mesure I, il va sans dire que l'espace des fonc-
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tions sommables pour I et celui des fonctions sommables
pour Y seront généralement différents. Dans notre cas, la
solution consistera toujours en des fonctions sommables
pour I et %-et, comme il s'agit de polyndmes, on a de plus,

si la formule d'intégration est d'un degré suffisant
v
I (£) = 1 (£) ' _ (4.7.3)

Evidemment, on ne connalt pas f a priori, mais on sait

qu'elle est combinaison de ‘fonctions gy s DO sommables pour
. v . . 4 I3 . -

I mais sommables pour I, car finies aux points d'intégra-

tion, ce qui permet d'&crire : : N

(4.6.18)

1(6) =T () =Y @ eg) =127 (g

k k
Par conséquent, le calcul des intégrales est correct pour
la solution. Cette démonstration originale est valable
gquelle que soit la maniére dont les conditions sont intro-
duites, méme si c'est par contraintes linéaires, comme il

est nécessaire de le faire pour les conditions du type
u_ +u, =0 | (4.7.4)

En résum&, on obtient la solution correcte en utilisant

des é€léments normaux, intégrés par une méthode numérique . )

ouverte, et en appliquant les conditions de symétrie re-

quises.

Un probléme se pose cependant pour les coques, lors-
qu'elles coupent 1'axe sans lui &tre perpendiculaires. En
effet, dans ce cas, il y a lieu d'introduire la condition
(3.3.80.a), ce qui ne peut se faire par de simples relatiomns

sur les déplacements. En pratique, on ignore simplement

cette condition. Les termes de raideur correspondants étant

trés grands, il en résultera que cette condition sera re-

pPrise par une espéce de pénalisation et sera donc vérifiée




1

LN

de manié&re approchée, avec par ailleurs une certaine dété-
rioration du conditionnement. La m&me technigue pourrait
d'ailleurs &tre pratiquée pour les autres conditions [B9].
Mais leur vérification exacte est possible et nous semble
préférabley car elle réduit généralement la taille du sys-
téme et ne porte pas atteinte au.conditidnnement, sauf si

1'on utilise des contraintes linéaires (modes n=1).

7.2. Calcul des tensions

7.2.1., Moyennes d'éléments

I1 est bien connu que le calcul des tensions locales,

‘aux noeuds par exemple, ne fournit gque de pidtres résultats,

trés difficiles 3 interpréter du fait de leurs discontinuités.

C'est pourquoi, il est d'usage de se contenter d'une connais-

sance mgoins dé&taillée des tensions. Dans le cas des coordon-
nées cartésiennes, on peut se baser sur le fait que les &qua-
tions d'équilibre obtenues & partir du principe variationnel
sont limitées @ quelques moyennes : pour toute variation de
déplacement, contenue dans le modé&le, on a une &quation de

la forme

Jo..D, 8u,dV-/F, 8u, dV-/ Ft, §u,ds =0 (4.7.5)
v 3 3 1 v 1t 1 Sz 1 1

ce qui montre que l'équilibre s'&tablit entre les quantités

;oo D, 6 ul® gy (4.7.6)
Eee *J ] *
ol ugk) est le déplacement associé & un degré de liberté

i
donné&, Comme tous les &léments possédent le mode de défor-

mation constante, on obtient, pour ce mode particulier, les

quantités

S © d Vv (4.7.7)
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qui jouissent donc de propriétés privilégiées vis-i-vis
de 1'équilibre. La technique usuellement adoptée consiste

donc 3 calculer les tensions moyennes, ce qui peut se faire

simplement, en multipliant la matrice de raideur par les
vecteurs des coordonnées des noeuds de 1'&lément, puis en
divisant par le volume : si y(k) est le vecteur des Xy

aux noeuds, on a en effet

- (Di ?k + Dj

i
-
Q

Ky (k) Xk) d v

= = . d VvV . (8, S.
2 ékt 713 Cix * Jk)
o . : |
=g ) (o to) dv | (4.7.8)

ELt

. Malheureusement, du fait que les modes de déforma-
tion constante sont absents en coordonnées curvilignes,
cette technique tombe en dé&faut. Il faut donc se ré&soudre
a4 calculer directement des moyenﬁes. On peut en imaginer

deux espéces :

a) des moyennes sur le volume,

S ordrdoedz .
o, = v . C(4.7.9)
S rdrdodz :
v

b) des moyennes sur la section méridienne

R odrdz
GM - méridien (4.7.10)
S drd =z

méridien

Les premi&res semblent constituer le prolongement

logique des tensions (4.7.7). Mais elles présentent de gros

i
i



désavantages au niveau de l'interprétation des résultats.
En effet, celle~ci se fait naturellement dans le plén mé -
ridien. Or la structure des Oy laisse prévoir; et 1'expé-
rience le confirme, que ces tensions sont & attribuer en

un point de rayon

r2 drdaz

(4.7.11)
rdrdz

< g

tandis que les tensions Oy coincident fort bien avec les
tensions du centre de gravité de la section méridienne. Ce
fait est illustré@ par la figure (4.11), donnant les mo-

ments de flexion d'une plaque circulaire appuyée 3 sa pé-
riphé&rie et soumise & une charge concentrée en son centre.
Cette plaque, de 300 mm de rayon, est idéalisée par trois
€léments de coque de révolution. On constate que, surtout
prés de ﬁ'axe, le positionnement des moyennes de volume

doit 8tre fait selon la formule (4.7.11), ce qui rend

l'interprétation des résultats fastidieuse et malaisée.

Considérons par ailleurs une coque Epaisse de for-
me cylindrique, et supposons que les tensions azimutales
9490 soient uniformément réparties sur son épaisseur
(fig.4.12). Le calcul des moments moyens sur le volume

par

N

T 066 rdrd©6d z

(4.7.12)
rdrd6d =z

< <

conduit & une valeur non nulle, tandis que le calcul des

moments moyens sur la surface méridienne par

f‘ o Z 0gq d rdz
méridien

(4.7.13)

S drdz
méridien



méne 3 un moment nul, ce qui est plus naturel.

Ces quelques faits nous ont conduit & calculer sys-

tématiquement les tensions moyennes sur la surface méri-

dienne et non sur le volume.

7.2.2. Moyennes d'interfaces

trés
mais
ment

nous

gré deux au moins,

Les moyennes d'éléments fournissent des résultats

satisfaisants du poinﬁ de vue de leur exactitude,

peu détaillés. Ce manque de
g8nant dans les €léments de
allons montrer que pour les

i1l existe des

détails est particuliére-
volume. Mais précisément, ‘)
€léments de volume de de-

moyennes d'interfaces

qui se transmettent exactement et constituent donc un ren-

seignement particuli&rement précieux. Considérons donc

une interface (fig.4.13), que nous décrirons &8 l'aide du

systéme de coordonnées (3.3.3) avec T =

0. Les déformations

s'écrivent donc, sur cette interface,

SuS uE
E:ss = 3s * R
s
du u u
-1 _6 , _sdr T
€0 " T 59 t T as* Ry
=l.iti_—-‘f_e_§_};+aue
Yse r 06 r ds 9s
E =.B_u_§_
tC [
) Bus . Buc ) Eﬁ
Ysr T 3% s R_
Yor T3z *T I TR

(4.7.14)
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La continuité des déplacements implique que les déformations

£ £ ont transmi 'un élément a 1' .
ss ? 08 ° Yse s ransmises d'un &lémen 1'autre

D'autre part, la présence d'un ou deux noeuds sur l'inter-

face entraine que les modes donnés par

) u, = Us (& - 8)
8 uc =W s (& - 8)
8 ug = Vs (& - s)

(4.7.15)

sur l'interface considérée et nuls sur toutes les autres,

sont présents dans l'id&alisation (fig.4.14). I1 en résulte

les équations d'équilibre

N %

8 U‘{J 1) L g (e-s) a4 s - J 2 Lo (a-s) 4 s}

sC
0 0
. :

sC
L

] Tet
¢]

[ - A
§ v { T(l) r s (L-s) d s - J Téé) r s (&-s) d s}
0

%

] ¢t
0

Posant .
Gij r s (&-s8) d s

ij , .
r s (&-s) d s

O = oo e

ces &quations peuvent encore s'écrire

=1y | 2(2)  =(1)_ =(2)  =(1)_ =(2)

st sg ’ 6g oz * "zt 4

La continuité& de €, 2 €

s
celle des moyennes

L
é W { 0(1) rs (&-s) d s - f Oéé) r s (2-s) d s}
’ (¢]

0

09 » Ygg implique par ailleurs

(4.7.16)

(4.7.17)A

(4.7.18)



=(1) _ =(2) =(1)_ =(2) =(1)_ =(2)
®ss’ T fss * fe0 T a0 * Yso T VYso

O0r les rélations de HOOKE peuvent E8tre

s, 1, H, . e

1 11 12 1
9] Hyy Hop ey
ol
T _ T _
81 = (055205p5Tgg) » 85 = (T psTgps0
T

o
|
o3

1 - ('ess"EGG’YsB) 9 e (YSC’YGC’Y

4,64,

(4.7.19)

On en déduit aisément les relations mixtes

] 11 12 €
€y Eoi Eyg Sy
avec
E - H.-. -H,. .l gy E =
11 = ™11 12 %22 P21 0 P12
E.. = -H.)l & E.. =
21 22 21 . > 22 7

D&s lors, si 1'on fait la moyenne sur

“tient
= (1) (1) (1) =(1)
) B Ela e
-y {1 (|| =
e 1 B2y Eo2 Sy
et ,
- (2)] . (2) (2) -(2)
§4 Bl Eig )
) |2 (1 - (2)
ey 1 LBy 2Py )

€crites
(4.7.20)
cg) . \
W7 21
(4.7 '
EC)
(4.7.22)

(4.7.2%)
o >/

22°

l'interface, on ob-

(4.7.24)
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AN

bés lors, du fait que E§1)= Egz)et §§1)= g§2>, on.en dé-

duit que, si les deux éléments ont la méme matrice de HOOKE,

=(1)_ =(2) =(1)_ =(2) )

s; "= s et e, '= ?2 (4.7.25)
ce qui signifie que les moyennes de temsion (4.7.17) sont
transmises exactement. Si, par contre, les matrices de HOOKE
sont différentes, seules les tractions de surface s, et les

1

déformations d'interface e, sont transmises, ce qui est par-

faitement normal.

Cette propriété permet de considérer les moyennes
(4.7.17) comme des renseignements particuli@rement sfirs
sur 1'@tat de tension, et plus détaillées que les tensions
moyennes. En particulier, ces quantités sont trés utiles
pour évaluer les efforts de jonction dans les multicouches,

~
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- CHAPITRE V .

EFFETS DE LA SOLLICITATION STATIQUE INITIALE




I. INTRODUCTION

Lors de 1'@tablissement du principe variationnel
général des interactions fluide-structure, nous avons si-
~gnalé& que la sollicitation statique initiale provoque
l'apparition de termes supplémentaires d'énergie, dits
"géométriques" ou "de précontrainte”. C'est & ceux-ci

qu'est consacré le présent chapitre.

Pour &viter toute @quivoque, précisons une fois

pour toute que lorsque nous parlerons de précontrainte,

il s'agira simplement d'un &tat de tension initial et non P

pas de la technique utilisée dans les structures en béton
pour les prémunir de l'extension (et qui, bien souvent,
est 3 proprement parler une postcontrainte). En particu-
lier, notre précontrainte pourra influencer la stabilité
de la structure, contrairement aux c3bles noyés dans le

béton.

Le comportement d'un grand nombre de structures min-
ces peut @tre fortement influencé& par un état initial. Un
cas trés simple est celui de la plaque, dont la raideur
en flexion peut €tre nettement augment@e ou diminuée par
une traction ou une compression initiale. Pour les réser-
voirs des lanceurs, la sollicitation statique sera généra-
lement composée de 1la pfeséion du fluide, augmentée de la
pression interme du gaz situé& au—-dessus de lui, du poids
propre, et du poids des étages'supérieurs° En vol, ces
poids sont d'ailleurs nettement majorés du fait de l'accé-
lération. Le probléme de la précontrainte comporte dé&s

lors deux aspects :

(i) la vérification de la stabilité de l'équilibre‘

statique sous ces charges initiales

(ii) 1'8tude de la modification de raideur qu'elles

entraTinent et du glissement du spectre propre

-



qui en résulte.
A o

Dans le cas général, 1l'étude des interacfions entre
1'état initial et 1l'effet des sollicitations ultérieures
reléve de 1'8lasticité non linéaire (non-linéarités géomé~-
triques). Il existe cependant une classe de problémes
dont 1'étude reste lin€aire ou peut &tre lin@arisée. C'est
notamment le cas de la plaque soumise & une précontrainte
d'extension, puis 3 une sollicitation de flexion. L'&tude
de ces problémes s'effectue en deux étapes lin€aires qui
seront, dans le cas de la plaque, 1l'étude linéaire de 1l'ex-
tension et 1'2tude de la flexion, en tenant compte de 1l'ex-
tension initiale. Le domaine de validité de ce type d'Etu-

des, que nous appellerons &élasticité quasi-linéaire, sem-

ble &tre resté assez flou et, bien plus, n'en ayant pas
approfondi les hypoth&ses de base , on ne savait pas, le
plus soyvent, distinguer les termes prépondérants des ter-

mes négligeables.

C'est 8 ces questions que nous tenterons d'abord de
donner une réponse. Partant d'une formulation développée
par FRAEIJS de VEUBEKE [FB] ol les rotations et les défor-
mations se trouvent séparées, on fait l'hypothése que les
déformations sont petites. On peut alors, en considé@rant
des rotations de plus en plus grandes, construire des
théories approchées de précision croissante, dont la plus
simple est la théorie lin&aire. On s'arr8te a3 l'ordre sui~-
vant, ce qui permet de considérer des rotations d'unme di-

zaine de degrés avec une erreur inférieure d 17.

On &tudie alors les conditions d'applicabilité de
1'analyse quasi-lin€aire. Cette &tude fait clairement res-
sortir le domaine de validité de la méthode, en €tablissant
quatre conditions nécessaires dont la signification est
illustrée par des exemples. Il s'agit essentiellement d'une
mise au point de certains faits déja pressentis par le
passé [L6] .




L'application au cas dynamique mne pose pas de grand
probléme. Pour 1'étude de la stabilité&, on présente une
méthode duale nouvelle, basée sur une filig&re de principes
variationnels déduits par la méthode de FRIEDRICHS. Le prin-
cipe obtenu est assez semblable & celui qu'a utilisé& CARNOY
[Cé], bien que reposant sur une base assez différente. Il
restait 38 traiter le probléme de l'amélioration des eolu-
tions en statique oli, bien souvent, on utilise une mé&thode
de double analyse du problé&me sous le systéme complet de
charges. On montre qu'il est possible, dans le cas général,
de définir une décomposition en charges d'extension et de
flexion, ce qui permet d'utiliser une autre méthode, plus
générale, puis les conditions de coincidence des résultats

sont examinées.

Enfin, on &tudie l'effet de la pression initiale. Le
terme. de compressibilité est &valué, ce qui fait ressortir
que son influence est souvent faible. On expose alors le
paradoxe de MORAND et OHAYON, li& au fait que la pression
n'est pas une charge morte, et on montre dans quelles con-
ditions ce paradoxe est levé par l'introduction des termes
non linéaires de pression. Finalement, l'ordre de grandeur

des différents termes de pression est discuté.

2. ETUDE DES STRUCTURES DANS L'HYPOTHESE DES PETITES

N

DEFORMATTIONS.

2.1. Rotations et déformations

Appelons D la matrice {Dj ui} des dérivées des dépla-
cements., La matrice jacobienne de la transformation faisant
passer des coordonnées initiales aux coordonnées aprés dé-

formation est alors donnée par

J = ’{DJ. (x; + ui)} =1 + p ' (5.2.1)



Teiadey ey

ot I est la matrice unité. On peut décomposer 1la ﬁatrice
jacobienne en deux opérations essentiellement différentes
[Fi] : une déformation pure, correspondant 3 une matrice
(I + H), avec H symétrique, et une rotation pure, corres-—

pondant & une matrice orthonormale (I + A), de fagon que
J =1+ D= (I + A)(I + H) ' ‘(5
ce qui entraine
D =H+ A (I + H) (5

Cette décomposition est unique [G11]. L'&nergie de défor-
mation dépend alors de la seule matrice H, dont les six
composantes forment ce que l'on appelle la mesure de
JAUMANN de la déformation. Comme celle de GREEN, elle vé-
rifie les trois propriétés fondamentales d'une mesure de

déformation, & savoir :

D!l : nullité de la mesure lorsque les déplacements

sont nuls
D 2 : invariance lors d"umne translation
D 3 : invariance lors d'umne rotation finie.

N

En outre, -on peut montrer [Fi] que les déformations de
JAUMANN sont 1liées a4 celles de GREEN par les relations
] ij ji im jm

gi: = h + h,, + h, h, ~ . (5

Les axes principaux de ces deux tenseurs colncident, et

leurs valeurs propres sont liées par la relation :

2 g (i) = 2 h (i) + h2(i) (5

$2.4)

.2.5)



Dans ces axes, les déformations de GREEN s'écrivent

{a (x; + u)}? - {a x}?

) =2 g (i)
(d x;)
soit
dui du_‘.L 2
2 g (i) = 2 dxi + (dxi) _ (5.2.6)

ce‘qui montre que les déformations de JAUMANN mesurent
l1'accroissement proportionnel des longueurs. Cette mesure ,)
de déformation est donc celle de 1l'expérimentateur, ce

qui a amené FRAEIJS de VEUBEKE & 1'appeler "engineering

strain tensor" [F3]. Malheureusement, elle n'a pas d'ex-
pression analytique simple dans le cas général, ce qui

‘expliﬁue qu'on lui préfére souvent la mesure de GREEN.

Mais nous verrons qu'elle se pré&te particuli@rement bien

aux simplifications.

Nous aurons besoin de 1a condition d'orthonormalité

de la matrice (I + A). Elle s'écrit

I=(I+AT)(I+A)éI+A+AT+ATA Y

soit
T

A+ AT + AT A =0 (5.2.7)

2.2. Petites déformations

Dans les structures raides, les dé&formations &lasti-
ques restent toujours petites. En effet, les tensioms sont

données par les relations

ij = Cijkﬂ hkﬂ (5.2.8)



€Considérons par exemple le cas de l'acier. On a, pour des

sollicitations tré&s sévéres dans un acier de sbonne qualité,

1
555 =0 (5 . 10)

4
Cijkl =0 (10)

ce qui signifie que

hkl =0 (5 .10 7).

Par conséquent, si 1l'on admet une erreur de l'ordre de 17,

on peut é€crire

ce qui entraine, 8 partir de (5.2.3),

D=H+ A (I + H) =

H

+

A

(5.2.9)

(5.2.10)

Mais les définitions précédentes ne permettent pas de cal-

culer simplement les déformations et les rotations.

On peut

évidemment se servir de la relation (5.2.4) et confondre

les déformations de JAUMANN et celles de GREEN,

comme 1'a

fait BIOT [BII,BIZ,BIB,BIQJ. Mais moyennant des approxima-

tions sur la relation (5.2.7), on peut obtenir d'autres ex-—

pressions -plus simples.

2.2,1, Premiére approximation

Cherchons d'abord 3 vérifier la relation (5.2.7) en

négligeant tous les termes du second ordre en les dérivées

de déplacements. On posera domnc

A=ocD+BDT

(5.2.11)



A+ A =0 (5.2.12)
I1 vient

(oo + BY(D + DT)

i
[}

soit

o= -8 (5.2.13)
)

Dés lors, en vertu de la relation (5.2.10),

H=D=-A= (1 - ) D + o DT,

. P ) . 1
Cette -matrice ne sera symétrique que si a =1 - o = 7

ce qui donne finalement

A=z (-0 =2
(5.2.14)
H = l (D + DT) = E.

2

\

On constate qu'il s'agit tout simplement des expressions
classiques de la théorie linéarisée, correspondant 3 la dé- -
composition de -HELMHOLTZ de D en parties symétrique E et
_antisymétrique . Outre la petitesse des déformations, cette

théorie postule celle du carré des rotations, c'est-d-dire

ef 9 << @ - (5.2.15)

. -2 . . . .
Or, pour avoir lwijl = 10 7, on doit limiter les rotations

8 environ 0,5 degré , ce qui est tré&s petit.

2.2.2. Seconde approximation

Pour pouvoir représenter de plus grandes rotations,



cherchons une expression du type
A =0+ R (5.2.16)
oli R ne contient que des termes du second ordre en les ro-

tations. Les déformations seront alors données par
H=D-A=D-Q ~R=E - R, (5.2.17)

ce qui entraine que la matrice R doit €tre symétrique. La
condition (5.2.7) s'écrit alors

0 = A + AT + AT A= + QT + QT D + R + RT + 38me ordre.

Vu la symé@trie de la matrice R, on vérifiera donc cette
relation jusqu'au second ordre en posant

T

R=- 50 Q . (5.2.18)

1
2
D'une fagon assez surprenante, ce choix dépasse nos exi-
gences initiales, car les termes du troisiéme ordre s'an-
nulent aussi : en effet,

@ -1 m@-Lte w0 -1l a-1a"aq

DO e

. + LT g T @

1
4
et vu la symétrie gauche de i, on a ~

T

ol oo =-0af T g.

Par conséquent, le choix

(5.2.19)

!



correspond a8 faire l'hypothé&se suivante sur les rotations

lw, .| << 1.
1]

Pour une erreur maximum de 1%, on peut aller jusqu'a une

dizaine .de degrés. Ce fait est illustré par la figure (5.1),

qui représente la trajectoire de 1l'extrémité d'une barre
tournant sans déformation, pour la mesure 1}ﬁéaire £, pour
la mesure approchée h définie en (5.2.19) et pour la me-
'sure exacte de GREEN. Pour cette derniére, la trajectoire

est. un cercle d'équation

u 1 u2 1 v2
g = 5+ vt 5 —s = 0;
2 2 22 2 22

pour la mesure (5.2.19), c'est une parabole d'équation

u 1 v2
h = =+ = — = 0,
L 2 22
et enfin, pour la mesure lin€aire, c'est la droite % = 0,
Les deux courbes h = 0 et g = 0 sont osculatrices. Les

expressions (5.2.19) forment donc la base d'umne théorie

des rotations modérées.

Dans le formalisme des tenseurs cartésiens, si 1l'on

pose
€,., = 1 (D. u. + D, u,)
ij 2 i ] j i . .
, (5.2.20)
1
wij =3 (D uj DJ u,),
on obtient
_ 1 ’ .
h1j = elj + 5 W, wjmf (5.2.2})
3. ELASTICITE QUASI-LINEAIRE
3.1. Supposons qu'il existe un &tat de déformation ini-
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tial, représenté par le champ de déplacements &, autour

duquel on étudie des perturbations u. On a alors

(total)

wij (total)

(5.3.1)

si bien que les déformations prennent la forme

+

-

i €i3)

fn g Y

..t
1]

1
2

£

ij,

o
(w.
im

(<]
+ w, Y, + w.
im jm

oli apparaissent les grandeurs

(-] [+] ]Q o
h,.,. = e.. + w0,
1y 1] 2 Tim

h L
s = .. o= .
ij 1] 2 (wlm

2 ]

h,. = - w, w,
1] 2 im jm

)

jm

(5.3.2)

(5.3.3)
(5.3.4)

(5.3.5)

De ces expression, on d&duit que la densité d'énergie de

déformation a la fo

avec

o
o
fuu .Y

1
2 Vijkf i k&

0o

T

Ciskp Pij Prg

=N
N g

5 —

jan 35

1jk% "ij k&

rme

Ciixe

oo

jaupt oL

15 Tkl

(5.3.6)



1 2
h

3
W= Coonn Bis Prg

2 2
! C

.
W= 5 Cisue i Pre

I1 y correspond, aprés intégration sur le volume, la dé&com-

position suivante de 1'énergie en parties homogénes :
o 1 2 3 4 :
U=U+U+U+TU+ U (5.3.7)

avec

= e

i .
U=SWwadyV (5.3.8)
v

3.2. Probléme initial et perturbation

. Considérons d'abord le probléme initial : la structure
est soumise 3 une précontrainte qui s'exprime sous la forme
d'un travail Q (u). Dans ce qui suit nous ferons l'hypothé&se

suivante :

H 1 : Les charges initiales sont mortes, c'est-d-dire que
le travail qui leur correspond est une fonctionnelle

linéaire des déplacements.

Cette hypoth&se permet d'englober les charges d'inertie
deLEMBERT, mais non les charges de pression, dont la direc-

tion varie avec la déformation.

Le probléme de la recherche de 1'état de tension ini-

tial a done la forme

-] [ -] N
U (u, u) - Q (uw) min (5.3.9)
-] -] .
u-€E
° -
oi E est l'espace des déplacements cinématiquement admissi-
-]

bles. Dans le cas ol le probléme est discrétisé, E sera

)




i

P —

l'espace des déplacements contenus dans le modéle. La

recherche de 1'extremum se fait par annulation de la va-
riation premidre. Or cette condition s'écrit, dans le

formalisme de la formule (5.3.8)

1

Quant au probléme perturbé, il s'agit de la réponse
a2 un supplément de charge, correspondant au travail R (u).

I1 s'écrit donc en général

©

u%é

oll é est 1'espace des perturbations cinématiquement admis-
sibles et, encore une fois, dans le cas d'un probléme dis-
crétisé, l'ensemble des déplacements présents gans le mo-
déle. On ne doit pas nécessairement avoir E = E, mais il
faut cependant assurer la condition suivante :
1 °
H2 : ECE, c'est-d~dire que toute perturbation du second
modéle doit @tre un mode de déplacement contenu dans

le premier.

Cette condition implique aussi que le premier probléme ne
peut @tre résolu en présence d'un plus grand nombre de fi-
xations que le second; que le maillage par €lEéments finis
du premier probléme doit &tre au moins aussi fin que celui
du second. Lorsque l'hypothése H2 est vérifiée, on a auto-

matiquement, par (5.3.10),

1 .
U (u) = Q (u) =0 (5.3.12)

ce qui signifie que la perturbation est soumise au principe

2 3 4
U+ U+ U - R (u) min, (5.3.13)

|
u€E

U(v) - Q (v) =0 pour tout v £ E . (5.3.10)

1 2 3 4
U+ U+U+U+U=-0Q-R min (5.3.11)



oli 1'on a par ailleurs &liminé tous les termes qui ne dé-

pendént que des déplacements initiaux.

3.3. Linéarisation

Le probléme (5.3.13) est non linéaire, car l'énergie
de déformation contient des termes du troisi&me ét du qua-

triéme ordre en les dérivées des déplacements. Ces termes

3

sont
1 I |
U3 =7 {’ Cijkl hij Wy Woo d v : : (5.3.14)
- 1 .
U4 =3 é Cijk% w o wjm Wy W d v. (5.3.15)

1A

Le domaine de validité de 1'analyse quasi-linéaire sera
donc limité aux cas oli 1'influence de ces termes est négli-
geable., Tout d'abord, le terme U, est classiquement négligé
dans les analyses linéaires. Nous admettrons que la m&me
approximation est valable, ce qui constitue notre troisiéme

hypothése:

3 U4 est négligeable.

e

Il s'agit d'une restriction sur la grandeur des déplacements.

Considérons par exemple le cas d'une plaque. L'énergie de

flexion a pour ordre de grandeur

2
W
7>

2 _ Dt
26

e’ .
25 X %

oli D = "E_f’ et £ est une longueur.d’onde du mode de flexion;

1'ordrel—Xe grandeur de W, est

T
8

w = .
24

Dés lors, le rapport des deux Energies a pour ordre de gran-

deur




W4 - w2
W"‘"3("£‘)s
f

.
ce qui signifie que le carré de la fléche doit E&tre petit
devant le carré de l'épaisseur [13]. Un autre cas ol les
termes du quatriéme ordre peuvent €tre négligés est celui
oli 11 existe une trés forte précontrainte d'extension (mem-
branes et c3ibles fortement tendus). La condition est alors
visiblement
% << e

lw|“ << € (5.3.16)

ce qui nécessite, dans le cas d'une membrane,

©
)2 << €.

(

==

3

Enfin, le terme du troisiéme ordre U n'est certaine-
ment pas négligeable a priori, puisqu'il est identique au
- 2 ° .
second terme de U, sauf 3 remplacer hij par hij' I1 faut

donc imposer cette condition comme hypothése supplémentaire :

o N
o

ijke i3 Ykm “2n

| << e

B4 |C 15k8 M5 Ykn Yem

I1 s'agit essentiellement d'une condition de découplage

entre la sollicitation initiale et la perturbation. Comme

on a

o
o

1
ij - ij 2 (wim wjm * wim wjm)’

on en déduit en particulier que les rotations initiales
‘ (3]

doivent &tre tr&s faibles, car les termes en W, wjm sont

im

de la méme nature que les termes‘wkm mkm et n'ont donc au-

cune raison d'en €tre découplés. Ceci permet d'écrire les

expressions simplifiées

12

= o
o

[ S

R

i eij (5.3.16)
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3.4, Exemples

Pour bien faire comprendre la portée exacte des consi-

dérations qui précédent, nous allons examiner un certain nom—

"bre d'exemples typiques, en allant du plus simple au plus

complexe.

3.4.1. C3bles tendus

Considérons un cible mince, de raideur en flexion né-
. [} -
gligeable, tendu par une force N. La position de référence
est le c8ble parfaitement horizontal, et on lui applique

des charges transversales. On a

-}
(-]
N ‘
E.— a (5.3.17)
ol 2 est la section du cadble,
_du _ ‘
£ = ax 0o 4 ' (5.3.]8)

car le cZble n'a que des déplacements verticaux, et, puis-

qu'il n'y a pas de cisaillement,

)

= du v =1 @v _ 3y, _dv
Y = ay + < = 0~ w = 5 (ax ay) = Ix (5.3.19)
Dés lors,
) % o %

_ 1N dvy2 1o avy2
U = J dx I {E.0 + 5 g (33 }d@a = 7 N J () d

0] f 0

3
U =0 (5.3.20)



2 %

4 dv. 4 1 dv, 4

U = § f dx J E (‘a‘;c- d Q = -g' E Q J ('d—x) dx
0 2 0

Traitons entirement le cas du c8ble soumis & une
charge concentrée en son milieu. L'équation différentielle

du probléme est

a2 EQ d v

° v

3) - d

Elle admet visiblement une solution linéaire par morceaux

\Y %5 dans JO » %[
v =
2(-x%)

\ dans ]%-, L[

3

-~

Quant & la condition de transition au droit de la charge,

elle s'écrit

> dv 1 dv.3 0 dv 1 dv,3 B
(N—(T}-Z-P-Z—Eﬂ(a—;{-))lg’ (NH+EEQ(H))IQI—P’
2 2"
soit
_ ° 4V . 2V. 3
P—NT+EQ(T
ou encore h
P N V V,3 _ V.3 \
- twgg t 8 ()7 =8 (™~ +o g, (5.3.21)
avec
o .
_ 4N :
o = ) (5.3.22)




Pour un ci3ble d'acier, sous 10 hb de tension initiale,

zgﬂ = 2,5 . 10—4, et l'erreur sera inférieure & 17 si
F<2.2 . 1073 (5.3.23)
Calculons la chafge en termes de % , pour diverses valeurs
de o : '
Valeur de P en fonction de %'
% 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,01
o =0 [81077 |es10"® 2161077 [ 5121077 [1107® | 8107
o = 1074 (1081077 | 2641077 |5161077 | 9121077 |15107% | 9107®
o = 1073 10081078 2064.107%| 32161078 45121078 6107® 18.10” 0
o =2.10 320081078 4064107%| 6216107 85121078 1,3107° | 281078
)
Ces valeurs sont reportées a4 la figure 5.2. On constate que
pour les petites valeurs de % , la théorie quasi-linéaire
donne d'excellents résultats.
3.4.2, Plaques de KIRCHHOFF
_ Le champ de déplacement d'une plaque de KIRCHHOFF a la
forme
9y ‘X:Y9z) =u (x,y) - z D] w (x,y)
u, (x,7,2) = v (x,y) - z D, w (x,y) (5.3.24)




5.19.

u3 (x,y,2) = w (x,y),

a 4

od D, = §x - On en déduit les expressions suivantes pour

. 1. ..
les déformations linéaires

€11 = D1 u - z D11 W
€pg.= D2 v - z D22 W (5.3.25)
Y9 = (D1 v o+ D2 u) - 2 z~D12 w
Quant aux rotations linéaires, elles sont données par
W =1 (D, v - D, u)
12 2 1 2
Wig = D, w (5.3.26)
Wgy = D2 w.

On notera que ces rotations ne dépendent pas de z. L'@ner-

gie de précontrainte s'écrit donc

t/2
[«] -]
20 = J s.. W, w, dV = J d A J s.. W, w, dV
g 1] im Jm 1] im  jnm
v A ~-t/2
t/2
. . o N
= I { J - s..d z} w. w. 4 A.
N 1] im Jm
A -t/2

Seules apparaitront donc les résultantes, & 1l'exclusion de

tout moment. Explicitement, on obtient

f‘{ﬁ (wz + w2 ) + § (wz + wl y + 2 % w,., W
A 11 12 13 22 21 31 12 13 23
° ° .
¥ 2Qp Wy Way * 2 Qy wyy Wyl d A=




5.20.

o o o
* 2Ny Uy Wyy t 2 Q) By, Wgy F 2.0y 0y ugy ) d A

et, en exprimant les rotations en termes des déplacements,

2 Ug = J{(Nl] + sz)(———~§———~) + Q1 (D2 u - D1 v) D2 w
A

o ° 2
+ Q2 (Dl v - D2 u) D1 w o+ N11 (D1 w)

¢ )
(-2 -] ) 2
+ 2 N D, wD,w+ Ny, (D2 w)“} a A (5.3.27)

Examinons la condition de dé&couplage H4. La fonction-
3 .
nelle U a la méme forme que Ug’ ce qui signifie que cette
condition s'écrit
r 1 1 D]v - Dzu 2
A
1 1 9 1
+ Q2 (Dl v - D2 u) D1 w o+ N11 (Dl w) o+ 2 le D1 w D2 w
| )
2 - .
+ N,y (D, )7} d A =0 (5.3.28)

Un cas classique de vérification de (5.3.28) est dé-

crit par les conditions suivantes

Al - L'8tat initial est essentiellement membranaire, et la

perturbation ne modifie pas sensiblement les efforts
de membrane, c'est-d-dire

1 -3 ] ' -] l (-]

Npp << Ny



» . . . 1.
A 2 - La rotation perpendiculiérement au plan, 0l (Dzu - Dlv),
ne varie pas au cours de la perturbation. Cette condi~
tion est nécessaire dans la mesure oii les efforts tran-

chants Q1 et Qé ne sont pas nuls lors de la perturbation.

Ces hypothéses supplémentaires ménent & une nouvelle simpli-

fication des termes de pré&contrainte : on peut en effet omet-
1 . P s

tre tous les termes en 5 (D2u - D]v), ce qui conduit & 1l'ex-

ression classique de BRYAN [BIS,TS,K3,K41 :

2
(D1 w)" + 2 N D. w D, w + N22 (D2 w)“} d A

C ‘ (5.3.29)

Tous les termes de cette expression admettent une interpré-

tation physique simple, qui est détaillée dans [Dl&].

Ce n'est cependant pas le seul cas possible, En.par—
ticulier, dans le cas d'une plaque longue et &troite assimi-
‘lable & une poutre, l'expression (5.3.29) ne permet pas de
| représenter le flambement de la plaque dans son plan. Pour
un tel probléme - qui n'a d'ailleurs de sens que s'il existe
un dispositif raidissant le déversement et le voilement -
les hypothéses Al et A2 doivent €tre remplacées par les sui-

vantes

B 1 - L'état initial correspond 3 de l'extension simple, en
o ]
ce sens que N11 et sz sont pratiquement constants sur

la largeur de la plaque.

B 2 - La perturbation est telle que

b/2 1 b/2 o
¥ N, dy << J N, dy
=b/2 -b/2

b/2 1 b/2

S/ N,, dy << i) Ny, d vy ’

-b/2 -b/2

=
!
%
]



Dans ces. conditions, il convient de conserver le terme

o o Dlv b DZU 2
I (N11 + N22)(————3————) d A.

A

(5.3.30)

I1 ressort de cette analyse'que si 1l'on veut pouvoir

représenter le raidissement géométrique aussi bien dans le

plan que hors du plandans le cas des structures du genre

poutre, les termes 3 conserver sont

. © 2 (-] -}
j vy, ®, w»"+2N8,D w+D,w+ N, (D
A

12 71 2
) ° D]V - Dzu 2
+ (NIJ + sz)(————i———*) } a a.

Mais il convient alors de vérifier a posteriori que 1la

(5.3.31)

solution vérifie les hypoth&ses A ou B pour s'assurer de

la validité du calcul.

3.4.3. Plaques de HENCKY

Abandonnant 1'hypothé&se que les sections normales au

feuillet moyen conservent cette propriété& au cours de la

déformation, la théorie de HENCKY se caractérise par le

champ de déplacement suivant :

u, (x,7,2) = u (x,y) + z o (ksY)
u, (x,y,z).= v (x,y) + z B (x,y)
uy (x,y,2) = v (x,y)

(5.3.32)

Par conséquent, les déformations et les rotations devien-

nent



&:]]=Dlu+zD]0t
822 = D2 v + z D2 B
Yig = (Dl v + D2 u) + z (D1 B + D2 )
Yi3 = (@ + D, w)
(5.3.33)
Yo3 = (B + Dy w)
.. =+ (0. v -‘D u) + £ (D, B - D, a)
12 2 1 2 2 1 2
w =1 (b - o)
13 ~ 2 1 v
w =—]-(D w = B) N
23 p) 2
Les termes de précontrainte sont donc donnés par
t/2
_ ° 2 2 ° 2 2
27U, = J d A I {s)) (@fy *073) + sy, Wy + w59)
A -t/2
*2osyy Wig Wog 2 8,4 Wy, Wy
+ 2 S,3 Wy w31} d A
t*/wzo DIW"'CLZ o DZW—Bz
a6, i,
A ~t/2
o Dlw - a DZW - B
+ 25, ( 5 ) ( 5 )
o o D,v - D.u D,B - Do 2
1 2 1 2
* (s + sy ( ) toz 2 )



° D.v - D,u D.B-D,da B - D,.w
1 2 ! 2 2"
+ 2 $,3 ( 5 + z 5 ) ( 3 )
° D,u = D.v D,o. - D,B
2 1 2 1
* 2 sy3 ¢ 2 toz 2 )
o - Dlw
( 5 )} d =z
o DIW—OLZ o DZW—BZ
'A
o DlW"'u: DZW"S
*2 N, () =)
0 o Dv -~D,u2 .2 DB - Do 2
1 2 t 1 2
° ° D.v - D,u DB"‘D(X
1 2 1 2
Y20 M) ) )
° D.v - D,u B - D,w
1 2 2
+2Q () (—52)
o Dzu —'Dlv o - D]w
+2Q, ( 5 ) (————) 14 A. (5.3.34)

Les termes du troisiéme ordre ont exactement la méme forme,
° 1

sauf 8 remplacer Nll""’ par Nll”'“ . Dés 1prs, la condi-

tion de découplage H4 sera encore obtenue moyennant les hy-

_poth&ses A ou B, si 1'on fait abstraction du terme

o o t2 DIB - D2CX, 2
Ny * W) 3 )

1

qui,. représentant la contribution de la variation sur 1'€pais-

seur de la rotation autour de la normale, doit naturellement




€tre petit. On en dé&duit 1'expression suivante des termes

de raideur géométrique :

J o Dlw - o 2 ° D2w - B 2
A

° o D]V - Dzu 2

Si l'on compare cette expression & celle des plaques de
KIRCHHOFF (5.3.31), on constate qu'elle n'en différe que
par le fait que les dérivées de w sont remplacées par les
expressions

~

1 : ~ 1
7 Dy w —0) =Dy w =574 _
? . (5.3.36)

1
2

I

o

]
1
!

g W7 B =Dy 7 Y23
qui n'en différent que par des termes de glissement. Comme
o notre théorie est bitie sur 1'hypothé&se que les déformations
sont trés petites, on en déduit que les expressions (5.3.31)

et (5.3.35) sont équivalentes et que, par conséquent, on

peut utiliser l'expression (5.3.31) pour les plaques de

HENCKY aussi bien que pour les plaques de KIRCHHOFF.

Le cas ol la plaque de HENCKY est umn modéle‘équivalent
pour représenter un sandwich nécessite une attention parti-
culiére. En effet, dans ce cas, les expression (5.3.31) et

- (5.3.35) cessent d'@tre &quivalentes, du fait de la grandeur
des glissements, mais ce fait méme invalide les déductions
de l'une et 1l'autre. Pour obtenir l'expression correcte, il
convient d'étudier directement le sandwich lui-m€me. Nous
utiliserons la description du paragraphe (7.2) du chapitre 3,

= ' soit




- - _ - < .
ua‘+ (z-4d) ¢a . dans 1'ame

p.,= -Ga + (%—d) 5& - (C—%) Da w dans la semelle 2 (5.3.37)

- h - . h
Uy - (7+d) ¢a - (C+§) Du w dans la semelle 11

Les rotations s'écrivent donc
_1 - __A - -~ - e ~ :
7 1(Dju, = Dyup)+(2-d) (D¢, = Dyé )} (me)

0 =f% {5, - D2£1)+(%~d)(D1$2 - 0,50} (semelle 2)(5.3.38)

)

% {(D,3, - Dya,)-(3+d) (D,F, - D2$1>} (semelle 1)

HERCHEIEE | | (ame)
W3 ='Da W ‘ | | (semelle 2)(5.3.39)
Da W ] (semelle 1)

Un état membranaire sera caractérisé par des tensions pro-

portionnelles aux modules, soit

)
[ 0 \dans 1'3me
Q ) . .
SaB = . AZ SGB dans la semelle 2 (5.3.40)
Al S dans la semelle 1
aB

On obtient donc, en tenant compte de (3.7.17),

I Sug maB w83 d ¢ SaB Da w DB W (Xl e + Xz ez)

épaisseur

= D
tE SuB Dq w 8 w



o o 2
{ (11 * 899) Wy @ T = eprhy (8 *+ 855).
épaisseur ' .
D.u., - D.u, 2 D.u, - D,u, D, &, - D,
1Y2 291 h 1%2 241 172 271
D.¢., - D.§, 2
h . 2 ,~1%2 271
+ (z+d) 7 ( 5 )y 1+ e, xz.(s11 + 8,,)
D,u, - D,u D,u, - D.,u, D,b, - D¢
12 2% h 1%2 2%1 172 271
£ 5 ) + 2 (574) ( > ) (¢ 5 )
D.¢, - D¢, 2
h .2 , 172 271
+ (3=4) " ( ; )}

= (5,7 * Sy )ity 7 VI 7 ).}

RN . _
Si 1l'on a choisi Al et Xz de telle fagon que Klel + Azez 1,

ce qui est loisible, puisque les modules de réfé&rence

CuBYG ne sont déterminés qu'd une constante multiplicative
o .

prés, on a N = SGB" ce qui donne

aB

En admettant que

/ 2 T o p I 42 =
h. (D1 ¢2 D2 ¢1) << (D1 u, D2 ul) ,

c'est—d-dire que la rotation autour de la normale varie

peu sur l'épaisseur, on obtient finalement

l
| . .



210 = J{ﬁ {D w)2 + & (D w)2 ; 2 § (Dl w D, w)

‘0 o -
+ (Nll + sz)( 7 ) } a A, . (5.3.41)
ce qui montre que c'est 1'expression des plaques de KIRCHHOFF
qui.reste valable. Aussi, le plus simple est d'utiliser
cette expression dans tous les cas, puisqu'elle est &galement

~équivalente & la formule plus compliquée (5.3.36) des vraies

Plaques de HENCKY.

3.4.4.'Coques de révolution

Pour les coques de révolutionm dé&crites au chapitre 3,
paragraphe 3, les termes de précontrainte ont la forme
2

° 2 2 . . ° 2
g = J1%es (op * Wge) * fge (o * Vo)

i)
=
1l

© o

[+]
A 2
'é{sss Wsr * Sgp Yor * 2 Ssp Ysz Yor

it

<

-}

-]
. 2
+ (sss_+ Yy wse} d v

-}

+ s Wo o wES} d V. (5.3.42)

o¢

* £{Ssc Wi Pro

Le raisonnement est le mé€me que pour les plaques de HENCKY.

Pour les mémes raisons, nous remplacerons'msc et weC par

u§|S et “;le » ces deux grandeurs &tant données par
- E -l Bw w3 u
uC|s (1 =+ R ) (Bs R ) 9s R

8 . s . s

N




- Ly low v, 13w v .
vgle = P *ED) G ER) TTIe TR (5.3.43)
: 6 6 0 :
LBl Lo - B | R
Les termes en (1 + RS) = (1 RS) et (1 + Re 2 (1 Re>

doivent en effet &tre trés peu différents de l'unité si
1'on veut éviter le couplage avec la flexion, qui contredirait

1'hypoth&se H4. Enfin,

= 1 [ - (SN,

= 5{(1 + Re) (Yg *+ 58g) = (1 + R (yg + 86 )1}

=2 (1 = Y)

=7 g 7 Yg

=1 (ldu _vdr _3dv | :

T2 (r 00 r ds Bs)' ' (5.3.44)

Les termes de raideur géométrique seront donc donnés par

_ ° dw _ u |2 : 1 9w _ v .2
2 Uy " J{Nss 3s " ®) * Voo (v 38 T
A .

° dw u 1 3w _ v

* 20 (55 T x G0 TR

1 %u _ vdr _ 9v 2

° ° r 06 r ds  3s

$N |+ o) ( 5 ) }d A, (5.3.45)

4. ETUDE DYNAMIQUE DES STRUCTURES PRECONTRAINTES

L'application de la théorie ci-dessus 8 la recherche
du spectre propre d'une coque en présence d'une précontrainte
ne pose gudre de probléme. D'une part, la sollicitation
statique est, dans la plupart des problémes de coques, re-
présentée d'une manidre assez satisfaisante par l'état de

tension membranaire, sauf en certains points particuliers




e s e
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comme les encastrements et raccordements. Mais les zones
ol les tensionsde flexion sont importantes sont générale-
ment assez peu &tendues, et correspondent souvent & des
points ol la déformée dynamique est petite. D'autre part,
les modes dynamiques influencé&s par la précontrainte sont
id prédominance. flexionnelle, ce qui assure le d&cou-
plage. Enfin, le domaine des vibrations linéaires est &ga-
lement celui des amplitudes:arb%ﬁrairement petites, ce qui

justifie 1'hypoth&se H3,

Dans la pratique, les opérations sont organisées en

deux étapes.

(i) Etude statique, dont les résultats sont conservés

sur une mémoire périphérique.

" (11) Etude dynamique, avec les matrices corrigées &

1'aide des ré&sultats de 1l'étude précédente.

L'expérience montre que les résultats de l'analyse
dynamique peuvent €tre fortement influencés pér la précon-
trainte, sauf pour les modes axisymétriques. Pour ceux-ci,
en effet, l'effort azimutal est sans effet, puisque

0, et l'effort longitudinal a peﬁ d'influence, car

uCle ;
son ordre de grandeur est, pour o 0
. s
° dw 2 ° W, 2
tsgs (3307 %t sg (P

ol W et £ sont les ordres de grandeur de w et de la longueur
d'onde, tandis que 1'énergie est dominée par le terme mem-

branaire

2
W
D t 'R—_‘ °

Le rapport des deux termes est donc




soit, pour & > R, de l'ordre du rapport des tensions aux

modules.

5. ETUDE DE LA STABILITE

Dans certains cas de précontrainte (compression),
les termes géométriques ont pour effet de diminuer la rai-

deur. Lorsqu'il existe un mode u tel que U, (u) = 0, la

2
structure ne peut reprendre que les charges orthogonales
i ce mode. Il s'agit d'un cas d'instabilité& par bifurca-
tion. Le test du signe de U, n'est d'ailleurs rien d'autre
que le test de la variation seconde, qui s'introduit ici
comme 1'incapacité de la structure & recevoir une charge,
selon le point de vue de TIMOSHENKO [T5] . ’

Unvfait intéressant, dans l1'étude de la stabilité
34 1'aide des variables Eij et wij’ est la possibilité
d'une analyse statiquement admissible de la stabilité,
moyennant cependant certaines conditions restrictives pour
une des formulations proposées. Partons du critére de la
variation seconde. Selon 1l'usage, on donne la forme du

champ de tensions, et on recherche le facteur A tel que

1'instabilité se produise. A est la charge critique (géné-

ralisée). On écrit donc

iy = A Sij ‘ (5.5.1)

Cela étant, les rotations peuvent &tre mises sous la forme

+ . .
du pseudo-vecteur w défini par

wij = eijk Wy . (5.5.2)

Le critdre de la variation seconde s'Bcrit alors



_ 1 -1
= 5 £ ‘Cijkz Eij €1 g d vV 5 A ‘f, Spq epmi eqmj wi wj d v
stat
u
(5.5.3)

gtant entendu que eij et W, dépendent des déplacements se-
lon les relations

1 C . '

€ij 7 (Di uj + Dj gi) (5.5.4)
(5.5.5)

‘ »

I1 s'agit d'un probl@me aux valeurs propres, qui s'étudie

1
i 2

par les méthodes classiques des problémes & deux matrices.

On trouvera une description détaillée de ces méthodes dans

[6¢3] , [H5].

Suivant la méthode classique de FRIEDRICHS [pjj, on
se libére des conditions (5.5.4).et (5.5.5) & 1'aide de 4 %
deux champs de multiplicateurs Aij et u., ce qui définit
"les deux "potentiels de dislocation” ~ . o

e

1

1
‘ é Xij {i (Di uj + Dj ui) - Eij} (5.5.6)

.o l
H, == u {%
2 v 2

i - w,} (5.5:7) "

®ijk P Yk T Y4 |
On obtient ainsi un principe & 5 champs

stat (5.5.8)
U,E,W,A,H

g, (u,e,0 s A,1) = U +o2'1 +o‘32

Les variations des différents champs conduisent aux &qua-

tions suivantes :

)‘15 + A, P
§ u, > DJ 5 "7 ik Dy u =0 dans V
(505.9)
A.i + Xij | ‘
- _J___.__—._—._ % = i
nJ 5 5 eijkrnj uk 0 sur SZ’ 5
!



?2 tant la partie libre de la frontig&re. Il s'agit visi-
blement d'équations d'équilibre.

§ ¢ A.. © (5.5.10)

.. > C,. £ =
ij ijk2 k& i]
Ces &quations expriment les relations tensions-déformations

suivant la loi de HOOKE classique.

§ w. = A S e . e ,Ww. =1, (5.5.11).
1 P4 pmi gmj ] 1
Il s'agit de relations liant les efforts U, aux rotations.
Enfin, les variations de Xi. et W, restituent les équations

de compapibilité (5.5.6) et (5.5.7).

C'est ici qu'intervient 1'hypothé&se restrictive que
nous avons annoncée. Le schéma classique consiste 3 &limi-
ner les.variables Eij et w. en termes des tensions Aij et
s . Si Ma relation (5.5.10) est toujours inversible, il n'en

est pas de méme de (5.5.11). En effet, on a

e . e . 8§ = 8 (6§ §.. = 6 . &8, ) = (8 §.,. = S,.)
pmi qm)] Pq Pq Pq 1] Pl 14 PP 1] 1]

(5.5.12)

et cette matrice peut &tre singulidre. En admettant qu'elle

ne le soit pas, soit Rij son inverse. On a alors

-] ~
i7 7 Cijre Mke
(5.5.13)
] .

Wi =W Rig ¥

et la restitution de ces relations méne au principe cano-

nique suivant :

=1

1 1
B(u,\,u) = é{xij 5 (D, ug + Doug) =g G Aii Mgl 4V
- [y, % L w, - %— R.. Uy u.r d v stat.
vy & 1] i N i w1, A
(5.5.14)



Ce principe contient 3 la fois les &quations d'&quilibre

et les relations tensions—déformations (5;5.10) et (5.5.11).

Finalement, si 1l'on impose que l'équilibre soit vé-
rifié a priori, ce qui s'exprime le plus simplement par la
condition de nullité du travail wvirtuel :

1

1
f{li. - (Di J uj + Dj 8 ui) PR L

AR i3k Dj $ uk} d v=o0,

pour tout ¢ ug admissible,

on peut soustraire cette derni&re relation, avec § u. = UL,

, i
au principe (5.5.14), ce qui méne & la fonctionnelle )

-1

1
i3k2 Aij Akz d v 5 é R,. . p. d Vv

1
E,u =/ ¢
z v 2 1] 1 7]
' stat
A1
(5.5.15)
Malheureusement, le fait que la matrice (S .. - S..)
PP 11 1]

peut €tre singuliére hypothéque sérieusement la formulation
ci~-dessus., Pour contourner cette difficulté, on peut, au
lieu d'éliminer les rotations w, en termes des tensions con-

juguées, procéder & 1'élimination inverse

. = A (8 §.. — S.. w.;
ul ¢ PP 13 13) J

ce qui conduit & une nouvelle forme de principe canonique :

* i X 1 -1 .
" (u,2,0) = é{xij 7 (D ug + D) =g o A A
. i ’
A 6{(SP 613 SlJ) wJ 7 €55 Dy YU
1 . ’ . .
7 (SpP Sij Sij) w, wj} d v, (5.5.16)
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équivalent au principe (5.5.14), mais toujours défini.

Les 8quations d'équilibre s'@crivent 3 présent
e

Ai. + xji4 1
__a!__. — - = ]
Dj ( 3 ) + 7 ik D. (Sll 6kp Skp) wp 0 dans V
(5.5.17)
AT IS T
nj (———-5——~—) 5 eijk nj (Szz ka - Skp) wp = 0 sur SZ'

Supposant ces relations vérifiées & priori, on obtient

alors la forme suivante du principe dual :

% o1 - _ A _ :
€ 0\ ,u0) = é 7 Ciing M5 Mg 4V T g ‘fl(spp 8,5 = Sypduy vy d ¥
' stat
ALW
(5.5.18)

Cétte derniére formulation est trés voisine de celle que
CARNOY [Cé] a développée en se basant sur un principe gé-
néral pour 1l'@lasticité non linéaire, dG & FRAEIJS de VEU-
BEKE [Fi]. Pour les poutres, les &quations d'équilibre

(5.5.17) sont identiques 3 celles de TIMOSEENKO [Tj].

6. ETUDES STATIQUES QUASI-LINEAIRES

Dans le cas de l'analyse dynamique ou de 1'&tude de
stabilité, on partait d'un &état statique connu, dont on
supposait.d priori qu'il correspondait & de petites rota-
tions et 3 un &tat de tension membranaire, et la validité
de 1l'analyse reposait $ur le fait que les modes dynamiques
et les modes d'instabilité sont généralement inextension-
nels. Les problémes statiques se posent généralement d'une
mani8re toute différente. En effet, c'est généralement le
systéme complet de charges qui est donné&. Dans certains cas
simples, comme celui des plaques planes, il est aisé& de
reconnaitre les charges provoquant l'extension de celles

.qui sont responsables de la flexion, mais dans le cas géné-



ral, c'est loin d'8tre le cas. C'est pourquoi, il est fré-

quent d'utiliser un autre schéma d'analyse :

(i) On procé&de d'abord & une analyse linéaire sous

le systéme complet de charges

(ii) On en extrait les tensions membranaires, qui

serviront & calculer les termes de précontrainte Ué

(1ii) On réétudie la.structure sous le systéme com-
plet de charges, en utilisant l'expression Ul + Ug de
l'énergie de déformation, Uy étant la partie linéaire de

celle-ci.

Cépendant, nous allons montrer qu'il est possible de
définir dans le cas général une décomposition en charges
d'extension et charges de flexion, par une mé&thode un peu
plus €laborée. Pour une certaine classe de problémes, les
deux méthodes sont &quivalentes, mais l1'étude d'exemples
nous montre que la méthode décomposée est plus générale que

la méthode de double analyse du systéme complet.

6.1. Le probléme lindaire

Considérons d'abord un probléme linéaire quelconque.

Il peut &tre exprimé sous la forme suivante :

"Chercher le déplacement u tel que, pour tout v admissible,

il
o
w

2 UQ (u,v) - P (v) (5.6.1)

U, (u,v) = -é-{, sy (W) ey (M) AV, ‘ (5.6.2)

i]

tandis que P (v) est le travail des charges".

N



P . . . e:
Séparons dans 1l'intégrale (5.6.2) les tensions sij
qui apparaltront dans les termes de précontrzinte, des au-

f . ' .
tres Sij' Nous les appellerons respectivement tensions

d'extension et tensions de flexion. On peut alors écrire

UZ (u,v) = Ve (u,v) + Vf (u,v) | (5.6.3)
avec
1 e .
v, (u,v) = 3 é sij (u) Eij (v) d V (5.6.4)
1. f - : o
) Vf (u,v) = 5 é sij (u) eij (v) 4 V. (5.6.5)

On notera que ces deux formes bilinéaires ne sont pas né-

cessairement symétriques, c'est-3-dire qu'en général,
Ve (u,v) # V. (v,u) s Ve (u,v) # Ve (v,u), | (5.6.6)

la dissymétrie provenant du couplage extension-flexion. Ces
définitions permettent d'écrire le probléme linéaire sous

la forme de la recherche du déplacement uy tel que
2 Ve (ul5v) + 2 Vf (u],v) =P (v). (5.6.7)

Le déplacement u, &tant fixé, 1l est clair que Ve (ul,v) et

i

Vf (ul,v) sont des fonctionnelles linéaires de v et peuvent
donc &tre-considérées comme l'expression de travaux. Ceci

nous permet de définir

- la charge d'extension par la relation

Q (v) = 2 Ve (ul,v) ' . (5.6.8)

~ la charge de flexion, par

"R (v) = 2 Vf (ul,v). (5.6.9)

US|
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I1 découle de (5.6.7) que
P (v) = Q (v) + R (v). ' . . (5.6.10)

6.2. Le probléme décomposé

Le probléme décomposé consiste & rechercher d'abord

ol . e N
un "déplacement d'extension" u, tel que, pour tout v ad-

1
missible, on ait

2V (%l,v) =q (v), (5.6.11)

)

ce qui s'écrit encore

2V, (%1,v) + 2V, (Sl,v) =2 V_ (u,v). (5.6.12)
Appeiant
E ., -8 | (5.6.13)

"déplacement linéaire de flexion", on en déduit la relation

: e _ f ‘ '
Vf (u],v) = Ve (ul,v) (5.6.14)

traduisant la sym&trie du couplage extension-flexion. Le : )
déplacement linéaire de flexion vérifie par ailleurs la

relation
' £ f :
2 Ve (u],v) + 2 Vf (ul,v) = R (v) _ (5.6.15)

comme on s'en rend aisément compte en soustrayant les &équa-
tions (5.6.7) et (5.6.12).

Dans une seconde &tape, on recherche un "meilleur dé-
L £ ~ - . . .
placement de flexion" u, en résolvant l'équation variation-

nelle



£

£
2 v, (uz,v) + 2V !

f
(uz,v) + 2 Ug (Sl,gz,v) = R. (v)

.

2V, (QI,V)

|

(5.6.16)

olii la forme trilinéaire 2 Ug est la variation des termes
géométriques

£ e

e 5 ° f
2 Ug (ul,uz,v) = 6 S.. (ul) W, (uz) wjm (v) d V. (5.6.17)

1j m

A ce stade, il faut évidemment supposer que les hypothéses
Hl & H4 sont vérifides. En particulier, 1'hypothé&se H4

s'écrit {
£ f e f )
2 Ug (uz,uz,v) << 2 Ug (ul,uz,v), (5.6.18)

ce qui implique que les tensions d'extension dues au dépla-
cement de flexion sont tr&s faibles. Il en découle d'ail-

leurs que

£
v, (t,,v) << v, (S],v) (5.6.19)

La solution est alors donnée par

£
ua

2 1 9 (5.6.20)

.

6.3. La technique de double analyse du probl&me complet

La technique précédente nécessite donc trois analyses :

la premiére pour obtenir u ce qui permet de définir la

l,
. . ‘s .. e .
charge fictive Q; la deuxié&me pour obtenir u, et, finalement,

la troisiéme pour obtenir 52. En outre, il faut recombiner

§ et &

1 2
analyse du probléme complet, on calcule les termes géométri-

pour obtenir la solution. Dans la méthode de double

ques & partir du déplacement linéaire complet u,, et on re-

cherche. un nouveau déplacement en résolvant 1'&quation
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"+ 2 Ug (81 + 51,u3,v)

+

2 Ve (u3fv) + 2 Vf (u3,v)

Q, (v) + R, (v)

3

2 Ve (ul,v) + 2 Vf (ul,v) (5.6.21)

La question de la validité de cette méthode se raméne
visiblement & déterminer dans quelles conditions on a

u, = ug. Supposong d'abord que cette &galité est vérifiée.

2
On a donc

ug -4, = 3. ‘ (5.6.22).

Faisant alors la différence des équations (5.6.21) et

(5.6.16), on obtient

e

-Le e e e f
2 Ve (u],v) + 2V (ul,v) + 2 Ug (ul,ul,v) + 2 Ug (ul,ul,v)

£
20 L5 v =q, (» © (5.6.22)

g 12722 1 ! <Y )

soit, en tenant compte de la définition (5.6.12)Ade Sl’ o

2 U &,.8,,v) + 2 v, & L8 L 2 v, (51,52,v) =0, (5.6.23)

ce qui fournit une condition nécessaire. Les deux premiers - )

termes s'annulent si le déplacement d'extension correspond

s . . . s e s e ,
d des rotations nulles, ce quli restitue & u, sa signification

physique simple. Pour que le dernier terme s'annule, il
faut que les tensions d'extension dues au déplacement li-
néaire de flexion s'annulent, ce qui constitue une condi-

‘tion de découplage. Pour montrer que la condition (5.6.23)

[T S
¥,

est aussi suffisante, réécrivons 1'équation (5.6.16) sous
q

la forme &quivalente

e . e e e
Ve (u2 - ul,v) + Vf (u2 - u],v) + Ug (u],u2 - ul,v)

e f
= Vf (u],v) + Vf (ulyv)s
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et ajoutons aux deux membres la quantité

A e e e e f e
v, (@,,v) + V (ul,V) + Ug (U,,0,,v) + Ug (ul,ul,V)

e £
+ U &L .
On obtient ainsi la relation
V (u,,v) + V. (u,,v) + U G, + g sU V)
. e 2? f 2 g 1 172

v (ul,v) + V

e e f e
e (u,5v) + Ug (u,,u,,v) + Ug (ul,ul,V)

f

£f f
+ Ug (ul su2’v) )

qui montre que lorsque la condition (5.6.23) est vérifiée,

le déplacement u, vérifie aussi 1'équation (5.6.23) défi-

2

nissant Ug .

~

6.4, Conditions pratiques d'applicabilité

Les conditions ci-dessus se résument donc ainsi :

- . e . N
le déplacement d'extension u4, doit correspondre 3 de

1
trés faibles rotations, et les tensions d'extension dues

aux déplacements de flexion doivent €tre mnégligeables de-
vant celles qu'induit le déplacement d'extension. Malheu-
reusement, on ne connalt généralement pas celui-ci. Ce-
pendant, pour une coque convenablement appuyée, on a 1'éga-
lité

W| d S < CJ w d S,

w
AMPTRITE

oli C est une constante dépendant des dimensions de la coque.
Des lors, montrer que les rotations sont faibles équivaut
4 montrer que le déplacement d'extension induit de faibles

tensions de flexion, soit, en tenant compte de (5.6.14),

\' (u?,v) =V

c (ui,v) << v u&,v), (5.6.24)

e



Cette condition peut 8tre testée directement, mais au prix
d'une analyse complémentaire, en recherchant le déplacement
i : &tant donné 1'équation (5.6.12), on constate qu'elle

s'éerit
v, (%l,v) =V, (uy,v), (5.6.25)

c'est~d~dire que les tensions d'extension correspondant &

4§1 et 3 u,_sont trés peu différentes. Si 1'on appelle M

- . - . . N >
l'opérateur linéaire qui a une charge P associe la charge

d'éxtensiéan par Q =t P, la condition (5.6.25) signifie
encore que 1l'opérateur M est idempotent )

N

Q=Mp=Mbp, - ' (5.6.26)

. - o ' e
On peut emncore &viter la recherche de u en remarquant que

la deuxiéme condition s'écrit

. _e e .
Ve (u3 ul,v) << Ve (ul,v)

Dés lors, si 1'on exclut le cas u1 o Ugs oi la seconde ana-

lyse est inutile, 1l suffit de vérifier que

£
Ve (u3 - g],v) - Ve (ul,v) = Ve (u3 - ul,v) << Ve (Sl,v) . )
. ‘ (5.6.27)
ou encore que
v, (u3 - ul,v) << Ve (ul,v),A (5.6.28)

c'est-d-dire que les tensions d'extension restent pratique-

ment inchangées lors de la seconde analyse. Ce crit@re per-

met de vérifier a posteriori la validité de la mé&thode,

d'une mani@re particulidrement simple.

6.5. Exemples

Nous illustrerons les comnsidérations qui précédent,
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notamment la décomposition des charges, & 1l'aide de deux

exemples simples.

' 6.5.1., Considérons d'abord la potence représentée i la
figure (5.3.2) soumise & une charge verticale et dirigge

de haut en bas au point B. L'analyse statique linéaire con-
duit & des tensions d'extension et de flexion dans le mon-
tant veftical, de flexion dans la partie horizontale. La
charge d'extension est par définition celle qui correspond
aux tension d'extenmsion du montant wertical. C'est donc

une charge F placée en A. Sous cette charge, on obtient

le déplacement i représenté 3 la figure (5.3.b). La charge
de flexion, différence des deux précédentes, est donc cons-
tituée d'une force F vers le haut en A, et d'une force F
vers le bas en B. Le déplacement g résultant est représenté
ad la figure (5.3.c¢). On remarquera que le point A ne se
déplace qu'horizontalement, car 1'effort normal dans le
montant wwertical est nul. La nullité de celui-ci signifie

d'ailleurs que le découplage est vérifié pour cette charge.

6.5.2. Examinons & présent le portique articul& repré-
senté & la figure (5.4.a2). Vu la symétrie, on peut n'en
gtudier que la moiti&, 3 condition d'imposer que la rota-
tion et le déplacement horizontal soient nuls en B. Nous
appellerons respectivement ki et ki les raideurs selon u
et selon v du montant vertical, kz et k: celles de la pou-
tre horizqntale. L'analyse linéaire du portique conduit aux

résultats suivants

_ a b _.b .
Fo= (k2 + k) w, o=k (.1 +oa)u, (5.6.29)
avec
ka
o = —% H (5.6.30)
k
u
¢ = k¥ v (5.6.31)
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¢ = — Y ' , (5.6.32)
ka + kv

<

Les efforts d'extension dans les poutres sont donnés par

b _F
Np,1 = Ky %L1 = T+ 0

(5.6.33)

N = + G.

I1 y correspond une charge d'extension constituée d'une

force verticale G et d'une force horizontale aux ar-

1 + o
ticulations (fig.5.4.b). Sous cette charge, on obtient les

efforts d'extension suivants

\

F

€
N, | = —————
(1 + u)z

b, 1

(5.6.34)

e
N = + G
a,l
On constate que si Na n'a pas changé, Nb a diminué. TI1
. existe donc un couplage. Le déplacement 8 a les caractd-

ristiques suivantes :

r_ -

S =
b , 2
u (I + o)

"

(5.6.35)

& :'\e]' =§—
VA, 1 B,1 ~ La

La charge de flexion est &€gale & la différence des deux
précédentes. Elle est représentée & la figure (5.4.c).
L'analyse statique linéaire sous cette charge conduit aux

équations :




_.b £
G = kv VB,1
oF _ .b
Twa = K (0 F 0,
I1 vient donc
EA | = EF o 5 (5.6.37)
’ k™ (1 + o)
u
et
£
N 2 ‘
2,1 _F o/ + a)2 = o (5.6.38)
N F /(1 + o) '
b,1 .

ce qui permet de chiffrer le couplage.

Résolvons le probléme d&composé& : le déplacement

Sé s'obtient en appliquant la charge de flexion & la struc-

~

ture, aprés avoir remplacé dans celle-ci

e - -
k2 par k? + N k2 = k% + ¢ k2
u u a,l! u u u
(5.6.39)
b b, o “b b F b
k par k_ + Nb 1 k= = k_ + — k s
v v R v / v (1 + o) v
ol ki et kz sont les raideurs géométriques des &léments a

et b, pour une charge unitaire. On obtient

£ -
VA’2 0
i, - G
3,2 DB T F o
Vi + )V
f oF 1
4 = = (5.6.40)
4,2 T+ " qya b g kd
u u u
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soit, en posant

)

a
o= _% , (5.6.41)
K .
u
EA , = 9% ! ~  (5.6.42)
’ ko (T+0)(1l + 0+ Ga) -
" Le déplacement devient donc, au total,
e f F 1 1 o
u = + u = { + A}
A,2 A,l A,2 kz I + o0 "1 + a 1 + o +C a )
_ e £ - G
vAsz = VA’1 + VA’2 = e (5.6.43)
: v
e £ 1 , 1
v .= v + v =G {— + =~}
B, 1 B, I B,2 e b, F - b
v Voo(r + a) v
Du fait du couplage, l'effort Nb a changé : il vaut &
présent
b i~ 1 o :
N =k u = F ' { + =} , )
b,2 u A,2 1 + a } + 0 1 + 0 + C o
ce qui donne
N - N = )
b,2 b, 1T _ _ Ca o - (5.6.44)
Ny (1 + 02 (1 +a+eca)

Etudions & présent la structure par la méthode de
double analyse sous le systéme complet de charges : on rem-

place

(5.6.45)



b b “b _ b F b
1cv par kv * Nb,l kv - kv * 1 + o kv
ce qui donne
" _ F _F_ )
B3 )2 v kP e k® kP 1+ a+coa
u u u u
-G ’ ' '
YA,3 T Ta (5.6.46)
k
u
1 1
v = 6 {— + <~}
B,3 k2 kb + F kb
v v 1 + 0 v

De la méme fagon que ci-dessus, le couplage entralne une

modification de Nb ! on a
) b 1 -
Nb,3=" ‘4 uA’3 = F = | (5.6.47)

et

N - N ~

b,3 b,1 _ _ ¥F Go (5.6.48)
Nb,l (1 + a)(1 + o + G o)

Comparons les ré&sultats. Tout d'abord, on remarquera

que le paramétre O est petit, car

est de l'ordre de grandeur du carré du rapport des dimemnsions
transversales des poutres & leur longueur. Dés lors, la wva-
riation des tensions d'extension dans la méthode décomposée
est relativement petite si G & est de 1l'ordre de 1l'unité,

ce qui signifie que la condition H4 est vérifiée et que,

par conééquént, cette méthode est valable dans le cas con-

sidéré. Au contraire, la méthode de double analyse du pro-
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~

béme complet n'est valable que si G O est trés petit.

Ainsi donc, il existe des cas ol la méthode d&composée
reste valable, alors que la méthode de double analyse du
problé&me complet cesse de 1'@tre. L'application de la mé-
thode décomposée est cependant plus lourde, car elle néces-
site d'une part le calcul des charges d'extension, d'autre
part, une analyse supplémentaire pour obtenir le d&place-
ment d'extension U et enfin, une recombinaison. Cependant,
ces calculs sont nettement plus simples qu'une analyse

non linéaire complé&te.

7. INFLUENCE DU TERME DE COMPRESSIBILITE DU GAZ

- Nous avons vu au chapitre 1 qu'il existe un terme
de compressibilité du gaz. Nous nous proposons d'évaluer
son influence. En vertu de la formule (1.4.51), ce terme

peut s'écrire

L oy u,d g) 2 . . (5.7.1)

i
2V S(0)
Tout d'abord, ce terme est visiblement nul pour tous les
modes non axisymétriques, ce qui réduit le probléme i
1'évaluation de ce terme dans le seul cas des modes 3 sy-

métrie de révolution.

N

: \
. 4 . . 3k . .
Considérons pour fixer les idées une virole cylin-

drique appuyée & ses extrémités et partiellement remplie
de liquide. La fréquence d'un mode est donnée par le quo-
tient de RAYLEIGH :

2

[]

u)

ol U(u) est l'énergie de déformation et T(u), l'énergie
cinétique. Comme on le constate en examinant les formu-
lations d'ARCHER et RUBIN et de HUNT, le liquide ne modi-

fie' que la masse. Par contre, le gaz ne modifie que 1la

w” = p(u) ='T§“) C(5.7.2)




U
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raideur. Dés lors, si A U est la modification de raideur

due au gaz, on a : ‘ ‘ .
2
Ao 270 (5.7.3)
© U

Calculons d'abord 1'énergie de déformation dans le
cadre de l'hypoth&se de KIRCHHOFF-LOVE. On a, par (3.3.14),
(3.3.22) et (3.3.59)

@
@
=g
=

©
®

]

f
N

toutes les autres déformations &tant nulles. Nous admet-

trons que le déplacement est purement radial, ce qui donne

2
2 3 2 2
20 = 2 7 J{ Etz L Et . 4 YT Rds (5.7.4)
$1-v? R 12(1-v)?% ds

~

LLa variation de volume vaut

L
27T R Swd s .
0

ce gui entrafine

-]
Yp L )
2 AU = — (27 R S wd s) (5.7.5)
' T R™ o & 0

Considérons un mode sinusoidal

w = W sin & z X (5.7.6)
Il vient
L 4 2 2
2 U = E_E_é_& {1 +7 ¢ t4 R} ow? : (5.7.7)
(1-v7)R 12 2
et
280 =4yp e (1-cosqm?w’ (5.7.8)



Cette expression est nulle chaque fois que le nombre ¢

de ventres est pair. Dans les autres cas, elle vaut

2 AAU =8Y p—W

ce qui entrafne finalement

"o

r? O sy(1-v?) PR

z 4 4 2 2 Et

w TT20‘(1 +1rqt4R) ‘
128

Pour Y = 1,4 et v =0,3, on a

2 (4]
Aw’ I pR
o2 1,033 3 %%

A ce stade, on remarquera que
. -]

5.50‘

(5.7.9)

(5.7.10)

(5.7.11)

-]
%5 n'est autre que la tension
-]

membranaire 9q correspondant 8 la pression p. Il semble

raisonnable de limiter cette temsion & 25 hb, puisque les

tensions hydrostatiques et dynamiques devront y €tre ajou-

tées. Il vient alors, pour
2
A < 1,230.00073 L 1,
w® o

On constate donc que 1l'influence de la compressibilité du

E

= 21000 hb,

az est assez faible, sauf lorsque le réservoir est trés
g

rempli. La m8me conclusion reste valable si le réservoir

a des fonds, a8 condition que ceux-ci soient dessinés de

telle maniére que 1'&tat membranaire soit prépondérant, ce

qui est généralement vErifié dans les constructions spa=

tiales, du fait de l'exigence d'un faible poids.

En conclusion, il est licite d'omettre le terme de

compressibilité du gaz si le réservoir n'est pas trop rem-

pli.




8. TERMES GEOMETRIQUES DE PRESSION : LE PARADOXE, DE

MORAND ET OHAYON

Dans ce qui précé&de, nous avons supposé (hypoth&se HI1)
que les charges initiales sont mortes. Or ce n'est pas le
cas de la pression, car la direction de celle-ci suit la
normale de la coque. C'est la raison d'&tre des termes
géométriques de pression, que nous avons obtenus au chapi-

tre 1 (forpule 1.4.41).

D'une mani@re plus précise, considérons une coque de
révolution soumise & pression interne. Cette pression in-
<]

[+]
duit des efforts d'extension Nss et NGG’ et les termes

géométriques de 1'énergie de déformation s'écrivent

L 27T '
_ 1 2 0w _u (2 1 2 1 dw _ v |2
Ug B J ds [{7 Nss ‘3s E;) T3 NGG (¥ EE] ig)
o o
1,2 ° 1 8u _ v dr _ 3v,2
+ 3 (NSS + Nee) (;'3—-6* T ds 5 ) } d 6 (5.8_.1)

. oz . ‘ >
Considérons une rotation autour de 1'axe e, > d'un angle Q :
elle correspond & un champ de déplacements azimutaux don-

nés par

v=0r . (5.8.2)

dr., 2

s * NOG)(EE) } rde # 0, (5.8.3)

v =7 92 I{N (%)24- (N
e S
0

dalors que l'équilibre est visiblement indiffé&rent. C'est

le paradoxe de MORAND et OHAYON [MZ]. Comme l'expliquent

trés bien ces auteurs, ce phénoméne est di au fait que
1'on a considéré la pression comme une charge morte. Lors

de la rotation, il apparalt domnc (fig.5.6) une composante



de pression dans la direction azimutale, proportionnelle
i Q, si bien que la pression a un effet de ressort sur la

rotation.

Selon les mémes auteurs, la situation se rétablit si
l'on tient compte des termes géométriques de pression.
ATout d'abord, il est bien clair que ce ne sera vral que si
1'état de tension correspondant est purement membranaire,
car 1'expression (5.8.2) ne contient que les efforts d'ex-
tension. Les termes géométfiques de pression s'@crivent
explicitement, en admettant que la pressioh s'exerce sur

le feuillet moyen,

% 27
1 LA 13w _ v
.Upfz[ds'fp{as Rs)u+(r6 RB)V
' 0 0
Ju w 1 9v - u dr W
s *R_*T9 *rds TRy VTS

Signalons au passage que le dernier terme, qui représente

la variation de la surface, peut €tre négligé sans nuire

en aucune sorte & la représentation des modes rigides.
Pour le mode de rotatiom (5.8.2), on a
. :

2 r3 :
g = -7 Q p & ds (5.8.5)
b Re
0
Il reste 3 montrer que U_ + Up = 0. Pour cela; transfor-

mons leé deuxiéme terme de (5.8.3) : on a

° dr,2 _ ? . 2 _d 2 .
Nog (§5)° = Ngg sin” ¢ = 55 (x N ) sin ¢

la derni&re &quation &tant une conséquence de l'équation

d'équilibre membranaire

[=N

o o -
(r NS ) = Ngg sin ¢ , (5.8.6)

ds s




PN

.cas particulier de (3.3.32). On a domnc, en intégrant par

parties, .
') £
°  dr, 2 o .k °
J Ngg (g0 r d s = {r N .t sin ¢$ - |t N sin ¢ d s
0] 0]
g’ .
2 ° cos ¢
+ {'r Nss B d s (5.8.7)
0 s '

Introduisant ce résultat dans (5.8.3), on obtient

© <]

L
° 2 N N .
_ 2 , 2 SS 60
Ug =7 Q [{r NSS r sin ¢} + Jr cos ¢ (R + §——) d s]
0 0 s 6

(5.8.8)

. Le premier terme est repris par les réactions, si bien

qu'il ne reste plus que

[ -]

L
2 2 Nss N66
U. + U =17 Q r" cos § (&— + =— ~p) d s =0 , (5.8.9)
g P RS Re .
0

en vertu de l'équation d'équilibre membranaire

+ =p . ' . (5.8.10)

N

Une -transformation analogue permet de démontrer que
les énergies Ug et UP se compensent &galement pour les

deux autres modes rigides de rotation.

‘Malheureusement, dans les cas pratiques, la situation
se présente moins bien. D'une part, il est rare que 1l'état
de tension correspondant & la pression initiale soit stric-—
tement membranaire. Chaque fois que la surface a-une discon-
tinuité de pentes ou de courbure, il apparait des termes
de flexion. Cette difficulté peut cependant 8tre contournée.
On peut en effet éfudier la structure en statique par la

théorie membranaire. Les &quations d'équilibre seront alors



satisfaites au sens membranaire et, a fortiori, au sens
flexionnel, ce qui signifie que la variation premiére sera
bien nulle. Pour l'analyse membranaire par &léments finis,

il faut respecter la condition E, CE c'est-d-dire que

1 0°?
le champ des déplacements doit €tre au moins aussi riche
que dans 1'analyse flexionnelle. On notera par ailleurs

que dans l'analyse membranaire, seul u, doit €tre connecté,

comme on peut s'en rendre compte en inspectant la fonction-
nelle, L'inconvénient de cette méthode est qu'elle néces-

site l'utilisation d'un &lément supplémentaire.

.'Mais ce n'est pas tout. Dans 1la pratique courante, on
écrit les termes géomésriques Ug & 1'aide des moyennes sur
. o
1'é€lément des efforts NSS et Nee. Dés lors, la compensation
désirée est perdue, méme si L:on utilise la pression moyenne,
car 8 celle-ci correspond un Nsé variable, comme le montre

l1'&quation (5.8.6).

Dans ces conditions, la prise en compte des termes
géométriques de pression devient assez discutable. En ef-
fet, en dehors des modes de torsion (n = 0 , m = 1) et de
flexion (n = 1) d'ensemble, oli la coque se comporte en dé-
finitive comme une poutre, l'effet non linéaire de la pres-
sion est d'autant plus faible que la longueur d'onde du
mode est petite. Ainsi, si 1l'on considére les modes en

tréfle d'un cylindre, on peut &crire avec une bonne appro-

ximation
1
v 2 - =y
nm n  nm
Il vient donc
1 dw v 1 _n 1
3 Ry T ®Van " Vaw T.x Ymn (7D

Dés lors,



s e 1 3w

2
° 1 0w _ v 2 _ 2 n 2 1.2
Noo (T35 "% = Yo 7 Yam (07 D)

0 , n
tandis que le terme non linéaire de pression s'écrit

.oy L2 .
0 - NGG r "nm (1 2)'
n

)

FU[<:
PUF

N (— ==
60 ‘r o 6

1 P -
Le rapport des deux termes est de l'ordre de 5 et décroit
. - . n’.
donc rapidement lorsque n croit. C'est pourquoi,
pour n suffisant, il est licite de négliger le terme non

linéaire de pression.






CHAPITRE VI

EXPERIMENTATION NUMERIQUE




I. INTRODUCTION

La mise en oeuvre du calcul numérique des problémes
déinteraction fluide-structure a nécessité un effort de
programmation assez important. Il fallait d'une part créer
une biblioth&que d'éléments finis structuraux, éoqués, vo-
lumes, raidisseurs, développés en séries de Fourier; d'au-
fre part, élaborer les Eléments de fluide; enfin, aﬁénager
le logiciel SAMCEF d'analyse des milieux continus du Labo-
ratoire d'Aéronautique de 1'Université de Ligge pour lui

permettre d'effectuer les opérations décrites au chapitre 2.

Lorsque la premig&re version incluant le fluide est )
devenue opérationnnelle, aprés environ un an de travail en
équipe, il s'agissait d'un des rares logiciels permettant
le traitement enti&rement automatique de ce type de problémes.
Depuis, nous n'avons cessé d'y apporter des améliorations,

- » . ' . g
portant 4 la fois sur les performances, l'augmentation des

possibilités, et la "portabilité" des dits programmes.

C'est avec cet outil qu'ont &té réalisées les appli-
cations qui suivent. Toutes sont inspirées de problé&mes
concrets apparaissant dans les lanceurs. Leur but est d'une
part de justifier 1es‘formu1ations décrites dans les cha-
pitres précédents & l'aide de recoupements divers; d'autre (J
part, d'illustrer un certain nombre de faits physiques qui

caractérisent ce type de structures.

L'un de ceux-ci, particuli&rement frappant dans 1l'ana-

lyse dynamique des structures de révolution, et qui a pro-

voqué l'étonnement lors des premiers calculs analytiques
[A3,A6], est la dépendance compliquée des fréquences vis-

i-vis des nombres d'ondes. Alors que dans les poutres et
les plaques, la pulsation est une fonction croissante des
nombres d'ondes, dans les coques de révolution, il n'en
est rien. Si 1'on examine la variation des pulsations des

différents modes de m&me nombre d'onde longitudinal gq,




"lorsque le nombre d'onde azimutal n croit, on constate

qu'elles commencent par décroftre, passent par un minimum,
puis finissent par croitre (fig.6.1.1). Ce phénoméne a été
clairement expliqué par ARNOLD et WARBURTON [A6]. Le quo-
tient de RAYLEIGH, rapport de l'énergie de déformation &

l'énergie cinétique, est composé de deux termes :

le premier correspondant & 1'extension, et le second & la
flexion. Lorsque n crolt, le premier diminue, tandis que
le second croit; pour les faibles valeurs du nombre d'onde
azimutal, c'est l'extension qui est prépondérante, tandis
que pour ses grandes valeurs, la flexion prend le dessus.
Le minimum est obtenu lorsque ces deux termes ont & peu
prés la m@me grandeur (fig.6.1.2). Nous rencontrerons un
grand nombre de telles courbes. Par ailleurs, l'effet

d'une pression interne sur ce comportement sera analysé.

Apré&s un certain nombre d'applications de la mé&thode

a des coques sé&ches, on présente des problémes incluant

l'effet du fluide. Ceux-ci vont de la simple &tude du bal-

. lottement d'un fluide dans un réservoir rigide - probléme

simple mais d'une grande importance pratique en ce qui con-
cerne le guidage des engins spatiaux - & l'analyse des mo-
des d'interaction fluide-structure dans des réservoirs de

lanceurs existants ou en projet.

Dans les différents cas, nous avons recherché le plus
possible de recoupements. Ceux-ci consistent en des confron-
tations, soit avec l'expérience, soit avec des résultats
d'autres calculs, soit enfin, lorsque c'était possible, évec

des solutions analytiques.

Dans un certain nombre de ces exemples, la comparai-
son a été faite avec des calculs tridimensionnels. L'im~
pression générale qui s'en dégage dés 1'abord est une grande
supériorité pratique des &léments développés en séries de

Fourier. Cette supériorité se manifeste 3 trois niveaux :
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- Tout d'abord, la mise en oeuvre d'une telle des-
cription ne nécessite la discrétisation que du plan méri-
dien. Il en résulte d'une part une grande simplicité du
fichier de données et d'autre ﬁart, la possibilité d'uti-
liser des maillages trés fins sans pour autant mener i des
calculs prohibitifs, le nombre de degrés de liberté restant

toujours tré&s raisonnable.

- Le calcul est toujours beaucoup plus Economique. -
Dans bien des cas, pour une modélisation bien plus riche,
la discrétisation par €léments 8 géométrie de révolution
nécessite 10 & 20 fois moins de temps de calcul qu'un mo-

déle tridimensionnel. , ~

- Les modes dynamiques, comme d'ailleurs les modes
critiques de stabilité sont bien séparés en fréquence ou
en charge critique, ce qui n'est paé le cas dans les modé-
lisations tridimensionnelles, comme permettent de le pré-
voir, dans le cas dynamique, les .courbes deé la figure
(6.1.1). On peut donc dire que la qualité méme des résul-
tats est meilleure.

Ces avantages, qui-seront mis en’éQidenée dans les
applications qui suivent, nous permettent d'affirmer que
la méthode de discrétisation par &lé&ments finis dé&veloppés
en séries de Fourier constitue une des approches les plus

efficientes des problémes de révolution.

2. ANALYSE DYNAMIQUE D'UNE ANTENNE SPHERIQUE

Il s'agit d'un modéle d'antenne en forme de calotte
spérique, du type utilisé dans les satelliﬁes de télécom-
munication. Ce modéle est schématisé 3 la figure (6.1). La
coque est encastrée en son centre par ancrage entre deux
blocs €pais. OLSON et LINDBERG [OIJ l'gnt étudiée 3 la fois
par 1l'expérience et & 1'aide d'éléments finis triangulaires

g double courbure. Il s'agit d'éléments de coques plates,




oli le déplacement transversal est du cinquiéme degré, et

les champs tangentiels, du troisi&me, avec une conmnexion
e

plus que conforme. D'autres résultats ont &té obtenus par

IDELSOHN [13], d 1'aide d'éléments de coques plans, et

par MOL [MSJ, d 1'aide d'un élé&ment de coque tronc-conique.

Nous avons &tudié ce probl&me avec des Eléments de
coque 3 gBométrie de révolution, basés sur la théorie du
chapitre 3. Il s'agit en 1'occurrence d'éléments de coque
profonde & double courbure. La section méridienne a &té
représentée par 11 €léments de degré 3. Les calculs ont
été effectués de n = 0 3 n = 7, Les résultats sont consi-
gnés dans le tableau suivant. n y désigne comme d'habitude
le nombre d'onde azimutal, tandis que q est le nombre

d'onde longitudinal.

On constate que pour tous les modes q > 0, les résul-
tats dés différentes analyses concordent trés bien avec
1'expérience. Pour q = 0, la situation est un peu diffé-
rente. En fait, 1'€tude des modes correspondants montre
qu'en dehors d'un voisinage limité du bloc dur, l'antenne
se comporte & peu pré&s comme un corps rigide. Il est clair
que dans ces conditions, la perfection de l'encastrement
joue un grand rdle. Il semble bien que l'encastrement réa-
1isé sur le modéle expérimental n'était pas parfait. Si
les résultats numériques d'OLSON et LINDBERG semblent meil-
leurs, c"est parce que ce; auteurs ont prolongé la coque
jusqu'a 1}axe, et imposé sur celui-ci les conditions d'en-
castrement, négligeant ainsi totalement le bloc rigide.
D'ailleurs, pour ces modes q = 0, nos résultats recoupent

trés bien ceux qu'IDELSOHN a obtenus par une analyse tri-

dimensionnelle, ce qui renforce la thése d'un probléme de

modélisation.

Il est intéressant de noter que notre idéalisation,
quoique bien plus riche que celle d'IDELSOHN, qui a modé&-
lis& un quart de circonférence par un maillage 3 x 6

(fig.6.3) comporte trois fois moins de degrés de liberté.
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n q présente f [MS] £ [13] £ [ot] f [0 1]
. analyse

o |o 260,7 258,8 263,94 145,15

o |1 862,6 866, 4 875,20 891
o |2 950,8 951,9 934,46 1034
0 |3 1186, 3 1187, 4 1111, 4 1234
‘0 | 4 1616, 1

1 | o 78,46 80,62 28,372 16
1] 862, 1 818,94 878,1 882
1|2 957,6 946,30 940
1 |3 | 1199,3 1142, 1

] 4 1633,6 | :

2 |o 43,39 40,16 29,311 26
2 |1 895,18 893,04 870
2 |32 1004, 4 986,31 1034
2 |3 1255, 3

2 | 1700

3 |o 72,821 74 69,269 49
3 |1 901,39 " 805,79 910,17 918
3 |2 1041,7° ‘ 1044 ,5 1081
3 |3 1326, 4

3 |4 1797,3

5 | o 123,62 125, 1 123,36 98
6 |1 929,14 947,15 946
4 | 2 1130 1144 '

4 |3 1436,96

4 |4 1938

5 |o 187,38 187,5 190,51 |« 162
5 |1 977,18 1026, 88 1000, 4 1003
5 |2 1215,97

5 |3 1590, 4

5 |4 2125,9




présente
analyse

£ [M5]

£ [13]

£ [o1]

f'[blj

—

262,22
1043,8

260,87

271,01
1071,3

241
1076

I N L~ N = S = A = A =

1343,0
1778,9
2356,0
347,21 347,1 361,72 331
1129,3 ~ 1168 1170
1490,5 ‘
1992,96
2618,9

P o T N VORI N

HwoN

JFUVENUSV. F—,

De plus, la modélisation par €léments & symétrie de révolu-
tion mé&pe évidemment & une largeur de front d'équations beau-

coup plus faible.

3. VIBRATIONS D'UN CYLINDRE RAIDI

Le cylindre représenté 3 la figure (6.4) est assez
représentatif des structures raidies que 1'oﬁ rencontre en
constructions aéro—spatialeé. I1 a2 été analysé par AL-NAJAFI
et WARBURTON [A5], par la méthode des &léments finis. Ces

auteurs présentent en outre des r&sultats expérimentaux.

Cette structures a été idéalisée de différentes facgons,

ce qui illustre diverses solutions possibles

(1) Idéalisation par €léments de volume & géométrie de
révolution (fig.6.5). Il s'agit en fait d'éléments spéciaux,
du premier degré dans le sens de 1l'épaisseur, et du second
ou du troisiéme degré dans le sens de la longueur. La por-
tion de coque sous le raidisseur est idéalisé& par un €lément
de volume de révolution du premier degré, et le raidisseur
est du second ou du troisiéme degré dans le sens radial et

du premier degré dans le sens longitudinal. Au total, on




obtient 28 &€léments et 312 ou 450 degrés de liberté, selon
que 1l'on utilise le degré 2 ou le degré 3. C'est la plus
fidéle, mais aussi la plus chére des id€alisations axisy-

métriques.

(2) 1Idéalisation par &léments de coque et raidisseurs
de révolution. Dans ceux-ci, on tient compte de 1'excentre-
ment des raidisseurs par le proc&dé& des inerties &quiva-
lentes décrit au chapitre 3 (6.8). Pour cette idéalisation,
~on a utilisé 18 &léments de coque de degré 3 et 5 raidis-

seurs, soit 222 degrés de liberté.

(3) Enfin, un modéle tridimensionnel, composé de mem-
branes planes et d'€léments spéciaux de raidisseurs a &té
réalisé. Cette idéalisation comporte 132 &léments et méne

& un probléme & 792 degrés de liberté.

" Quant 3 1'idéalisation d'AL-NAJAFI et WARBURTON, elle
est composée d'éléments de coques et de raidisseurs de ré-

volution et s'apparente donc assez fort au modéle (2).

Deux types de conditions aux limites ont &t& traités
libre-libre et "librement appuyé&". Ce dernier type d'appui

se caractérise par u_ = 0 , u, = 0. Les auteurs précités

. 0 :
1'ont réalisé physiquement 3 1'aide de flasques d'extré-

mités usinées en biseau (fig.6.4).

Les divers résultats sont comparés dans le tableau

suivant :




lere~11bre . f1 f2 f3 f4 fS
[A1] El.finis 340 317 1665 3225 4578
: 1[a1] Exp. 342 323 1685 3268 —
n=2
(1) degré 2 344 327 1717 3305 4615
(1) degré 3 342 325 1716 3305 4619
[A1] El. finis | 1547 1537 1895 2290 3044
~ [a1] Exp. 1551 1539 1890 2287 3044
n=4 '
(1) degré 2 1612 1598 1923 2352 3126
(1) degré 3 1602 1586 1909 2342 3119
Librement appuyé . f] f2 f3 f4 f5
[AT] E1. finis | 834 2317 3767 4895 5715
[a1] Exp. . 809 2132 3421 — | —
(1) degré 2 847 2336 3771 4881 5694
n=2 , .
(1) degré 3 846 2332 3767 4880 5698
(2) 836 | 2305 3709 4791 —
(3) . 826 — — _ —

Dans le cas libre-libre, seules les idéalisations du
type (1) ont été utilisées. On constateAque les résultats
sont en assez bonne concordance avec l'expérience. Cependant,
les fréquences sont un peu surestimées, comme on peut le
constater en les comparant & celles qu'AL-NAJAFI et WARBURTON
ont calculées. Ce phénom&ne est 1i& 3 1'id&alisation par des
volumes du premier degré selon l'épaisseur. En effet, dans
ce modéle, 1'état plan de tension n'est pas exactement at-

teint, contrairement au cas des coques o il s'agit d'umne
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hypothé&se de base. En tant que véritable modé&le cin€mati-
quement admissible, qui mé&ne naturellement 3 sous-estimer
la déformation transversale, le volume sera donc toujours

‘un peu plus raide que la coque.

Passons au cas simplement appuyé. Les conditiéns d'ap-
pul sont u, = ug = 0. Les différents résultats de calcul se
recoupent fort bien, mais différent quelque peu des résul-
tats expérimentaux. C'est que les conditions d'appui envisa-
gées, trés simples dans le.cadre des calculs, sont extréme-
ment difficiles & respecter exactement dans le cadre de
1'expérience. Dans d'autres exemples similaires, réalisés
expérimentalement par les mémes auteurs I}BJ, le méme phé-
noméne s'est produit. Si 1l'on compare les résultats numé- -
riques,'on constate que les modélisations par &léments de
‘volume restent légérement plus raides que les autres, du
moins pouf les premiers modes. Quant & l'id&alisation (2),
elle est un peu plus souple que celle d'AL-NAJAFI et WAR-
BURTON, ce ‘qui peut s'interpréter par le fait qu'd la dif-
férence de ces auteurs, nous tenbns compte de la déforma-
tion due 3 l'effort tranchant. Enfin, le mod&le tridimén—
sionnel pré&dit wune fréquence plus faible que les autres.

On notera que dans ce modéle, la coque est représentée par

un prisme dodécagonal.

La figure (6.6) représente les déformées, dans le
cas libre-libre. On constate que pour n = 4, l'effet des
raidisseurs se fait plus nettement sentir que pour n = 2,
I1 est surtout sensible pour le troisiéme mode, qui af-

fecte une forme quelque peu tourmentée.

La comparaison des analyses tridimensionnelle et
axisymétrique par €léments de coque sur le plan de la mise
en oeuvre est particuli@rement instructive. L'id&alisation
tridimensionnelle comportait 132 &€léments et la définition
de ses 264 noeuds a nécessité l'utilisation d'un programme
de génération de maillage. Lg calcul des deux modes rigides

et des deux premiers modes propres, de valeur propre con-
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fondue, a nécessité un temps de passage de 465 secondes
C.P.U. éurvl'ordinateur I.B.M. 370/158 de 1'université de
Ligge. Quaht d 1'idéalisation par €léments dé-coqueset
raidisseurs de révolutioh; ses donnéés ont ét& composées

directement en tré&s peu de temps; le calcul ne fournit

chaque fois qu'un seul des deux modes confondus, ce qui

accélére le processus. Pour obtenir les deux premiers mo-
des n = 4, 24,2 secondes C.P.U. ont suffi, sur la méme
machine. L'économie est donc spectaculaire. Si l'on ajoute
le fait que les deux modes confondus de 1l'analyse tridi-
mensionnelle s'obtiennent en général mélés, ce qﬁi signifie’
qu'il faut les séparer dans une opération de post-traitg4
ment; que 1'idéalisation en question, de type membranaire,
n'est valable que pour les faibles valeurs de n, la supé-

riorité de 1' analyse axisymétrique apparalt de maniére

encore plus nette.

4, MODES CRITIQUES D'UN CYLINDRE

La recherche des modes critiques d'un cyllndre dans
le cadre d'une idéalisation tr1d1men31onnne11e est généra-
lement une t3che assez malaisée. D'une part, les premiers
modes critiques ont généralement un nombre d'onde longitu-
dinal assez élevé, par exemple, de 7 a i5, ce qui nécessite
des maillages relativement fins et donc des analyses cofi-
teuses. De plus, pour les différentes valeurs du nombre
d'onde azimutal n, on obtient des valeurs assez voisines
des charges critiques, ce qui méne 3 une grande difficulté
de séparer les différents modes critiques. On se rend aisé-
ment compte de cette propriété de quaéi—éégénérescence des
modes critiques en examinant la formule approchéeusuivante,
qui s'établit ais&ment dans le cadre de 1a premiére appro-
x1mat10n de LOVE [?5]

a =1 L‘x,‘ | S (6.4.1)
S8 X 1) (1-v?) SR
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n =I_11§§_| X"=.(>\2+r12)2 A = a7
ss Et > AZ ’ L. *

q étant le nombre d'onde azimutal. Pour chaque valeur de
a . 2 ¢ es . s
n, X peut varier entre 4 n~ et l1l'infini. La charge criti-
que correspond au minimum de n e Or celui~ci est obtenu

pour

x =12 (1—\)2_) {- ,

(o]

et cette valeur peut €tre obtenue (ou du moins, approchée;

puisque A est une variable discré&te), pour tout n vérifiant

=]
A

7 /%, _. ’
soit poﬁr un grand nombre de nombfes d'ondes si % est suf-
fisamment_grand, ce qui est le cas des coques minces. Ainsi,
pour_% = 100, et v = 0,3, la charge critique minimum est
susceptible d'appéraitre pour tout n infé&rieur ou &égal a

9. On risque donc, dans une analyse tridimensionnelle d'ob~-

tenir 17 modes critiques de valeurs propres voisines du

minimum théorique
(n_) =2 (6.4.2) |
xg . . !

ce qui est assez dé€sastreux du point de vue des méthodes )
itératives classiquement utilis@es pour la recherche des

valeurs propres et modes propres d'une matrice.

Au contraire, l'utilisation d'éléments développés ' .
en séries de FOURIER conduit & une séparation automatique
des différents modes propres et, de plus, l'utilisation de
maillages raffinés ne risque pas de mener 3 des coilits d'ana-
"lyse exagéré&s. Il faut, bien slir, €tudier la structure pour
un certain nombre de nombres d'ondes azimutaux pour obtenir
tous les modes critiques dangereux, mais chacune de ces ana-
lyses est 4 la fois simple et peu coliteuse et le passage de
l'une & l'autre ne nécéﬁsite que la spécification du nouveau

.




Considérons par exemple le cylindre d'acier représenté
‘a la figure (6.7). Nous sommes précisément dans le cas ol
r/t = 100, ce qui signifie que les analyses doivent porter
sur les valeurs de n allant de O & 9. Nous nous limiterons
ici aux cas n = 0 et n = & et, dans chacun de ces cas, aux
modes symétriques par rapport au plén coupant le cylindre

d mi-longueur. On obtient les ré&sultats suivants

Modes critiques n = O
_ mode q - In_ | (Eléments finis)| [N_ |(form.6.4.1)
1 11 127,9093 ‘ 127,7532
2 13 131,2456 130,5514
3 9 143,4947 : 143,5083
Modes critiques n = 4
mode q |NSS|(E1éments finis) |NSS|(form.6.4.l)
1 11 126,7048 - 127,0920
2 13 132,6857 | 133,1610
3 ' 9 134,7572 134,9040
4 15 ‘ 147,9714 148,7430
5 7 164,1898 ' 165,2700

On constate que la correspondance est excellente. La
comparaison des résultats pour n = 0 et n = .4 met d'ailleurs
- clairement en évidence le caractére de quasi-dégénérescence
signalé qui, dans le cadre de la présente analyse, ne pose

- aucun problé&me particulier.



6.14.

5. VIBRATIONS D{UNE COQUE CYLINDRIQUE SOUS PRESSION INTERNE

5.1. Cet exemple, tiré d'un article de FUNG, SECHLER et
KAPLAN [}9], consiste 3@ &tudier les vibrations d'un cylindre
"librement appuyé" soumis i une pression interne. Il illustre
trés claifement l'effet de raidissement de la pressurisation,
qui entraine un trés net relé&vement des fréquences propres,
spécialement pour les modes incluant beaucoup de flexion.

Cet effet peut @tre exploité de facon bénéfique dans les ré-
servoirs de lanceurs. Gén€ralement, les fréquences propres
les pius basses apparaissent pour une valeur de n de l'ordre
de‘S, pour des dimensions raisonmables. Il s'agit des modes .
pour lesquels l'énergie d'extension et celle de flexion inter )
viennent pour une part & peu prés équivalente dans le quo-
tient de RAYLEIGH. Une pression interne apporte des termes
Eomplémentaires de raideur qui sont, comme nous allons le

voir, probortionnels aux carrés des nombres d'ondes, Il en
résultera donc, pour les nombres d'ondes envisagés, un net
raidissement, ce qui permet en définitive de relever les
fréquences minima sans devoir ajouter de mati&re aux réser-

voirs.

La structure étudiée par FUNG et al. est un cylindre
‘d'aluminium de 3,5 in de diamétre, de 0,001 in d'épaisseur
et de 11 in de longueur. - CY

[N

5.2, Solutions analytiques

Les auteurs ci-dessus ont &tabli une théorie des vi-
brations des cylindres sous pression, mais la ré&solution
de leur équation aux fréquences mdne & une équation du -
troisiéme degré extr@mement compliquée. Ce que voyant, ils
ont fait, d'une part, l'hypoth&se que 1'énergie cinétique
des déplacements longitudinaux et azimutaux est négligeable
devant celle des déplacements radiaux et, d'autre part,
l1'hypothése que le nombre d'onde azimutal n .est grand. Ils

ont ainsi obtenu la formule approchée suivante :




4 2
o e A LD 2 Gh2 kg, 0,
(%425 % . 12 (1-v9) 58 »
' (6.5.1) "
ol
2 ‘ . :
0% = BL_ 7 (6.5.2)
A= 3%5 », q étant le nombre d'onde longitudinal, (6.5.3)
N N
_ ss _ 060
“ss T Et * oo T Et ° : (6.5.4)
= DT =
avec Nss 5 N66 PT .

Dans cette formule, le premier terme représente la
contribution de 1'extension, le deuxiéme, celle de la flexion,
et les deux derniers correspondent & la mise en charge ini-

tiale. _

Nous avons pu améliorer cette formule en adoptant la
démarche suivante. Soient U, V et W les amplitudes des dépla-

cements u, v et w en leurs ventres respectifs.

a) On détermine les valeurs de U et V en termes de W
en exprimant que ces déplacements doivent minimiser 1'éner-

gie d'extension, pour W donné. C'est en effet le prolongement

logique de la théorie ineitensionnelle de RAYLEIGH [Ri].

On obtient ainsi

U=-aWw , V=-BW , - (6.5.5)

avec
o= ATVA) T o m (nf 4 (29) %) (6.5.6)
(A" 5 < (%) | "

b) On réintroduit ces wvaleurs dans le principe de

Hamilton. On ne garde par ailleurs que les termes prépondé&-
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rants de 1'énergie de flexion, c'est-d-dire ceux qui cor-

respondent aux plus grandes puissances de A et n.

On obtient de la sorte la formule suivante :

4 2
A » LB @Zah? s n A% s ngy (a-B)?

2 _ @25 12 (1-v?) ss

(6.5.7)

Notre méthode est en fait une application analytique (sim-

plifiée) de la condensation statique de GUYAN-IRONS. La

formule obtenue différe de celle de FUNG et al., d'une part, >

par un facteur correctif et, d'autre part, par une correc-

tion de 1'influence de Ngg e Pour les grandes valeurs de n,

on a, si A reste de l'ordre de 1l'unité,

R

CY

~‘A' '
0-"‘_2 ] B
n .

ce qui montre que les deux formules finissent par se

fondre.

5.3. REsultats numériques et expérimentaux

Nous avons modélisé le cylindre & 1'aide de 11
ments de coque 3 g@ométrie de ré&volution de degré 3,
qui méne # 126 degrés de liberté. Les fréquences des
premiers modes propres ont ét& calculées pour n = 2,

avec des pressions valant O, 1, 2 psi. Les résultats

(6.5.8)

con~-

él
ce
tr
3,
de

ces différentes analyses sont consignés dans le tableau

‘—-
e h
:

ois

=

(6.5.1). En regard de ceux-ci, on trouvera les résultats

obtenus par les formules (6.5.1) et (6.577) ainsi que les

fréquences obtenues expérimentalement par FUNG et al.

Il convient cependant de considérer ces derniers ré&sultats

avec prudence, car les modes n'ont pas &té identifiés, si

bien que correspondance ne peut &tre &tablie que sur base

des fréquences.

SNV, SUSUU o)




Tableau (6.5.1)

-~ Cylindre sous pression

p (pei)

. fréquences (Hz)

EL.FINIS FORM. FORM. EXPER.
(6.5.1) (6.5.7)

0 933 1051 933 -
1 987 1156 . 987,6 987
2 1038 1251 1039 -
0 3161 3574 3164 -
1 3181 3609 3182 3178
2 3199 3644 3201 3207
0 5783 6433 5785 -
5796 6456 5799 -
2 5810 6478 5812 -
0 458 484 457 454
] 756 863 755,9 -
T2 966 1120 965,9 -
0 1686 1787 1687 -
1 1795 1930 1796 -
2 1897 2063 1898 1845
0 3375 3574 3372 -
] 3435 3653 3431 -
2- 3494 3729 3491 3444
0 188 193 189,6 -
1131 1201 1131 1134
2 1588 1687 1589 -
0 677 692 677,8 660
1 1312 1380 1312 -
..... 2 1727 1825 1727 1713
0 1447 1478 1446 -
1840 1909 1839 1843
2 2164 2259 2162 -
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La comparaison des différents résultats montre que les
fréquences obtenues par €léments finis sont en excellent
accord avec celles que prédit la formule (6.5.7), ainsi
qu'avec les résultats expérimentaux. Moins bonne est la
correspondance avec la formule ‘(6.5.1). En 1l'absence de
pression, on observe déjd un écart, et celui-ci ne fait
que s'amplifier lorsque la pression augmente, pour at-
teindre 17% dans le plus mauvais des cas. Pour n = 5,
1'écart diminue, ce qui est logique, puisque la formule

‘(6.501) n'est valable que pour les grandes valeurs de n.

La figure (6.8.1) illustre la grande variation des

fréquences propres avec la pression. En particulier, pour

Qo

n=5, q =1, la fréquence passe de 188 pour p =0

1588 Hz pour p = 2 psi, ce qui est comnsidérable.

1

en fonction de n, pour les différentes valeurs de la pres-

. L'8volution de la fré&quence propre du mode A

sion, est représentée 3 la figure (6.8.2). Elle illustre
clairement le relévement de la fréquence minimum obtenu

par la pressurisation.

6. RESERVOIR CYLINDRIQUE RIGIDE REMPLI DE LIQUIDE

Outre les modes d'interaction fluide—étructure, dont .~ )
la connaissance est essentielle pour la précision de l'effet
POGO,.on peut €tre amené 3 &tudier les modes de ballottement
du liquide dans les réservoirs, qui jouent un r8le important

dans les problémes de guidage de l'engin en vol.

L'exemple qui suit est destin 3 mettre en &vidence
la capacité de la formulation adoptée pour le fluide de re-
présenter correctement les modes de ballottement du liquide.
En outre, il illustre la manidre de tenir compte des condi-
tions de paroi rigide. Le cylindre représenté & la figure
(6.9) a un rayon r_ et ume hauteur h. A la paroi, le 1li-

quide n'a pas de déplacément normal. Cette condition s'ob-
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tient simplement en laissant libre le potentiel des déplace-

ments & la surface rigide. Dans ce cas particulier, il n'y

a donc pas lieu d'utiliser les &léments de connexion fluide-
struture. Sur la figure (6.1), on a représenté les &léments
de surface libre avec une certaine épaisseur, de manidre 3

les rendre visibles.

Ce probléme a une solution analytique bien connue,

les pulsations &tant donmn&es par

(A)p = ;—;- th (——;:—) ’ (6.6-1)

ol lp est la p®Me solution de 1'équation

I Ay =0 (6.6.2)

n étant la périodicité azimutale du mode considéré&, et

Jn’ la fonction de Bessel d'ordre n.

Le probléme a &té traité pour m = 0, en discrétisant

le fluide aux degrés 3 et 4, pour n l., au degré& 4, et
enfin, pour n = 2, au degré 4. La comparaison des résultats

obtenus avec les solutions analytiques est illustrée ci-

aprés.,
n =0 analytique degré 3 degré 4
'ml : 2,642 - - 2,642 2,642
w, 3,732 3,735 3,732
W, . 4,509 . 4,546 4,510
w, T} 5,162 5,291 5,173
o 1 5,739 _ 6,175 5,789




n =1 analytique degré 4
W, 1,519 1,520
wz‘ 3,220 : 3,220
wq 4,127 4,128
W, 4,838 4,842
w_,; 5,452 5,476

n=2 | analytique degré 4 )
w, 2,265 2,265
w, 3,645 . 3,645

Y . .

W, 4,464 - 4,464
w, 5,132 5,141
ws 5,718 : ‘ 5,758

On constate que la correspondance est trés bonne, surtout

pour n =t et n= 2. Pour n =’O,“elle 1'est un peu moins

dans le cas du degré@ 3, mais le degré 4 conduit & des ré-
sultats tr&s satisfaisants. ' )

N

7. HEMISPHERE ELASTIQUE REMPLI DE LIQUIDE

Cet exemple est repris de la référence [Fl]. Il s'agit
d'un hémisphére d'aluminium de 200 in de rayon, de 0,1 in
d'épaisseur, contenant un fluide (LOX) dont la densité& de

4

masse vaut 1,06.10_ 1b sec2/in4'° Les conditions aux limites

sont constitu@es par un appui simple & 1l'&quateur.

La figure (6.10) illustre le découpage en E€lé&ments
finis. Pour la clarté&, les &léments de couplage fluide-coque

et- fluide-surface libre y sont représentés avec une &pais-
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seur non nulle. Le fluide est pris de degré 4, la coque et

"la surface libre, de degré 3.

La figure (6.11) montre la comparaison des fréquences
propres avec celles obtgnues par GUYAN et AL. Les figures

(6,12) a (6.16) représenteﬁt les modes propres les plus

significatifs parmi ceux qui ont €té& obtenus.

On remarquera le tré&s bon accord avec les résultats
de la référence [G]] en ce qui concerne l'ensemble des fré-
quences propres et la forme des premiers modes de surface
libre. L'accord est moins bon en ce qui concerne la forme
des modes de couplage coque-fluide. A ce sujet, il convient
de remarquer que les déformées de surface libre obtenues
‘dans [pl] semblent peu conformes & la réalité, contraire-

ment 3 celles que donne la présente formulation.

En ce qui concerne les déformées de la coque, les
formes tourmentées obtenues ici peuvent s'expliquer par le
fait que la masse du liquide. est trés grande vis—-a-vis de

celle de 1la coque.

Cette analyse comportait 266 degrés de liberté&, qui
ont été condensés a4 52 (dont 16 de surface libre) au terme
d'une division en 8 sous-structures. L'analyse modale a
porté sur le calcul des 18 premiers modes propres parmi
lesquels figuraient les 15 modes de surface libre dont 1'i-
déalisation permettait de rendre compte (16 d.d.1l. de sur-
face libre moins 1, en raison de la contrainte d'incompres-

sibilité).

Afin d'utiliser 1'aptitude de la formulation adoptée
i limiter le nombre de modes de surface libre lorsque ceux-
ci ne sont pas désirés, le m@me probléme a €té repris avec
rigoureusement le mEme découpage et les mémes degrés pour
le fluide et la coque, mais en spécifiant le degré& O pour
les déﬁlaCEménts de surface libre. Les degrés de liberté

de surface libre ont ainsi &té réduits 3 4 sur un total de



254,Acondensé a4 40 pour la résolution finale. Les modes de
surface libre représentables n'étaient donc plus qu'au nom-
bre de 3, et le troisi®me mode de couplage coque fluide est
devenu le sixiéme, au liéu du dix-huitidme, ce qui & permis
d'économiser le calcul de 12 modes de surface libre, soit
environ 307 du temps total de calcul. Le tableau suivant

illustre les &carts enregistrés sur les fréquences propres :

Surface libre Surface libre
Nature des de degré 3 de degré O Ecaft .
modes propres (z) /7
n° f (Hz) n° f (Hz)

1€ surf.libre R 0,42656 1 0,44134 3,5
28 surf.libre ' 2 0,58257 |. 2 0,64058 10
32 surf.libre : 3 0,70295 3 0,80039 14
12 coque-fluide 15 6,48249 4 - 6,48193 0,0086
2% coque-fluide 17 9,97342 5 9,97237 0,011
‘32 coque-fluide 18 12,31327 6 12,29545 0,14

On constate 'que les fréquemnces propres des modes de cou )
plage coque—-fluide ne sont. pratiquement pas affectées (moins

de 1,5 °/oo) par la réduction du degré de la surface libre.

8. ETAGE L 17 DU LANCEUR DIAMANT B

Le lanceur DIAMANT B complet est représenfé d la figure
(6.17). Le calcul par éléments finis porte sur son premier
étage L 17 sans bati moteur. Il s'agit d'une structure compo-
sée de deux réservoirs cylindriques & fonds elliptiques dont ’
on désire déterminer le comportement dynamique, en vue de la
prévision de 1'effet POGO, pour un taux de vidange de 25%
d'ergols consommés. La structure ainsi que son idéalisation

par €léments finis sont représentées a la figure (6.18). Le




modé€le utilisé& comporte 20 &€léments de coque de degré 3 et
de 20 é€léments-de fluide de degré& 4. Quant 3 la surface 1li-
bre, elle est prise de degré 0. De cette fagon, il n'appa-
rait dans le calcul aucun mode de surface libre, si bien
que les premiers modes obtenus sont des modes de couplage
fluide-coque. L'idéalisation comporte 444 degrés de libertd
qui,qaprés condensation du fluide, se réduisent & 95 pour

la résolution finale.

Les résultats d'un calcul effectué par la méthode
d"ARCHER et RUBIN nous ont &té communiqués [L7]. La compa-

raison est faite dans le tableau suivant :

fréquence (Hz) masse généralisée (kgmz)
Présente ' Présente
formulation [L7] formulation [ij

mode 1 33,189 ' 33,602 1,407.10% 1,452.10°

‘mode 2 57,45 57,429 - | 7,064.10° 6,994.10°

Ces résultats concordent trés bien, comme on peut le constater.
En outre, l'accord avec l'expérience a été jugé tré&s satisfai-
sant. On remarquera &8 ce sujet que la forme trés élancée de
la structure &tudiée se pféte assez bien & 1l'utilisation de
la méthode d"ARCHER et RUBIN, ce qui ne serait pas le cas pour

des structures plus larges.

La figure (6.19) présente la forme du premier mode. Omn
trouvera & la figure (6.20) la courbe des pressions le long

de 1'axe de symétrie.

Le second mode, qui correspond i -1'effet-POGO en fin
. de vol, est représent& & la figure (6.21). On remarquera
1'importance des déplacements au fond du réservoir de NZOA'

- Ce" déplacement et l'importante fluctuation de pression qui en
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~résulte &taient 4 la base du POGO obsetrvé dans les premiers

vols [Dii]a Les pressions sont représentées 4 la figure (6.22).

- 9,MODES EN TREFLE.D'UN RESERVOIR DE LANCEUR PARTIELLEMENT

REMPLI DE LIQUIDE

Lé structure représentée i la figure.6.23 est un des
ﬁeux-rééervoirs du premier &étage d'un lanceur lourd. Si
l'bnkcompare sa forme & celle des réservoirs précédents, on
constate qu'ii-éét beaucbﬁ§ p1us trapu. Il s'agit de calcu-
ler les fréquences de vibration de ce réservoir pour un taux
de rempliséégé de 337, ainsi que de prévoir 1'altération Y
du spectre d 3 une pression de gaz de 2 bar.

Selon certains auteurs [H7] on peut id&aliser une
telle structure en ne con31derant que sa virole. On admet
,alors que les deux extremltes de celle-ci: reposent sur des
‘ appuis gllssants, c'est-§4dire que 1'on:y fixe u_ o, Uy s

W¢r ¢e "¢z Moyennant qu01, ils utilisent la formule [TQ]

4 _ ; 2
A g1 _7 (l +n ) .Az + ngg D

 92»= (X2+n2)2 12 (l—v ) r S§
’ 1 + Y

2

(6.8.1)

/
S

+”

p P b sin 2 i:b : _ B ‘
vz ez Tz xs ) (6.8.2)
' r

'bn fecbnnait au numérateur, la formule (6 5.1). Le facteur
correctif (1 + y) est destind & tenir compte de la masse du
fluide. Il est calculé par une méthode comparable i celle ) -
d*ARCHER et RUBIN. A nouveau, on peut améliorer la formule '
ci-dessus, en remplagant le terme"n'ee n2 par ngg (n - B)

B étant donn& par la formule (6.5.6); quant au dénominateur,
il-n'est pas nécessaire de le corriger, car Y est trés grand

devant a2 et 82; Pour tenir cbmpte du fait que la coque n'est




pas appuyée mais encastr@e, on remplace, & l'instar d'AR-
NOLD et WARBURTON [AB], le nombre d'onde longitudinal q
par (q + 0,3).

Nous avons donc d'abord &tudié& la virole seule. Le
maillage par €léments finis est schématisé a3 la figure (6.24).
Les calculs ont &té effectués pour n = 2,5 et 10, en 1'ab-
sence de pression et sous une pression de 2 bar. Les résul-
tats sont consignés dans le tableau (6.8.1). En regard de
ces valeurs, nous avons porté les fréquences calculées par

la formule (6.8.1) améliorée.

Tableau (6.8.1) - Virole du ré&servoir
. p (bar) n Eléments finis Analytique

~ 2 63,7 73,5

0 5 23,6 28,7

10 14,9 . 13,6

2 63,9 74,2

2 5 39,7 44,3

10 55,3 85,7

On constate que la correspondance des résultats est assez

relative. Ces &carts sont dus au fait que, sous 1l'influence

du fluide, les modes de la coque sont assez bien déformés.’

Or la formule (6.8.1) est &tablie en supposant qu'ils res-

" tent sinusoidaux. L'8cart est surtout sensible pour la coque

sous pression, ce qui s'explique par le fait que la précon-

trainte qui, dans ce cas, joue un rdole déterminant, raidit

les dérivées des déplacements, bien plus sensibles 3 une dé&-
formation du mode que les dé&placements qui interviennent dans
la raideur de:membrane. Cependant,'l'allure des courbes d'évo-

lution de la fréquence en fonction de n est respectée. Ces
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coﬁrbes, représentées & la figure (6.25), sont tout-a-fait
caractéristiques de ce genre de probléme : en l'absence de
pression la fréquence minimum a lieu pour n de l'ordre de
10; la pression a pour effet de hiter la croissance de la

fréquence.

L'effet de la pression hydrostatique est &galement

trés important. Pour mettre ce fait en &vidence, nous avons .
recalculé les fréquences en incluant la préssion hydrosta-
tique dans le calcul de la précontrainte. Les résultats sont

les suivants :

Tableau (6.8.2) : effet de la pression hydrostatique

p (bar) n avec p.hydr. sans p.hydr.
2 40,5 63,7
0 . 5 35,6 23,6
10 30,0 14,9
2 65,0 64,3
2 5 ‘ 49,4 39,2 o)
10 61,7 . 54,0

On constate donc que cet effet est trés marqué.
Enfin, le réservoir complet a &té &tudié&. La modélisa-
‘tion du fond est représentée a la figure (6.2.6). Les mémes

analyses, soit

2,5 et 10

L)
]
o
=]
[

2,5 et ‘10,

]
i

2 bar

-9
]
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ont &té faites. Pour toutes ces analyses, on a imposé& comme

condition aux limites un appui siﬁple i 1la joncfion de la

virole et du fond inférieur. L'effet de la pression hydro-

statique a &té inclus de fagon systématique.

~ Un fait frappant dans les résultats obtenus est la

présence de modes de fonds correspondant & des fréquences-

plus

basses que celles de la virole. Ainsi, par exemple,

lors
deux
34,1
60,3

de 1'analyse (p = 2 , n = 2), on a obtenu, outre les

modes de surface libre, un mode de fond inférieur 2

s3]

Hz, alors que le premier mode de virole est situd

Hz. Par ailleurs, les fréquences sont trés différentes

de celles que l'on obtient en &tudiant la virole seule,

comme le montre le tableau suivant :

Tableau (6.8.3) : réservoir avec fonds
1€ mode 28 mode
p (bar) n
type f (Hz) type f (Hz)

2 fond inf. 24,8 virole 55,7
0 5 virole 31,0 virole 59,9
10 virole 16,5 virole 27,3
2 fond inf. 34,1 virole 60,3
2 5 ' virole 44,5 virole - 82,5
10 virole 54?2 virole 110,8

I1 apparait donc que l'approximation consistant &

n'étudier que la virole est largement insuffisante, du moins

pour

ce genre de ré&servoirs trés peu &lancés.
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CONCLUSIONS

La présente étude a montré qu'en partant d'un principe

variationnel purement lagrangien, dans lequel le liquide est

effectivement décrit par son potentiel des déplacements, on
arrive 3 une formulation élégante et compl&te du problé&me
hydroélastique. Ce formalisme se préte extrémement bien &

une discrétisation par &léments finis de l'ensemble fluide-
structure, conduisant ainsi & une méthode de résolution homo-
géne et efficace. La discrétisation du potentiel des déplace~
ments dans le fluide méne & une description 3 la fois é&cono-
mique et compléte de celui-ci et permet en outre un accés aisé
d 1la fluctuation de pression qui, comme nous l'avons déjid sou-
ligné, est essentielle pour la prévision de l'effet POGO.

Les applications ont permis de montrer que la discrétisation
séparée des déplacements de la surface libre, outre qu'elle
facilite l'interprétation de la forme des modes propres, permet
de 1imite{ le nombre de modes de surface libre lorsque ceux-ci
sont indésirables, sans altérer de manidre sensible les autres

modes propres du systéme,

Par ailleurs, la méthode de résolution proposée, qui permet
de condenser simultanément tous les degrés de liberté du fluide
et une partie des degrés de liberté de la structure, permet
d'envisager le traitement de systémes i grand nombre de degrés

de liberté.
La description de la structure s'est avérée trés satisfai-
sante. L'effet de précontrainte, df notamment 3 la pression in-

terne, y a été inclus, et son influence sur les fréquences pro-

pres s'est révélée trés importante.

Les exemples traités, dont 1'accord, tant avec les solutions
théoriques qu'avec les résultats d'autres méthodes numériques et
de 1l'expérience, est excellent, confirment la validité des solu-
tions théoriques proposées. Sur le plan pratique, la technique
des €léments finis développés en séries de Fourier s'est affirmée
comme une méthode particulidrement &conomique et efficace d'étude

des structures de révolution.



Signalons enfin que les méthodes proposées, quoique
présentées dans le cadre particulier des constructions aéro-
spatiales, trouvent un champ d'application beaucoup plus
vaste., Elles s'avérent &galement d'un grand inté&rét dans
maintes applications de la construction mécanique et du

génie civil.
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