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INTRODUCTION 1

Introduction

Une algebre associative A(M) caractérise un espace topologique M
si, pour tout espace topologique N, les algébres associatives A(M) et
A(N) sont isomorphes si, et seulement si, les espaces topologiques M
et N sont homéomorphes. La caractérisation algébrique des espaces
topologiques remonte a la fin des années 30 du siécle passé avec les
travaux de I. Gel'fand et A. Kolmogoroff [11]; ou il est établi quun
espace topologique compact M est caractérisé par l'algebre associative
C(M) des fonctions continues sur M a valeurs dans R ou C. L’idée mai-
tresse de leurs travaux consiste a identifier chaque point p de I’espace
topologique compact M avec 'idéal maximal p* de C(M) constitué des
fonctions s’annulant en p. Les méthodes développées dans [11] peuvent
s’appliquer au cas d’une variété différentielle M, supposée de Hausdorft
et & base dénombrable, en considérant 'algebre A(M) = C>*(M) des
fonctions de classe C* sur M. Grace a un résultat di a Milnor, on sait
qu'un isomorphisme d’algébres associatives ¥ : A(M) — A(N) est de
la forme

V:f=fov,

avec ¢ : N — M, un difféeomorphisme de variétés différentielles. La
compacité des variétés différentielles n’est pas exigée ici; chaque point
p de M donne lieu a un idéal p* de A(M) de codimension 1, constitué
des fonctions f € A(M) telles que f(p) = 0.

La caractérisation Lie-algébrique des variétés différentielles appa-
rait quant a elle, pour la premiére fois, en 1954 dans les travaux de
P.E. Pursell et M.E. Shanks . Ces deux auteurs démontrent dans 1’ar-
ticle [41], que l'algébre de Lie Vect.(M) des champs de vecteurs de
M a support compact caractérise la variété différentielle (réelle) M. Ici
encore, on s’inspire manifestement de 'idée de Gel’fand et Kolmogoroff
car, & chaque point p € M, on associe I'idéal maximal p> de Vect.(M)
défini par

p>* ={X € Vect (M) : X(p) = 0}.

Des résultats analogues furent également obtenus pour les cas R—analy-
tique et holomorphe dans |2, 13|, ou la notion d’idéal maximal est
remplacée par celle d’idéal de codimension finie.

Signalons qu’un résultat de type Pursell-Shanks de portée plus gé-
nérale a été établi par S.M. Skryabin en 1987 dans [43|. Les méthodes
développées par Skryabin, pour caractériser une algébre associative
commutative (une R—algebre) A par Der(A), l'algébre de Lie des dé-
rivations de A muni du crochet des commutateurs, se basent sur la
structure de A—module de Der(A) et non sur les idéaux de codimen-
sion fini.
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D’autres sous-algebres de Lie de Vect(M), 'ensemble de champs de
vecteurs d’une variété différentielle M, ont été étudiées pour obtenir des
résultats de type Pursell-Shanks. A titre illustratif, nous pouvons citer
les exemples suivants ou la sous-algébre de Lie considérée est précisée.

— [25] : champs de vecteurs préservant une sous-variété donnée

— [37] : champs de vecteurs préservant une forme symplectique ou
de contact

— [14] : champs de vecteurs préservant un feuilletage

— [3] : champs de vecteurs Hamiltoniens sur une variété symplec-
tique

Les supervariétés ont été récemment abordées pour des résultats de
type Pursell-Shanks dans [20, 21|.

Une fagon de généraliser ces résultats est d’établir des caractéri-
sations avec des algébres de Lie plus vastes que celle des champs de
vecteurs d'une variété différentielle. C’est ce qu’ont proposé J. Gra-
bowski et N. Poncin dans [17, 18, 22|. Les résultats obtenus dans ces
articles constituent la base de ce travail et nous en avons proposé un
résumé dans le deuxiéme chapitre.

On peut aussi obtenir une généralisation du résultat de Pursell et
Shanks en caractérisant les fibrés vectoriels par des algebres de Lie.
Dans cette voie, citons quelques exemples :

— [28] o il est établi que, sous certaines hypothéses, I'algébre de Lie
des automorphismes infinitésimaux d’un fibré vectoriel caractérise
ce dernier.

— [46] ot une caractérisation Lie-algébrique du fibré transverse est
proposée.

Etablir un résultat de type Gel’fand-Kolmogoroff pour un fibré vec-
toriel est également une fagon de généraliser le théoréme de Milnor qui
donne une caractérisation des variétés différentielles par la R—algébre
des fonctions de classe C*.

La présente dissertation est subdivisée en six chapitres. Le premier
contient le rappel de quelques notions de base dont nous servons dans
la suite.

Le second est entiérement consacré aux résultats de J. Grabowski
et N. Poncin. Ces derniers associent a une variété différentielle M, ’al-
gébre de Lie D(M) des opérateurs différentiels agissant sur les fonctions
de classe C* de M et démontrent que la structure de Lie de D(M),
contenant I’algébre de Lie de champs de vecteurs, caractérise M.

Dans [18], une définition de la notion d’algébre de Poisson quan-
tique est proposée de la maniére suivante :

D=Ux,D', D' cD™, D.DcD,

sur un corps commutatif K de caractéristique nulle et ol le crochet des
commutateurs vérifie

(1) D', D’] c DL
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Grabowski et Poncin démontrent que sous certaines hypotheéses,
celles d’étre non-singuliere et distinguante en l'occurrence, tout iso-
morphisme d’algébres de Lie entre Dy et Dy est filtré et induit un
isomorphisme entre les algébres associatives commutatives DY et D.

L’algebre de Lie D(M) des opérateurs différentiels étant une algebre
de Poisson quantique non-singuliére et distinguante, avec

D(M) = C*(M),

le théoréeme de Milnor permet de conclure.

Les méthodes développées pour D(M) sont valables pour la sous-
algebre de Lie D' (M) constituée des opérateurs différentiels du premier
ordre mais aussi pour S(M), l'algébre de Lie des fonctions polynomes
sur le fibré cotangent 7% M, canoniquement identifiée & l’espace des
symboles des opérateurs différentiels dans D(M).

Un outil important utilisé dans ces travaux est la notion de centrali-
sateur C(D) pour une algébre de Poisson de quantique D. Par définition,
un élément 1 € Hompg (D, D) est dans C(D) si, pour tous f € D° et
T €D, on a

([T f]) = [(T), f1.

Une propriété importante pour obtenir des résultats conduisant a
la caractérisation d’'une variété différentielle M par 'algebre de Lie
D(M), stipule que, de maniére générale, si D est une algeébre de Poisson
quantique distinguante et non-singuliére, tout ¢ € C(D) respecte la
graduation de D et est tel que

(2) W(f) = feQ1), VfeD"

Ce chapitre se termine par le résultat selon lequel si £ — M est un
fibré en droite, I’algébre de Poisson quantique D(E, M) des opérateurs
différentiels agissant sur les sections de E est isomorphes & D(M). Par
conséquent, avec cette algébre, une caractérisation Lie-algébrique de
fibré vectoriel ne saurait étre obtenue sauf dans le cas trivial, ce qui
n’a pas beaucoup de pertinence.

Le Chapitre 3 est tiré de l'article [34]. Nous y généralisons les ré-
sultats de type Pursell-Shanks obtenus par Grabowski et Poncin dans
[18, 17, 22| et Lecomte dans [28] en établissant que l'algebre de
Poisson quantique Dg(E) des opérateurs homogénes du fibré vectoriel
E — M caractérise cet dernier.

Un opérateur homogéne est un opérateur différentiel agissant sur
les fonctions de classe C* de E qui se décompose comme une somme
dont les termes sont des vecteurs propres de L¢, la dérivée de Lie dans
la direction du champ d’Euler £. En particulier,

DUE) = A(E)

est la sous-algébre de la R—algebre C*(FE) constituée des fonctions
polynomiales en les fibres de F.
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L’algebre de Poisson quantique Dg(FE) est non-singuliére mais n’est
pas distinguante. Elle est également symplectique, ce qui signifie que
son centre est réduit aux constantes; et elle posséde la propriété d’étre
quasi-distinguante ; en ce sens qu’elle vérifie les deux conditions sui-
vantes

YT € De(E), ([T, A(E)] = 0) = (T € A(E))
{T € De(B)|[T, A(E)] C DE(E)} = DEH(E).

Pour arriver & un résultat de type Pursell-Shanks pour les fibrés vec-
toriels, nous avons commencé par établir un résultat de type Gel'fand-
Kolmogoroff selon lequel 'algébre associative A(FE) des fonctions po-
lynomiales du fibré vectoriel £ — M caractérise ce denier. Cette ca-
ractérisation a été établie en utilisant un résultat tiré de [36] selon
lequel tout isomorphisme ¥ de R—algebres entre A(E) et A(F'), pour
deux fibrés vectoriels £ — M et FF — N, induit un isomorphisme de
R—algebres ¥ : C°(E) — C®(F), dont la restriction a A(E) coincide
avec W. Nous verrons au premier chapitre que C*(FE) est en fait ce
qu’on appelle dans [36] une enveloppe lisse de A(E).

Nous avons pu conclure, en démontrant, bien que Dg(E) ne soit pas
distinguante, un résultat analogue a (2).

Signalons que pour arriver a leurs résultats de type Pursell-Shanks,
Grabowski et Poncin avaient, dans un premier temps, utilisé le carac-
tere symplectique des algébres de Lie étudiées et que par apres, ils
avaient proposé une preuve se passant de cette propriété. La méthode
que nous proposons pour arriver a des résultats analogues utilise la
propriété d’étre symplectique.

Nous complétons ce chapitre par un mot sur la sous-algébre de Lie
D, (E) des opérateurs homogenes de poids positifs; ot nous faisons
remarquer que pour cette derniére, les conclusions obtenues avec Dg(F)
restent valables.

Dans le quatriéme chapitre, nous proposons une autre construc-
tion de l'algébre des opérateurs homogénes d’un fibré vectoriel. Nous
établissons, en passant par quelques considérations topologiques, que
'algebre de Poisson quantique Dg(F) construite par la méthode de
Grothendiek sur A(E) en posant

Da(E) = UxDg(E)
avec D& (E) = A(F) et
D (B) = {T € Homz(A(E), A(E)) : [T, A(E)] C D&(E)},

coincide avec Dg(E). Grace a cette identification, nous avons obtenu
que les dérivations de l'algebre associative A(F) sont données par

Der(A(E)) = Vect(E) N Dg(E).

Nous avons également déterminé les dérivations de A(FE) de poids
nul avec deux approches.
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D’abord, ces dérivations s’obtiennent en termes d’automorphismes
infinitésimaux du fibré £ — M. Plus précisément, on a la relation

Der®(E) = Aut(E)| o),

avec Aut(FE) l'algebre de Lie des automorphismes infinitésimaux de F.
Ce qui permet de conclure que lalgebre de Lie Der?(E) caractérise le
fibré vectoriel E — M, sous les hypotheses de [28].

Ensuite et enfin, nous avons obtenu l'identification

Der(A(E)) = Vect(M) @ gl(E™).

Ce chapitre se termine par une section consacrée a I’étude de I’al-
gébre de Lie Dy(FE) des opérateurs homogeénes de poids nul. Cette sous-
algébre de Poisson quantique de Dg(F) est non-singuliére mais n’est
ni symplectique, ni quasi-distinguante (et donc, ni distinguante). Les
méthodes dues & Grabowski et Poncin ne sont donc plus entiérement
applicables ici. Nous avons néanmoins calculé le centre de Dy(E), dont
les éléments sont polynomiaux en le champ d’Euler, avec des coeffi-
cients réels. Nous nous sommes en particulier intéressé a 1’algebre de
Lie D}(F) des opérateurs homogenes du premier ordre de poids nul.
Nous avons établi que sous les hypothéses de [28], étant donnés deux
fibrés vectoriels £ — M et ' — N, tout isomorphisme d’algébres de
Lie entre DY(E) et DY(F), respectant I'unité, induit un isomorphisme
entre les fibrés vectoriels F et F.

Dans 'avant dernier chapitre, nous nous intéressons aux opérateurs
différentiels agissant sur les sections d’un fibré vectoriel de rang stric-
tement plus grand que 1. Nous commencons par poser une base théo-
rique abstraite en définissant ce que nous avons appelé algébre quasi
de Poisson quantique. Cela se justifie par le fait que pour le crochet des
commutateurs de 1'algébre de Lie D(E, M) des opérateurs différentiels
agissant sur les sections d’un fibré vectoriel E — M la relation (1) est
remplacée par

[DY(E, M), D'(E,M)] C D" (E, M).

Nous avons obtenu le résultat suivant.

Pour deux algébres quasi de Poisson quantiques, non-singuliéres
et quasi-distinguantes, tout isomorphisme ® : Dy — Dy d’algébres de
Lie tel que ®(Z(Ay)) = Z(Az) respecte la filtration.

Ce résultat, appliqué au cas de ’algébre quasi de Poisson quantique
D(E, M), nous a permis de conclure que vue comme C*(M)—module,
I'algebre de Lie D(FE, M) caractérise le fibré E — M, sous les hypo-
theses que le rang du fibré dépasse 1 et que H'(M,Z/2) = 0.

Nous avons ensuite proposé une autre filtration a D(E, M) de ma-
niére a en faire une algébre de Poisson quantique. Nous avons noté cette
algebre par P(E, M). Seulement, cela entraine la perte de la propriété
d’étre quasi-distinguante.
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Pour l'algébre de Lie P!(E, M), nous avons pu obtenir un résultat
de caractérisation Lie-algébrique des fibrés vectoriels sans considérer la
structure de C*>°(M)—module de cette algebre de Lie.

A la fin de ce chapitre, nous avons étudié ’algébre de Poisson clas-
sique S(P(E, M)), limite classique de Ialgébre de Poisson quantique
P(E, M), pour laquelle nous sommes arrivés a des conclusions ana-
logues & celles obtenues avec P(E, M).

Le sixiéme et dernier chapitre est consacré a 1’étude de la structure
de R—algebre associative des différentes algébres rencontrées dans les
chapitres précédents. La question est de savoir si pour ces différentes
algebres (de Poisson quantiques ou classiques et quasi de Poisson quan-
tiques), la structure associative permet les mémes caractérisations que
la structure de Lie.

Pour les algébres de Poisson quantiques ou quasi de Poisson quan-
tiques, la réponse est évidente car, le crochet de Lie étant celui des
commutateurs, tout homomorphisme d’algébres associatives est aussi
un homomorphisme d’algebres de Lie.

La notion d’enveloppe lisse d'une algebre associative géométrique ;
avec comme principal énoncé, le fait I’enveloppe lisse des fonctions po-
lynémes d’un fibré vectoriel £ — M est A(E) = C*(E) est d'une
grande utilité pour les méthodes que nous avons développées dans cette
partie. Nous en avons déduit que I'algébre de Poisson classique S(M),
utilisée par J. Grabowski et N. Poncin pour une caractérisation Lie-
algébrique de la variété M, caractérise cette derniére par sa structure
de R—algebre associative.

Utilisant l’enveloppe lisse de Sg(FE), limite classique de 'algébre
des opérateurs homogénes, nous avons également obtenu une caracté-
risation algébrique de la fibration différentielle T*E — M avec Sg(E).
Pour Sy(F), limite classique de I’algébre des opérateurs homogénes de
poids nul, nous avons obtenu que pour deux fibrés vectoriels £ — M
et F'— N tels que les algebres associatives So(E) et Sy(F') soient iso-
morphes, alors les variétés différentielles M et N sont difféomorphes.

Un résultat similaire a été établi pour la R—algébre associative
S(P(E,M)). Cela nous a permis de conclure que vue comme algébre
de Poisson, 'algébre S(P(E, M)) caractérise le fibré E — M, sans la
condition d’étre considérée comme C*> (M )—module.



CHAPITRE 1

GENERALITES ET NOTIONS DE BASE

Dans cette partie nous commencons par rappeler quelques notions
sur les fibrés vectoriels dont nous nous servons par la suite. Vient en-
suite une section consacrée essentiellement & la notion d’enveloppe lisse
d’une algébre associative. Enfin, quelques notions de topologie sont pré-
sentées. Précisons une fois pour toutes que les variétés différentielles
considérées dans cette thése sont supposées séparées, a base dénom-
brable et connexes.

1. Fibrations différentielles et fibrés vectoriels

Pour une fibration différentielle 7 : E — M, on dira simplement
« une fibration E » si aucune confusion n’est a craindre.

1. Un isomorphisme de fibrations différentielles entre deux fibrations
g B — M et mp : F — N est la donnée d'un couple (¢, ¢) ou
p: E — Fet¢: M — N sont des diffeomorphismes de variétés
différentielles tels que

TROY=¢@oTg.

Dans ce cas, on peut identifier les variétés différentielles M et N, et
supposer alors que les fibrations E et F' ont méme base M = N et que
¢ = idy—n. On dit alors que ¢ est un M —isomorphisme de la fibration
E dans la fibration F' et on a que, pour tout x € M, I'application

©" By — Fy e p(e)

est un difféomorphisme de variétés différentielles; ou E, = 7' (z)
(vesp. F, = 7' (z)) désigne la fibre de E (resp. de F') au point = € M.

Si £ — M et ' — M sont des fibrés vectoriels, un M —isomorphisme
@ de fibrations différentielles est un isomorphisme de fibrés vectoriels
si, pour tout x € M, le difféfomorphisme ¢* est linéaire.

2. Soient E et F' deux fibrations de méme base M, de fibres type
respectives H et G et ¢ : F — F un M —isomorphisme de fibrations.
Considérons un recouvrement ouvert (U,) de M par des domaines de
trivialisation de E et F' a la fois. Notons, pour chaque indice «, par

0o Uy x H— 15 (Uy) et po: Uy x G — 75 (Uy)

les difféeomorphismes de trivialisation locales des fibrations E et F' res-
pectivement.
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On observe alors que
Yo = Pt o0 (Q0|7rgl(Ua)> 004 : Uy xH—U, xG
est de la forme
(@,y) = (z,0a(z,y))
ou 0 est une application de classe C* telle que pour tout z € U,,
do(z, ) soit un difféeomorphisme de H, sur G,; on dit alors que ¢, est

I’expression locale de ¢ correspondant & o, et d,.
En notant les difféomorphismes de transition par

Opa = 043 © Tga €t Vga = Pos © Ppa

on a que le diagramme suivant est commutatif

() Ung x H -2 Uss x G

95& l lﬂﬂa

UaﬂXHWUQQXG

oll nous avons posé, pour tout couple d’indices («, ), Ugq = Uy N Up
et Y80 = alUas)xH-

3. Soient £ — M une fibration de fibre type H et (U,) un recouvre-
ment ouvert de M par de domaines de trivialisation de E. Conservons
les notations du paragraphe précédent et supposons données une se-
conde variété différentielle G, et, pour tout couple d’'indices («, 3), une
application

ﬂﬂaZUﬂaXG—)UBQXG
de la forme
(z,y) = (2, 0pa(2, y))

oll 0, est une application de classe C* de sorte que les conditions
suivantes sont vérifiées

(1) pour tout x € Ugy, pa(x, ) : G — G soit un diffeomorphisme

(2) la «relation de recollement »

05, = 1,00},
est vérifiée.

Notons par F' — M la fibration ainsi définie (par recollement).



2. CONNEXIONS 9

On suppose en outre donnée, pour tout indice «, une application
0o : Uy x F, — G,

de classe C*, avec d0,(x, -) un difféomorphisme, et on considére 'appli-
cation

Vo Uy X Fy =5 Uy X Gy 2 (2,y) = (2,00(2,9))

telle que le diagramme (%) soit commutatif. Il existe alors un M —isomor-
phisme et un seul ¢ : F — F' tel que

Yo =P, 0pOT,

2. Connexions

Il est question, ici, de rappeler quelques notions sur les connexions
linéaires d’un fibré vectoriel. Ces notions sont utilisées dans la suite
sans référence explicite & cette section.

2.1. Définition. Soit 7 : E — M un fibré vectoriel de type R".
— Une dérivation covariante V de E est une loi qui a tout champ
de vecteurs X € Vect(M) associe une application linéaire

Vx :T'(E) = T(F): (X,s)— Vxs
telle que pour tous X,Y € Vect(M), f,g € C*°(M),s € I'(E)
(1) Vx(fs) = (X.f)s+ fVxs,

(2) VfXﬂny = fVXS + gVyS.

Pour une trivialisation (U, ¢) de E avec U le domaine de carte
(U, (z',--- ,2™)) de M, il existe une 1—forme I" de classe C* sur
U a valeurs dans gl(n,R) telle que localement on ait

Vxs= iX’@-s + I'(X)(s)

i=1

ot Y. X'0; est expression locale du champ de vecteurs X dans
la carte (U, (z°,--- ,2™)).

— Si V est associé a une connexion sur une réduction du fibré des
repéres linéaires de E a la quelle le fibré E est associé, alors la
forme I' est a valeurs dans ’algébre de Lie du groupe de structure
de cette réduction. Cette remarque sera utilisée ultérieurement
avec le sous-groupe O(n), la réduction étant alors définie par le
choix d’un produit scalaire sur chaque fibre de E.
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2.2. Relévement horizontal. Relativement & une connexion li-
néaire sur £ — M, tout champ de vecteurs X de M se reléve en un
champ de vecteurs X" de E tel que si localement, dans un domaine de
trivialisation U de E le champ X se décompose en » " X*(x)d;, on
ait pour son relévement horizontal, dans Ey

Ky = Yo 3 (St )5

Ff est de classe C™ en x,y et a valeurs dans R.

3. Automorphismes infinitésimaux d’un fibré vectoriel

Soit £ — M un fibré vectoriel de type R™. Par définition, un champ
de vecteurs Z € Vect(E) est un automorphisme infinitésimal de E' si
[£,7Z] = 0. Nous convenons de noter I’ensemble des automorphismes
infinitésimaux de E par Aut(E). C’est une sous-algebre de Lie de l'al-
gébre de Lie Vect(E) des champs de vecteurs de E.



4. UN PEU D’ALGEBRE 11

4. Un peu d’algébre

Dans cette partie, nous présentons quelques notions sur les R—algébres
associatives commutatives dont nous nous servons dans la suite de ce
travail. Elles sont pour 'essentiel tirées de [36].

Soit F une R—algeébre associative commutative avec unité. Dans les
lignes qui suivent, on dira simplement que F est une R—algebre.

On note par |F| := M, l'ensemble de tous les homomorphismes de
R—algebres de F dans R

M>sz:F—=R:f—ax(f).

Les éléments de M sont alors appelés R—points de ’algebre F et 1'en-
semble | F|, 'espace dual des R—points.
Une R—algébre F est dite géométrique si la partie
Z(F) = ﬂ Kerx
z€|F|
est réduite a I’élément nul.

PROPOSITION 4.1. St F est une R—algébre de fonctions sur un
ensemble donné N, alors F est géométrique.

DEMONSTRATION. Précisons que par fonction sur un ensemble N
nous entendons une fonction f : N — R. Considérons 'application
0 : N — |F| associant & tout point a € N, 'homomorphisme de
R—algebres F — R : f +— f(a). En d’autres termes,

0(a)(f) = f(a), Yae N\VfeF,

et on a bien que 6(a) est un homomorphisme de R—algebres. Observons
que par le biais de la définition

f(x):=z(f),x € |F|, f € F,

tout élément de F peut-étre vu comme fonction sur l'espace dual |F|.
En particulier, on a

f(0(a)) = 0(a)(f) = f(a).
Par suite, si un élément f € F s’annule en #(a), pour tout a € N, alors
f est I’élément nul de la R—algebre F. De l'inclusion

ﬂ Kerx C ﬂ Kerf(a)
z€|F]| aeEN

on déduit alors que F est géométrique. O

Une R—algebre géométrique F est dite C*—fermée si pour toute
collection finie d’éléments f1,--- , fr € F et toute fonction g € C*(IR¥),
il existe f € F tel que

fla) = g(fi(a), -~ frla)), Vae|F]|
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Notons qu'un tel élément f € F est déterminé par les f; et g de maniére
unique car F est géométrique. A titre d’exemple, pour tout n € Ny, la
R—algebre C>*(R") est C*—fermée.
Soit F une R—algébre géométrique que nous identifions avec une par-
tie de I'algébre des fonctions sur |F|. Considérons I'ensemble F défini
comme l'ensemble de fonctions sur |F| pouvant étre écrites sous la
forme

g(fla"'?fk)> kGN, fie‘/t‘7 gECOO(Rk)
L’ensemble F a une structure évidente de R—algébre et F en est bien
une sous-algébre. En vertu de la proposition 4.1 précédente, F est géo-
métrique. Cette algébre est également C*°—fermée.
Par définition, la R—algébre F ainsi associée a la R—algébre géomé-
trique F est appelée enveloppe lisse de F. Elle jouit de la propriété
importante suivante.

PROPOSITION 4.2. Soient F une R—algébre géométrique et F son
enveloppe lisse. Pour tout homomorphisme V : F — F' de R—algébres,
avec F' une R—algebre C°—fermée, il existe un unique homomor-
phisme de R—algebres U : F — F' tel que ¥ = Vo4, aveci: F — F
I’inclusion canonique.

DEMONSTRATION. Considérons la correspondance suivante

U(g(fr, 5 fo) = 9((f1), -, W (fi))

définie de F dans F'. Cette correspondance est une application. Cela
vient directement en utilisant le fait que F’ est géométrique et en ob-
servant que pour tout a’ € |F'|, on a bien o’ o ¥ € |F].

Pour I'unicité de cette application, supposons qu’il existe une applica-
tion W : F — F' telle que ¥ = W oi. Alors pour tout a € |F'|, on peut
écrire

Y(g(fr,-- f)la) = g

= g(¥(fr),---, ¥(fe)(a)

On en déduit légalité U = W, puisque F’ est géométrique.
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L’application ¥ ainsi définie est bien un homomorphisme de R—algeé-
bres. En effet, si

g(fh"'?fj)'gQ(f{a" fk) ( 17"'7f1i/>

alors on a, pour tout a € |F'|,

U(g"(f, - 1)) =9%Wf)m,WﬂD@

J (e f o)
= o 1) T SN0 W
- G f;)(aoﬁ’)) (ol fl o f)ao W)

ce qui suffit, ' étant géométrique. U
On en tire alors le résultat suivant dont une preuve peut étre trouvée

dans [45].

PROPOSITION 4.3. Soient Fy et Fo deux R—algebres géométriques.
StV Fy — Fy est un isomorphisme de R—algebres, alors il existe un
unique isomorphisme de R—algébres U Fi — F tel que ¥ = To i1,
avec iy« Fy — F1 Uinclusion canonique.

PROPOSITION 4.4. Soient F et G deux R—algebres géométriques.
On a alors 'implication suivante

FcGg— FcCg.
Et l’égalité

|

F =
en est un corollaire.

DEMONSTRATION. Comme F C ?, notons i : F — G I'injection
canonique. D’apreés la Proposition 4.2, ¢ s’étend en un homomorphisme
de R—algebres ¢ : F — G. La formule définissant ¢ donnée au début
de la démonstration de la méme Proposition 4.2 permet de voir que i
n’est rien d’autre que l'injection canonique de F dans G.

De l'inclusion F C F, on tire alors que F C F. D’ott la conclusion. O

Enoncons un dernier résultat dans cette section et dont la preuve
peut étre trouvée dans [36].

PROPOSITION 4.5. Soit E — M wun fibré vectoriel. L’enveloppe lisse
de la R—algebre A(E) des fonctions polynomiales en les fibres de E est

la R—algébre C*(E.)
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5. Un peu de topologie

Ici nous regroupons des notions de topologie dont nous nous servons
dans la suite. Elles seront, comme certaines autres notions rappelées
dans ce chapitre, utilisées dans le reste de ce travail sans nécessairement
mentionner un renvoie explicite a elles. Elles sont tirées de [8] et de [42].

5.1. Espaces de Baire. On appelle espace de Baire un espace
topologique séparé E ayant la propriété suivante :

St Fy, Fy, -+ [ F,,--- est une suite de fermés de E d’intérieur vide,
leur union F = U, F,, est encore d’intérieur vide.

5.2. Espaces de Fréchet.

— On appelle espace localement convexe un espace vectoriel topo-
logique E dont la topologie peut étre définie par une famille de
semi-normes. Concrétement, si (pq)acr st une famille de semi-
normes définissant la topologie d’un espace localement convexe
E, on a un systéme fondamental de voisinages de 0 dans F en
considérant les ensembles

W((c);r) ={x € E: py,(z) <rpourl<i<n}

o (a;)1<i<n parcourt ensemble des familles finies d’indices de
I, et r 'ensemble des nombres réels strictement positifs.

— On appelle espace de Fréchet un espace localement convexe sé-
paré E dont la topologie peut étre définie par une famille dénom-
brable de semi-normes et qui est complet pour toute distance sur
E invariante par translation.

— Les espaces de Fréchet sont métrisables et de Baire.

5.3. Partie absorbante et partie équilibrée.
— Dans un espace vectoriel topologique E sur R, on dit qu’une partie
A est équilibrée si pour tout A € R tel que [A| < 1, on a

MNA C A.

— On dit que A est absorbant si, pour tout z € FE, il existe un réel
a > 0 tel que
N <a=XIreA

— Une partie absorbante de E engendre I'espace vectoriel E.
Tout voisinage de 0 est absorbant.



CHAPITRE 2

ALGEBRES DE POISSON QUANTIQUES ET
CLASSIQUES

Comme annoncé dans 'introduction, toutes les notions présentées
dans ce chapitre sont tirées des articles de Grabowski et Poncin se
trouvant dans notre bibliographie. Dans les chapitres suivants, nous
nous servons a la fois des résultats présentés dans ces articles et des
méthodes développées pour les obtenir.

1. Quelques définitions

Une algébre de Poisson quantique est une algébre associative filtrée
avec unité,

D=U2,D, D' cD*t, D.DIcD,
sur un corps commutatif K de caractéristique nulle telle que
[DZ,D]] C Di-i-j—l’

ou ce crochet est celui des commutateurs. On étend la filtration sur Z
en posant

D' =0,Vi<0.
On observe alors que A = D° est une sous-algébre associative commu-
tative de D, appelée algébre de base de D et que D' est une sous-algébre
de Lie de D.

En identifiant £ € K et k1 € D, les éléments de K sont appelés les
constantes de D.

Une algebre de Poisson classique est une algébre commutative as-
sociative graduée

S=ps, &8 cs,
=0

avec unité 1, sur un corps commutatif K de caractéristique nulle , et
munie d’un crochet de Poisson {.,.} tel que

{§", &7} c &L
On observe que A = S° est une sous-algébre associative de S et que

S! est une sous-algebre de Lie de (S,{.,.}).

15
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Un opérateur ¢ € Hom(Vy,V;) entre deux espaces vectoriels Z—
filtrés (resp. gradués) respecte la filtration (resp. respecte la graduation)
si

W(Vi) C V4, Viel.

REMARQUE 1.1. Tout élément D € D' induit une dérivation Dec
Der(A) de A définie par
D(f) =D, fl.
PROPOSITION 1.2. A toute algébre de Poisson quantique est asso-

ciée, de maniere canonique, une algebre de Poisson classique.

DEMONSTRATION. L’algébre D étant quantique, on pose
S(D) = EBiEZSi(,D)v
ou 8(D) = D'/D L.
Pour D € D, l'entier i tel que D* soit le filtre de moindre indice conte-

nant D est appelé ordre de D et on note ¢ = ord(D). On définit alors
le symbole principal de D par

o0:D—{0} — S(D):0(D)=D+ D"
et le symbole o;(D) d’ordre i > ord(D) par
[0, sii>ord(D)
oi(D) = { o(D) si i = ord(D)
Onaoc(A)=A4=38"

On définit alors la multiplication commutative et associative et le cro-
chet de Poisson dans S(D) par

U(Dl) . 0<D2) = Uord(D1)+ord(D2)<D1 : D2)7
et
{o(Dn),0(D2)} = Oorapy)+ord(ps)—1([D1, Da)).
O

L’algébre de Poisson classique ainsi définie est appelée limite clas-
sique de I’algébre de Poisson quantique considérée.
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On a alors le théoréme suivant.

THEOREME 1.3. Pour toute algébre de Poisson quantique D, il
existe une unique structure d’algebre de Poisson classique sur [’espace
gradué S(D) telle que

U(D1) : U(Dz) = Uord(D1)+ord(D2)(D1 : DQ)
et
{o(Dn),0(D2)} = Oorapy)+ord(ps)—1([D1, D2)),
pour tous Dy, Dy € D. En particulier,
o([D1, Ds])
{o(D1),0(Ds)} = § ou
0.

COROLLAIRE 1.4. Pour tous D1, Ds, ..., D, € D, si
(D1, [Da, ... [Dn—1, Dy]]] = 0,
alors
{o(D1):{o(D2),..; {0 (Dn-1),0(Dn)}}} = 0.
Soit § une algebre de Poisson classique.
(1) S est non-singuliére si {S', A} = A
(2) S est symplectique si son centre est réduit aux constantes.

(3) S est distinguante si pour tout P € S, on a

VieAdneIN: {P{P, .{P,f}}}=0] = Pec A
N————

nfois
(4) Une algebre de Poisson quantique est non-singuliére (respec-

tivement symplectique ou distinguante) si sa limite classique
est.

PROPOSITION 1.5. Soit D une algébre de Poisson quantique.
(a) L’algebre D est non singulicre si [D', A] = A.
(b) Si D est symplectique alors son centre est réduit aux constantes.
(c) Si D est distinguante, alors pour tout D € D on a

Vfe A IneIN: [D,[D,..[D, fl]]=0= D € A.
P
DEMONSTRATION. (a) Supposons que [D!, A] = A. Alors
o([D', A]) = o(A4) = A.
D’ou le résultat car o([D', A]) = {S'(D), A}.
(b) Supposons que D soit symplectique. Cela signifie que S(D) est
symplectique ; ce qui équivaut a dire que Z(S(D)), le centre de S(D),

est réduit aux constantes.
Pour conclure, il suffit alors de démontrer que o(Z(D)) C Z(S(D)).
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Soit alors D € Z(D). On a o(D) € S(D) et pour tout P = o(D’) €
S(D) on obtient

{o(D), P} = {o(D),a(D)}

= o([D, D)
= o([D',D]) ={o(D"),0(D)} ={P,a(D)}.
(c) I suffit d’appliquer le corollaire du précédent théoréme. O

EXEMPLE 1.6. L’ensemble D(M) des opérateurs différentiels li-
néaires D sur une variété différentielle M, avec

D:C*®(M) — C®(M),
est une algébre de Poisson quantique dont la limite classique est
Pol(T*M) = S(M),

l’algébre de Poisson classique des fonctions polyndémes sur T* M.

Soit £ une algébre de Lie. On note par Nil(L) la partie définie par
Nil(L)y={De L:VD € L,3Ine N: [D,[D,...[D,D']]] =0}
—_——

nfois

2. Caractérisation Lie-algébrique des variétés

LEMME 2.1. Soient V' un ouvert de R™ et xg = (x},...,zJ") € V.
Pour tout i € {1,--- ,m}, il existe une fonction h € C>(V) et une
suite (v,) a éléments dans V' et convergeant vers xq telles que toutes
les dérivées de h par rapport auz variables distinctes de x* sont nulles
et

=0, pour tout k € {0,...,n — 1}
(9%h) (vn) et
# 0 pour k = n.

THEOREME 2.2. Soit D(M) l'algébre de Poisson quantique des opé-
rateurs différentiels lincaires.
(1) Quel que soit D € D(M),
(Vfe A(M),3n € N : (adD)"(f) =0) = D € A(M).
(2) L’algébre D(M) est non-singuliére.
(3) Si de plus la variété M est connexe, l’algébre D(M) est sym-
plectique.

Une maniére de démontrer la relation (1) est proposée dans [18] et
une autre dans [17]. Elles sont omises ici; signalons que celle proposée
dans [17] est basée sur le Lemme 2.1 précédent.

La relation (2) est établie dans [35].
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PROPOSITION 2.3. St L est une algebre de Poisson quantique ou
classique distinguante de base A, alors

(@)Nil(L) = A;
W{PeS: {PA CS}=8"aA>i>-1)

dans le cas ou L = S est classique. Et dans le cas ou L = D est
quantique, on a

(c){DeD:[D,A CD}=D".

DEMONSTRATION. (a) Dans le cas quantique, en vertu de la Pro-
position 1.5, Nil(L£) C A. Et linclusion réciproque est évidente. Ce
résultat est direct dans le cas ou L est classique.

(b) L’inclusion
{PeS:{PA}CS}DODSuaA

étant immeédiate, il reste a établir I'inclusion réciproque.

Soit P € S tel que {P, A} C S,.

Si P € §;,1, le probléme est résolu. Supposons donc pour terminer que
Pes S) Si-i-l = (S — Si+1) U {0}

On peut donc écrire P comme somme des H; € S;,(j = 0,1, ...) tel
qu’au moins pour un k # ¢ + 1 on ait Hy # 0.

Relativement a cette décomposition de P, { P, A} se décompose en une
somme des {H;, A} telle que

{Hk,.A} CcCSos,.
(c) De maniére analogue que dans (b), 'inclusion suivante est directe :
{DeD:[D,A cD}>D.

Pour I'inclusion réciproque, supposons par 1’absurde que D € D —D*!
et [D, A C D'
Observons qu’alors
ord(D) —1>1
et que
Vf c A, Dord(D)—l—ord(f)—l _ Dord(D)—l'
Or le crochet {o(D;),0(D3)} vaut o([D1, D) dans le cas ou

Dord(Dl)—‘rord(Dg)— 1

est le plus petit filtre contenant [D;, Dy| et il est nul dans le cas
contraire. Donc on a bien

{o(D), A} = {0} car [D, A] C D"

La limite classique de D étant distinguante par hypothése, on conclut
que o(D) € A. Ce qui est absurde. d
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REMARQUE 2.4. On notera par C(D) le centralisateur de ad s dans
Homg (D, D) :
Vel(D) & [V,ady =0
& Voads—adfoV =0,Vfe A
Cela se traduit par :
VD € D,V(ads(D)) = ads(¥(D)),Vf € A,
ou de maniére équivalente par
w([D, f]) = [W(D), f),¥f € A
Observons que la multiplication a gauche par un élément f € A, notée
et définie par
v :D—=D:Dw— f-D,
est un élément de C(D).
Dans les lignes qui suivent, on énonce un résultat démontré par J.
Grabowski et N. Poncin mais dont la preuve est omise ici. Mais plus

loin, & la Proposition 1.6 du chapitre suivant, nous présentons la preuve
de Grabowski et Poncin avec des hypothéses moins fortes.

THEOREME 2.5. Soit D est une algébre de Poisson quantique dis-
tinguante et non-singuliere. Alors tout W € C(D) respecte la filtration
et pour tout f € A on a

U(f) = FU().

THEOREME 2.6. Soient Dy et Dy deux algébres de Poisson quan-
tiques distinguantes et non-singulieres. Alors tout isomorphisme ® :
Dy — Dy d’algébres de Lie respecte la filtration et sa restriction ® | 4,
a Ay est de la forme

(I)|A1 = ]{:\If,

ot k est un élément central de Sy et inversible dans l’algébre associative
Ay et U Ay — Ay est un isomorphisme d’algébres associatives. Le
résultat reste valable si Dy et Dy sont remplacées par leurs sous-algébres
de Lie respectives D} et Di.

DEMONSTRATION. Les ensembles Endg(D;) et Endg(Ds) étant
des algébres de Lie, considérons I'isomorphisme d’algeébres de Lie

O, : Endg (D) — Endg(D,)
défini, pour © € Endg(D;), par :
P, (0) =000 o0d !
Démontrons maintenant que

3.(C(Dy)) = C(Dy).
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Il suffira de démontrer Iinclusion dans un sens. Pour tout © € C(D,),
on a pour tout D € D,

©.(O)([D, As]) = ¢(O([27'(D), Ai]) = &([6(2(D)), Ai])
= [®(6(27(D)), Az] = [2.(0)(D), As].

En particulier, on a
P.(v,) € C(Dy),Yg € As.
On en déduit que
D, (75)(h) = Pu(y)(1).h, Vh e Ay,
c’est-a-dire quel que soit 'élément h € A,,
®(g.07'(h)) = D(g.27'(1)).h, (2)

Observons que, ®~!(1) est central dans D; (pour la structure d’algebre
de Lie de Dy). En substituant ®(f), (f € A1) a h dans (2), on obtient

D(f.g) = (9.9 '(1)).9(f),

quels que soient f, g € Aj.
Par suite, en posant ( = ®~1(1), on obtient

O(f.9) = P(g.f) = 2(9.0)-2(f)
®(f)-2(9.¢)
D(f).2(9)-2(¢-)
On écrit donc, quels que soient f,g € Aj,
O(f.9) = D(¢*)-2(f)-2(9)-
En particulier, pour f =1et g=(, on a
o(¢*).0(1) = 1,
ce qui traduit que I’élément ®((?), central dans D,, est inversible dans

lalgébre associative As.
D’ot, en posant ®(¢?) = k~! et définissant ¥ par

U(f)=k"D(f),Vf € A,
on a directement, quels que soient f,g € A,
V(f.g9) =k"".0(f.9) = V(f).¥(g).

Ce qui achéve la démonstration du théoréme. [l

Les résultats précédents restent valables si on remplace les algébres
de Poisson quantiques D;, (i = 1,2) par des algébres de Poisson clas-
siques S;, (i = 1,2). (La démonstration est analogue)

On peut donc énoncer le résultat suivant.
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THEOREME 2.7. Soient 81 et Sy deux algébres de Poisson classiques
distinguantes et non-singuliéres. Alors tout isomorphisme ® : & —
Sy d’algebres de Lie respecte la graduation et sa restriction ® |4, a Ay
est de la forme

P |A1 - k‘\I’,
ot ot k est un élément central de Sy et inversible dans ’algebre associa-
tive Ay et W : A — A est un isomorphisme d’algébres associatives. Le
résultat reste valable si S1 et Sy sont remplacées par leurs sous-algébres
de Lie respectives S} et S;.

COROLLAIRE 2.8. Si deuz algébres de Poisson quantiques (respec-
tivement classiques) distinguantes Py et Py et non-singuliéres sont des
algebres de Lie isomorphes, alors leurs algébres de base respectives A,
et Ay sont des algébres associatives isomorphes. Ce résultat reste va-
lable si on remplace ces algebres par leurs sous-algebres de Lie P} et
Py :si Pl et Py sont isomorphes alors les algebres de base A; et Ay
sont des algébres associatives isomorphes.

Considérons de nouveau l'algébre de Poisson quantique D = D(M)
des opérateurs différentiels linéaires d’une variété différentielle M, sup-
posée de Hausdorff, & base dénombrable et connexe.

On démontre le résultat suivant :

THEOREME 2.9. Théoreme de Milnor
Soient M et N deux variétés différentielles. Une application

O C(M) — C®(N)

est un 1somorphisme d’algébres associatives si et seulement si il existe
un difféeomorphisme ¢ : N — M tel que

O(f)=fog,Vfe (M) (%)
On peut maintenant énoncer le résultat de type Pursell-Shanks sui-
vant.

THEOREME 2.10. Les algeébres de Lie D(M,) et D(Mz) (respecti-
vement D' (M) et D' (My) ou S(My) et S(Ms)) des opérateurs diffé-
rentiels (respectivement des opérateurs différentiels du premier ordre
ou des tenseurs symétriques contravariants) sur deuzx variétés différen-
tielles My et My sont isomorphes si et seulement si les variétés My et
M, sont difféeomorphes.

Terminons cette partie par le résultat suivant qui met en relation
les algeébres de Poisson quantiques D(M) et D(L), cette derniére étant
celle des opérateurs différentiels agissant sur les sections d’un fibré en
droite L — M.

THEOREME 2.11. [l eziste un isomorphisme V : D(M) — D(L)
d’algebres de Lie tel que

U(D*(M)) =D*(L), VEkeZ



CHAPITRE 3

ALGEBRE DE LIE DES OPERATEURS
DIFFERENTIELS HOMOGENES D’UN FIBRE
VECTORIEL

Soit E — M un fibré vectoriel. L’algébre de Lie des opérateurs
différentiels agissant sur les fonctions de classe C*° de E est notée par
D(E) et peut étre définie par

D(E) = JD'(B),

>0

avec DY(F) = C®(E), D" (E) = {T € Homg(C>(E);C>®(F)) :
[T, C=(E)] € D*(E)}.

Observons déja que l'algebre de Poisson quantique D(FE) caractérise
Lie-algébriquement la variété £ au sens « Grabowski-Poncin » comme
nous ’avons vu dans le chapitre précédent. Et cela équivaut a dire que
'algeébre associative C*(FE), caractérise la variété E. Ainsi, pour deux
fibrés vectoriels F — M et ' — N, le fait que les algébres de Lie
D(E) et D(F) sont isomorphes signifie que les varié¢tés E et F' sont
difféomorphes, et cela, indépendamment du fait que les variétés M et
N sont difféomorphes ou pas.

Nous allons construire, dans ce chapitre, une sous-algébre de Pois-
son quantique de D(F) contenant, a isomorphisme preés, l'algébre de
Poisson quantique D(M) et ayant « suffisamment d’informations » sur
la structure du fibré £ — M, de maniére a4 avoir une caractérisation
Lie-algébrique.

1. Opérateurs différentiels homogénes

Soit £ — M un fibré vectoriel. Considérons Dg(F, M) le R—espace
vectoriel défini par

De(E, M) = | J DE(E, M),
k>0
avec DE(E, M) I'espace engendré par I’ensemble

{T € D¥E)|3s € Z: LeT = sT}

et ou Lg désigne la dérivée de Lie dans la direction du champ d’Euler
& du fibré vectoriel £ — M.

23
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L’espace Dg(E, M) est une sous-algebre de Lie de D(F) satisfaisant

aux conditions suivantes.

DE(E,M) C DFTY(E, M), DiE,M)-DL(E,M)C DFY(E, M)
et

[Di(E, M), DL(E,M)] C Dit'"Y(E, M).
Les éléments de 'algébre de Lie Dg(E, M) seront appelés opérateurs
(différentiels) homogénes du fibré vectoriel £ — M. Ainsi, I'algébre de
Lie Dg(FE, M) est une algébre de Poisson quantique, admettant comme
base I'algebre associative commutative A(E, M) = D2(E; M), 'algébre
des fonctions de classe C* de E qui sont polynomiales en les fibres.
On a ainsi
A(E, M) = P A*(E, M)
s>0

avec A*(E, M) ={ue A(E,M) : Leu = su}.
Dans la proposition suivantes, nous regroupons quelques propriétés élé-
mentaires des opérateurs homogénes. Nous nous en servirons souvent
dans la suite sans préciser la référence a cette proposition.

PROPOSITION 1.1. Soit De(E, M) 'algébre de Poisson quantique
des opérateurs homogénes d’un fibré vectoriel E — M. Alors on a

De(E,M) = @ De.(E, M), (x)

reZ

avec Dg .(E, M) le R—espace propre associé a la valeur propre r de Lg.
De plus, on a

[De(E,M),De (E,M)] C Dg,is(E, M) (k%)
et pour T € Dg .(E,M) etu e A"(E,M) on a
T(u) € A™(E, M). (* * )

DEMONSTRATION. La relation (%) est immédiate. Pour tous T' €
De,(E,M) et D € De o(E, M), on a par 'identité de Jacobi

= r[D,T]+s[D,T] = (r + s)[D,T].

Si maintenant on considére u € A*(F, M), alors on a d’une part
(LeT)(u) = rT(u),
car T' € D¢, (E, M), et de autre
(LeT)(u) = E(T(w)) = T(E(u)).

Par suite,

E(T(u)) =rT(u) + sT(u)
et la relation (x * *) est ainsi vérifice. O

REMARQUE 1.2. Dans la suite, les éléments de Dg(E; M) sont vus
comme endomorphismes de l’espace vectoriel A(E, M).
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1.1. Une caractérisation locale de ’algébre D,.(E, M).

PROPOSITION 1.3. Si T € De(E, M) a comme expression locale

dans une trivialisation de E, avec ((x')1<i<m, (¥’ )1<j<n), comme coor-
données locales, alors uq g est polynomial en y.

DEMONSTRATION. Plus précisément, nous allons montrer que pour
tout T' € D, (E, M) dont 'expression locale est de la forme donnée dans
I’énoncé et vérifiant

LeT =T (%)

on a que u,g est une fonction polynomiale en les fibres et homogéne de
poids |B| 4+ r; avec la convention A'(E) = {0}, pour i € Z\ N.
Observons que pour tout f € C*°(E), on a

(Ledi)f = Le(0;f) — 0i(Lef)

= D (W05f) = X (0i(y'0;f)) = —0f.

J J

On en déduit ’égalité suivante
=8 =8
Le(97) = —|Bl 0.
Par suite, pour tout u € A(E, M),
Le <ua,5aa56> (u) = Lg (ua,gﬁo‘gﬁu) — uaﬂaagﬂ([/gu)
= (Lgua,g)ao‘gﬁu + ua”ng(@ag’Bu) — ua,gaagﬁ(Lgu)
= (Lgua”@)a“gﬁu + ua,gaaLg@ﬁu) — ua,gﬁo‘gﬁ(Lgu)
= (Letiag) 999 u + g 50° ((ngﬂ)u + éﬁ(Lgu))
- uaﬂ@agﬂ([/gu)
= (Lguaﬁ)ﬁagﬁu — 18] uaﬁﬁc’@ﬁu.
D’o, en appliquant la relation (*), on peut alors écrire
> (Lettag = (8] +7) tap) 00 u =0,
o] +]B]<k

pour tout u € A(FE;M). Par suite, pour tous indices «, 3 tels que
a4+ 8] <k, on a

Leua,g = (I6] + 1) ttag = 0
et donc u, g est homogéne de poids |5] + 7. O
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REMARQUE 1.4. Observons qu’en vertu de la Proposition 1.3, si
T € D(E, M) est tel que LeT = rT, on peut avoir r € 7\ N; bien que
pour f € C®(E) la relation Le(f) = sf impose qu’on ait s € N.
Les éléments de Dg(E, M) qui sont vecteurs propres de Lg associés a
des valeurs propres appartenant a N engendrent une sous-algébre de Lie
de De(E, M), en vertu de la Proposition 1.1 de la section précédente.
On note cette sous-algébre par Do (E, M) et on a directement

Dy (E,M) =P De,(E. M) =D\ (E,M),
r>0 i>0
ou, par définition, on a posé
Di(E, M) =D, (E,M)NDL(E,M).
1.2. Caractérisation Lie-algébrique de l’algébre des fonc-
tions polynomiales. Dans cette partie, pour un fibré vectoriel 7 :

E — M, nous noterons plus simplement 'algebre de Poisson quan-
tique Dg(E, M) par Dg(FE) et sa base par A(E).

DEFINITION 1. Une algébre de Poisson quantique D de base 1’al-
gébre associative commutative A et de limite classique S est dite quasi-
distinguante si, pour tout P € S,

{PA}=0= P e A

Notons par Sg(FE) l'espace {o(T) : T € De(FE)} ou o(T') désigne le
symbole principal de T' € Dg(FE). Cet ensemble Sg(FE) est une partie
de I'algebre de Poisson classique

S(E) = {o(T) : T € D(E)} = Pol(T*E).

La restriction du crochet de Poisson de Pol(T*E) a Sg(E) fait de ce
dernier espace une algébre de Poisson classique que nous identifions a
la limite classique de I'algebre de Poisson quantique Dg(E).

L’algébre Dg(FE) serait distinguante si pour tout P € Sg(E) on avait

Vue A(E),In e N: {P,{P,.{P,u}}} =0 | = (P € S(E) = A(E)).
fois

Ce n’est pas le cas. En effet, considérons P € Sg(FE) \ S¢(F) dont le
champ hamiltonien s’écrit localement dans une carte de T*(F) de co-

Il i

(2", 7 ) (1<i<ms<j<n) de la carte correspondante de E
Hp = Ad,
avec 0y1(A) = 0. On a alors pour tout v € A(E),
Hp(u) = A0y (u).
Et on tire donc que
(@dP)"(u) = (Hp)"(u) = A3} (u).
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Puisque u est de degré fini en 3!, il existe bien n € N tel que
(adP)"(u) = 0.

Les méthodes appliquées a D(M) au chapitre précédent pour ca-
ractériser 1'algébre de base A(M) = C*(M) ne sont plus entiérement
valables pour l'algébre Dg(F).

Dans les lignes qui suivent, nous proposons une adaptation de ces
méthodes pour obtenir des résultats similaires.

Précisons également que nous supposons fixée, pour un fibré vec-
toriel donné £ — M, une connexion linéaire, relativement a la quelle,
pour tout champ de vecteurs X de M, nous notons par X" le relévement
horizontal.

PROPOSITION 1.5. Soit 7 : E — M wun fibré vectoriel. L’algebre
de Poisson quantique Dg(E) est non-singuliére, symplectique et quasi-
distinguante.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que D¢ (E) est non-singuliére ;

c’est-a-dire que 1’égalité

[Ds(E), A(E)] = A(E)
est bien vérifiée. Notons que I'inclusion

[D:(E), A(E)] C A(E)
est immédiate. Pour I'autre sens de I'inclusion, si u € A"(E) avec r # 0
on a l’égalité

u=(r—'&)-u.

Et pour r = 0, on peut écrire
u = Zth (),
i
avec u = v , v € C*°(M), en utilisant la décomposition
V= ZXZ * Vs,
i

ot X; € Vect(M) et v; € C®(M); X! étant le relévement horizontal de
X, par rapport & une connexion sur F. Cette derniére décomposition
découlant du fait que D(M) est non-singuliére.

Montrons ensuite que Dg(E) est quasi-distinguante. Soit P € Sg(FE)
tel que le champ hamiltonien associé soit localement décrit par

Hp = A0, + Bj@yj — 018& — Djanj.

Supposons que P commute avec A(F). Il commute alors en particulier
avec AY(E) et on a donc

A;=0,(P)=0, Vie{l,---,m}.
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La relation A; = 0 combinée avec le choix des u; € A(E) conve-
nables permettent de déduire de 'égalité Hp(u;) = 0 que pour tout
j€{l,---,p}, on a bien

En effet, il suffit de considérer des fonctions v; € A(E) tel que locale-
ment, dans une carte adaptée au fibré, on ait v;(z,y) = f;(x)y’, avec
f € C®(M). On a ainsi obtenu le résultat cherché.

Démontrons maintenant que l'algébre de Poisson quantique Dg(E)
est symplectique. Comme Dg(FE) est quasi-distinguante, le centre de
S¢(E) est donc une partie de A(FE). De plus, si u € Z(Sg(F)), on a
{o(T),u} = 0, pour tout T' € DE(E); on en déduit que u est locale-
ment constant, en passant aux coordonnées locales, et cela est suffisant

puisque la variété E est supposée connexe.
O

PROPOSITION 1.6. Soit D une algebre de Poisson quantique de base
A et de limite classique S. Si l’algébre D est non-singuliére et quasi-
distinguante, alors

(1) pour tout i e N, {D € D:[D,A] C D'} = D" ;
(2) tout ip € C(D) préserve la filtration de D ;
(3) pour tout ¢ € C(D) et tout u € A, ¥(u) =1(1)u.

DEMONSTRATION. La preuve est similaire a celle proposée dans
[18]. Nous proposons ici les grandes lignes de la démonstration de ma-
niére & montrer que le fait pour 'algébre de Poisson quantique D d’étre
quasi-distinguante est suffisant.

(1) SiDeD\D"* et [D,Al C D alors {o(D), A} = 0. Comme
D est quasi-distinguante, alors o(D) € A. On en conclut que D € A;
ce qui est absurde puisque A C DL,

(2)  Nous procédons par induction. Pour tout D € D, on a

(D, Al) = [p(D), Al.

En particulier, pour D € A = D, cette égalité donne [¢)(D), A] = 0
et donc @D(D) € A, puisque D est quasi-distinguante. Maintenant, si
(DY) C D! pour i € N, alors pour tout D € D',

[W(D), Al = ¢([D, A]) € $(D") C D".
En vertu du point (1) de cette Proposition, on en déduit que (D) €
Di—&-l'
(3) Notons d’abord que pour tout D € D! et tout u € A, on a

(D, u?] = 2u[D,u].
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Appliquant 1) aux deux membres de cette égalité, se servant du point
(2) de cette Proposition et en vertu de la définition de C(D), on obtient

20(u[D,u]) = W([D,u?)
= [W(D) v
= 2u[(D), ul
2up([D; ul).
En termes de la dérivation induite D € Der(A), cela se traduit par
(3) Y(uD(u)) = wp(D(u)).
En particulier, pour tous u, v, w € A, on obtient
P((u+wyvD(u+w)) = (u+ w)(vD(u + w)).
Cette égalité se réduit en
Y(uwD(w)) + P(wuD(u)) = wp(vD(w)) +wip(vD(w)).
Et pour v = D(w), il vient

Y(u(D(w))*) + P(wD(w) D(u)) = wp((D(w))?) + wip(D(w) D(u)).
Comme w(:wf)(w)f)(u)) — wip(D(w)D(u)) en vertu de (3) avec D rem-
placé par D(w)D, nous obtenons finalement

Y(u(D(w))*) = up((D(w))?)

pour tous u,w € A. Cela montre que [D*, A] est une partie du radical
Rad(7) de Iidéal

J={ue A:v(vu) =v(u), Vv e A} C A.

Puisque D est non-singuliére, on a [D!, A] = A et donc

Rad(J) = A.
On en déduit 1’égalité
J=A,
puisqu’alors une puissance de 'unité de la R—algébre A est un élément
de J. Le résultat s’ensuit immédiatement. O

PROPOSITION 1.7. Soient Dy et Dy deux algébres de Poisson quan-
tiques non-singuliéres, symplectiques et quasi-distinguantes. Tout iso-
morphisme d’algébres de Lie ® : Dy — Dy respecte la filtration et sa
restriction (IJ\AI : Ay — Aj est de la forme

¢‘~Al - kqj,

ou k € Ay est un élément inversible, central dans Do, et ¥ : A1 — A,
un 1somorphisme de R-algébres.
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DEMONSTRATION. Signalons que la preuve s’inspire des méthodes
développées par Grabowski et Poncin dans [18] et dont 'essentiel est
donné dans le second chapitre avec le Théoreme 2.6. Pour tout D € D,
et tous u € Ay, w € Ay, on a

(@0, 0@ )([D,w]) = @ud™ (D), > (w)]
— [® oy, 007 (D),u]
Comme ® o, 0 d~! € C(D,), en appliquant les points (2) et (3) de la
Proposition 1.6, on a que
(4) P(ud H(w)) = @(ud'(1))w € A,

et par suite, ®(u® (1)) € Ay. Puisque (1) est central dans Dy, avec
D, symplectique, c’est donc une constante non nulle et par conséquent
CD(A1) C As.
Le méme raisonnement avec ®~! donne ®(A4,) = As,.

Supposons maintenant, par hypothése de récurrence, que ®(D?) C
Dj pour un i € N. Pour tout D € D', on écrit

[®(D), As] = (D, Ay]) C Ds.
En vertu du point (1) de la Proposition 1.6, on obtient ®(D) € D
et par suite ® est filtré.
Enfin, en posant v = & '(w) € A; et A = ®71(1), Dégalité (4)
appliquée deux fois donne
O(uv) = D(ur)P(v)
= O(Au)®(v)
= O(\)P(u)®(v).
En particulier, pour u = 1 et v = A, la relation précédente montre que

I’élément ®(\?), central dans Dy, est également inversible dans As.
En posant k = ®(\?)~!, Papplication

u€ A k0(u) € Ay,
définit donc un isomorphisme d’algébres associatives et la proposition

est ainsi entiérement démontrée. O

REMARQUE 1.8. La proposition reste vraie pour un isomorphisme
entre les sous-algebres de Lie Di et D. La preuve est exactement la
meme.
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On peut maintenant énoncer le résultat suivant.

THEOREME 1.9. Soient m: E — M etn : ' — N deux fibrés
vectoriels. Tout isomorphisme ® : Dg(E) — De(F') d’algébres de Lie
respecte la filtration et sa restriction ® ‘A(E) a A(E) est de la forme

® [ am) = kY,

ou k € R est non nul et ¥V : A(E) — A(F) est un isomorphisme
d’algebres associatives.
Ce résultat reste vrai pour les sous-algébres de Lie DL(E) et Di(F).

On peut respectivement remplacer Dg(FE) et Dg(F') par Sg(E) et
Se(F), les algebres des symboles des opérateurs différentiels dans Dg(E)
et Dg(F'), pour obtenir des résultats analogues.

2. Quelques caractérisations des fibrés vectoriels.

Pour E — M et FF — N deux fibrés vectoriels, nous établissons
dans les lignes qui suivent que tout isomorphisme entre les algébres
associatives A(E) et A(F') induit un isomorphisme de fibrés vectoriels.

2.1. Un résultat de type Gel’fand-Kolmogoroff.

LEMME 2.1. Soientm: E — M etn: F — N deux fibrés vectoriels.
Siv: A(E) — A(F) est un isomorphisme d’algébres associatives alors

V(AY(E)) = A°(F)

DEMONSTRATION. Pour tout élément u € A°(F) n’ayant pas de
zéro, la fonction u! : e — @ est également un élément de A°(F).
Puisque ¥ est un homomorphisme,

AYF) 2 1p =V(1p) = U(uu) = U(u).U(u")
Cela implique que ¥ (u) et ¥(u~') sont deux fonctions sans zéro, poly-
nomiales de degré zéro en les fibres puisque leur produit est polynomial
de degré zéro en les fibres.

En outre, pour tout élément u € A°(F), la fonction u? + 1g : e —
u(e)? + 1 est sans zéro et appartient a A°(E). Il en résulte que

AYF) 2 U(u? + 1g) = VU (u).¥(u) + 1p,

ce qui montre que W(u) est polynomial en les fibres et de degré zéro.
Nous venons de prouver U'inclusion ¥(A°(E)) C A°(F). La conclusion
en découle en appliquant le méme raisonnement a 1’homomorphisme
inverse W1, O

LEMME 2.2. Tout difféomorphisme ¢ : R™ — R"™ tel que
Pol(R") ={Poy: P e Pol(R")}

est polynomial et sa « partie linéaire » coincide avec l’automorphisme
Yy du R—espace vectoriel de R™.
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DEMONSTRATION. Observons d’abord que ¢ est forcément polyno-
mial ; en ce sens qu’on peut écrire

Sp(ylv s 7yn) - (SOl(yla SR >yn)7w2(y17' e ?yn)? T 7@0n(y17- e 7yn>)
avec, pour tout j € {1,...,n},
QiU yn) =N A Ny + -+ Ny + 0Ly, )

ol l'expression @éQ(yl, ..., Yn) est polynomiale en v, ...,y, de degré
supérieur ou égal a 2. En effet, cela vient du fait que pour tout j €
{1,...,n}, Papplication

(Y1, yn) ER" > y; € R
est un élément de Pol(R™). On a que pour tout y = (y1,...,y,) € R™,

A 0Ly (y) o Ayt Onpa(y)
Py = : :
AT+ 102,(y) o AL+ OnpZa(y)
est un automorphisme linéaire de R". En particulier, pour y = 0, on a
que la matrice

AL L
Ago = :
AP AT

est réguliére. Ce qui achéve la démonstration du lemme. U

THEOREME 2.3. Soient E — M et ' — N deux fibrés vectoriels de
rangs respectifs n et n'. Les R—algébres A(E) et A(F), des fonctions
polynomiales en les fibres, sont isomorphes si et seulement si les fibrés
vectoriels E/ et I’ sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Soit ¥ : A(F) — A(F) un isomorphisme de
R—algebres. Alors, d’aprés la Proposition 4.3 et la Proposition 4.5
du premier chapitre, ¥ s’étend en un isomorphisme de R—algébres
U : C*®(F) — C®(E). Par suite, d’aprés Milnor, il existe un difféomor-
phisme ¢ : E — F tel que,

W(h) =hoy, Yh € C(F).

En particulier, puisque ¥ prolonge ¥, on peut écrire

A(E) ={uop:uec A(F)} (%)
En vertu du Lemme 2.1, on a

Vo mp(CF(N)) = mp(C=(M)).
On en déduit I'existence d'un difféomorphisme ¢ : M — N avec

Vomp(g) =mp(god), Vge CT(N)

Par suite, comme 75.(g) o ¢ = ¥(715(g)), on a, pour tout e € F,

9(mr(p(e)) = g(d(mu(e)).
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Cela se traduit en

Tpop=q¢omp (%)
On vient ainsi de démontrer que (¢, ¢) est un isomorphisme de £ — M
sur F' — N, vues comme fibrations différentielles, les difféomorphismes
de trivialisation locale étant les mémes que ceux qui en font des fibrés
vectoriels. On va donc supposer que les variétés M et N coincident et
considérer ¢ comme un M —isomorphisme de fibrations entre £ — M
et F'— M.
Considérons maintenant un recouvrement ouvert (U,) de M par des
domaines de trivialisation de F et I’ a la fois, en conservant les mémes
notations qu’au chapitre 1, ou o, et p, sont les difféomorphismes de
trivialisation locale relatifs & E et F' respectivement. On a alors, pour
tout couple d’indices («, 3), la relation

Vo © P80 = Pap 0 0ga (% * x)
ol g, et 6,5 sont des difféomorphismes de transition associés respec-
tivement a E et F| et,

g Uag X R" = Uap X R™ 1 (2,) = (2, pa(zy)

la restriction de ¢, = p.' o (¢|W51(Ua)) 0 Og.
Observons en outre que

Pr R" 5 R" : y — da(z,y)
est un difféomorphisme, polynomial en y, tel que
P € Pol(R™) — Po ¢ € Pol(R")

soit un isomorphisme de R—algébres. Ecrivons alors (% (3) sous la forme

A01 (@)D N @)y + et (@), - A (@)D N (@)Y +ean (2, y))
i=1 =1

ou pour tout ¢ € [1,n] NN, goff(x,y) est un polyndome en y et dont

chacun de termes est de degré supérieur ou égale a 2.

En vertu du Lemme 2.2 précédent, on observe que (A, ;(z)) est alors une

matrice réguliére. Ainsi, pour tout indice o, on a un difféfomorphisme

Yo : Ua X R" = Uy x R : (2,9) = (2, (N, ;(2)) (1))
tel que

Yoy O N @)y, Y Na(@)y' Y AL (@)Y
i=1 i=1 =1

soit un automorphisme de R—espace de R"™. On tire de la relation ()
que

Vg © Yga = Yap © Opa,
en posant pour tout couple d’indices (o, f3),

¢ﬁa = ¢a|UﬁaxR"‘
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On déduit de ce qui précéde qu’il existe un M —isomorphisme de fibré
vectoriel et un seul ¢ : E — F' tel que pour tout indice «

¢a:p;10¢oaa-
O

REMARQUE 2.4. Observons que l’isomorphisme de fibrés vectoriels
¥, construit dans la démonstration du Théoreme 2.3 précédent, induit,
par la relation h € C®(F) +— hov € C>®(E), un isomorphisme de
R—algebres dont la restriction aux fonctions polynomiales est un iso-
morphismes de R—algébres entre A(F) et A(E) respectant la gradua-
tion.

2.2. Une caractérisation Lie-algébrique de fibrés vectoriels.
Nous pouvons maintenant énoncer un résultat de type Pursell-Shanks
pour les fibrés vectoriels avec ’algébre de Lie des opérateurs homogénes.
Ce résultat est une conséquence immédiate du Théoréeme 1.9 et du
Théoréme 2.3 de la section précédente.

THEOREME 2.5. Sotent deux fibrés vectoriels m : E — M et n :
F — N. Les algebres de Lie Dg(E) et De(F) (resp. DE(E) et DL(F))
sont isomorphes si, et seulement si, les fibrés vectoriels E et F' le sont.

De maniére analogue, on a le résultat suivant.

THEOREME 2.6. Deux fibrés vectoriels m : EE— M etn: FF — N

sont isomorphes si et seulement si les algébres de Lie Sg(E) et Sg(F)
(resp. SE(E) et SE(F)) sont isomorphes.

3. La sous-algébre de Lie D, (F)

A la section 1.3, nous avons défini la sous-algeébre de Lie D (F)
de Dg¢(E) comme étant celle engendrée par les opérateurs homogénes
de valeurs propres positives; nous dirons plus simplement, de poids
positif dans la suite. L’algébre de Lie D, (F) est bien une algébre de
Poisson quantique, avec comme base la R—algébre A(FE) des fonctions
polynomiales en les fibres.

Nous noterons par Sy (F) la limite classique de l'algébre de Poisson
quantique D, (F).

Nous avons, exactement comme pour ’algébre de Poisson quantique

De(FE) et sa limite classique Sg(F), le résultat suivant.

PROPOSITION 3.1. Soient E — M et F — N deux fibrés vec-
toriels. Les algébres de Lie Dy (F) et Dy(F) sont isomorphes si, et
seulement si, les fibrés vectoriels E et F' le sont. Ce résultat reste vrai
st ces algébres de Poisson quantiques sont remplacées par leurs limites
classiques respectives ou par leurs sous-algébres de Lie des opérateurs
différentiels du premier ordre.



CHAPITRE 4

UNE AUTRE CONSTRUCTION DE I’ALGEBRE
DES OPERATEURS DIFFERENTIELS
HOMOGENES

1. Introduction

Soit m : E — M un fibré vectoriel. Au chapitre précédent, nous
avons défini I'algébre des opérateurs différentiels homogénes par

De(E) = U De(E)
k>0
ot DE(F) est le R—espace vectoriel engendré par
{T € D"(E)3NE€Z: LgT = \TY.

L’algébre associative commutative A(FE) des fonctions polynomiales en
les fibres coincide avec D2(FE) et on a

A(E) = P ANE).

Considérons maintenant Dg(FE) l'algébre Lie obtenue par la construc-
tion de Grothendieck sur l’algébre associative commutative A(F) de la
maniére suivante. On pose

De(E) = | DE(E),
avec DL(E) = A(FE) et, pour tout /;6 N,
DEM(E) = {T € End(A(E)) :Vf € AE), [T, f] € DE(E)}.

Notre but est d’établir 'égalité Dg(E) = Dg(E), a isomorphisme
prés. Cette égalité, nous permettra de déterminer les dérivations de
la R—algebre associative A(E). C’est aussi une occasion d’introduire
d’autres sous-algebres de Lie de Dg(F).

2. L’espace topologique A(F)

Le texte qui suit est une adaptation des résultats tirés de [7]. L’ob-
jectif est de munir la R—algebre A(F) de la topologie induite de celle
qui fait de C*(E) un espace de Fréchet.

35
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Tout ouvert V' C RP admet une suite fondamentale de compacts,
c’est-a-dire, une suite croissante (K,,) des parties compactes de V' telle
que U, K, =V et K,,, C int(K,,;1); ot pour une partie quelconque
X de R, int(X) désigne l'intérieur de X.

Soit m : E — M un fibré vectoriel et considérons l'algebre associa-
tive C*(FE) de toutes les fonctions de classe C™ de E. Soit un atlas
au plus dénombrable (U,,p,) de M tel que E soit trivialisable au-
dessus de chaque U,. Considérons maintenant pour chaque «, la carte
(Vo = 71U,),¥s) de E adaptée au fibré.

Soit (Ky,.a) une suite fondamentale de parties compactes de 1, (Va,).
Pour tout (s,m) € N x Ny et f € C*(FE), posons

ps,m,a(f) = sup |a)\<f © ¢;1)<I)|,
TEKm,a,|A<s
avec A un multi-indice. Les ps ,,, o ainsi définis sont des semi-normes sur
C*(E). Elles munissent I'espace C*°(E) d’une structure d’espace topo-
logique séparé, localement convexe et complet, ¢’est-a-dire, d'une struc-
ture d’espace de Fréchet. Cette topologie est indépendante du choix de
la suite fondamentale considérée.

Puisque la topologie considérée sur C*(E) est définie par une fa-
mille dénombrable de semi-normes, 'espace topologique C*(FE) est mé-
trisable ([8] p.63).

Dans les lignes qui suivent, 1'espace A(E) est muni de la topologie
induite par celle de C*(F). Ainsi, une fonction ® : A(E) — A(E)
est continue si, pour toute suite (P,) de A(FE), sa convergence vers P
implique celle de la suite (®(P,)) vers ®(P).

De maniére générale, si un espace vectoriel topologique W est somme
directe des espaces vectoriels W, et Wy, cela ne permet pas de dire que
W est également leur somme topologique.

Soit m : ' — M un fibré vectoriel.
PROPOSITION 2.1. Pour tout r € N, 'application linéaire
pry A(E) = A"(E) tu = up +uy + ... + ug — u,
est continue.

DEMONSTRATION. Soit (F,) une suite qui converge vers zéro dans
A(E). Soit (V,1) une carte adaptée au fibré vectoriel £. Considérons
une suite fondamentale (K,,) de compacts dans (V') telle que 0 € K,,,
pour tout entier m. Localement, on peut écrire

dn
Po=2 P
i=0

avec (Pl oy 1) (x, &) = > jaj=i A7 ()€ et dy, € N. Nous allons montrer
que la suite (P!) converge également vers zéro, pour tout r € N.
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Soit € > 0. Pour tout (m, s) € N x Ny existe N € N tel que
>N, osup [P (Proy (@ gl <e (+)

(2,8) €K | A[+|p|<s

Cette inégalité étant en particulier vraie pour £ = 0, on obtient
V>N, sup |90 (Plow ) (x,§)| <

(Iré)eK’mvp‘|+|M|§S
Cela signifie que la suite (P?) converge vers zéro dans A(F). Observons
que pour tout r € Ny, on a
Poman(Br) = sup (90 (ProuT)(@,€)]
(xvg)EKmvl)‘l'H,u‘SS
= s | AT

(2,£) €K, | A|+|p|<s la|=r

< sup Z |3A(Az)(a7)||0a,u|

(2,£) €K, | Al +|p|<s o =r

avec O, la borne supérieure de la fonction (,£) — 0" ¢* dans K,,.
Il nous reste donc & montrer que pour un multi-indice quelconque donné
B tel que |B] = 7, la suite (A2) converge vers zéro. De la relation (*),
on tire qu’a partir d’un certain rang, on peut écrire

efl > sup 020" (P o) (@, &)
(2,8) € Km, |A[+|pu|<s+r,
= sup | Y P AN ()d'¢|
(@£) €K mo| N+ |l st |a|z<:dn
> sup | ) AN ()¢

(@6 EKm =0 Hul<s+ru=p | 525

= B sup [0*AS(2)|

(2,) €K m | A|<s
D’ou le résultat. O

3. Identification d’algébres : D¢(E) = Dg(E)

Nous commencons d’abord par montrer qu’étant donné un fibré
vectoriel 7 : E'— M, un opérateur différentiel de D(F) est entiérement
déterminé par ses valeurs sur les fonctions polynomiales en les fibres.

Enoncons le résultat préalable suivant qui peut se justifier comme
dans [32] p.7; 'ingrédient principal de la démonstration étant le déve-
loppement de Taylor.

LEMME 3.1. Siu € A(FE) est tel que jiu =0, alors on peut écrire,

au voisinage de a,
N
UZE :uio"'uil (Z>
i=1

avec u;; € A(E) et u;;(a) =0, V(i,7) € [1,N] x [0,1].
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La proposition suivante nous permettra de prolonger chaque élé-
ment de Dg(E) en un opérateur différentiel de D(E).

PROPOSITION 3.2. Pour tout endomorphisme D : A(E) — A(F)
de R—espace tel que

jt(w) = 0= D(u)(a) =0, Yuc A(E),
il existe D € D(E) tel que
D(v) = D(v), Yov € A(E).

DEMONSTRATION. Cet énoncé résulte du fait que pour tous f €
C>®(E),a € E et tout entier k € N, il existe u € A(E) tel que

Jn(f) = ).

Soit alors D € DE(E). On peut donc poser, pour tout f € C*(E),
D(f)a = D(u)a7

la fonction polynomiale v ayant méme jet d’ordre k que fena € E. [

COROLLAIRE 3.3. Pour tout D € D' (E), (I > 0), il existe un
unique opérateur différentiel De DYE, M) tel que

D(u) = D(u), Yu € A(E).

DEMONSTRATION. Soit D € D! (E). Considérons une fonction u €
A(E) tel que j'(u) = 0. Montrons qu’on a bien D(u), = 0. Nous
procédons par récurrence sur [. En effet, cette affirmation étant vraie
pour [ = 0, supposons, par hypothése de récurrence qu’elle ’est pour

k < [. Ainsi, lorsque k& = [, avec les notations du Lemme 3.1 précédent,
on a que

N N
D(u) = ZuiOD(uil cooug) Z (D, wiy) (ugy - .. uy)
i=1 -1

DL H(E)

s’annule en a et, le résultat cherché en découle.
O

A ce stade, nous avons déja établi que les éléments de Dg(E), a
I'instar de ceux de Dg(E), peuvent étre vus comme des restrictions
des opérateurs différentiels de D(E) sur la R—algebre A(FE). Ainsi,
les éléments de Dg(E) se décomposent localement en des expressions
comportant des fonctions polynomiales en les fibres de £. Mais rien ne
nous dit que ces polynoémes sont de dégré borné indépendamment des
cartes; comme cela s’est avéré étre le cas avec les éléments de Dg(E).
Le lemme qui suit nous permettra d’énoncer un résultat stipulant que
cela est également vrai pour les éléments de Dg(E).
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LEMME 3.4. Soit D € DL(E). Il existe Ny € N tel que
A(E) = Fn,(E),
ot pour N € N, on a par définition,

~

Fn(E)={ue A(E):r >N = pr.D(u) =0)}
DEMONSTRATION. Notons que
A*(E) ={u € C®(E) : Leu = su}
est fermé dans C*(E); il s’agit donc d’un espace de Baire. Pour N € N,
il en est de méme de
A(E)={uec A(E):r> N = pr.D(u) = 0}

Ce dernier ensemble est une intersection des fermés du fait de la conti-
nuité des opérateurs différentiels et celle de pr,, en vertu de la Proposi-
tion 3.3 précédente.( Relativement a la topologie pour laquelle C*(FE)
est un Fréchet). Observons qu’on a

A(E) = | A5 (B)-
NeN
Il existe donc Ny, € N tel que A3 (F) soit d’'intérieur non vide. Or
tout ouvert d'un espace vectoriel topologique contenant l'origine est
absorbant. Donc on peut écrire

A*(E) = A, (E)-

En effet, soit v € Int(A%y (£)). Alors il existe un ouvert U de I'origine
tel que

v+U C Int(Ay (E)) C A°(E)-
Considérons maintenant un élément quelconque u € A*(E). Comme U
est absorbant, il existe k > 0 tel que ku € U. Par suite,

ku+v e A*(E)
et donc u € A%(E). O

PROPOSITION 3.5. L unique opérateur différentiel D € D(E) asso-
cié & D € D' (E) s’écrit localement

ﬁ: Z ua’ﬁdﬁg (*)
laf+|8]<l

ot les u®? sont polynomiauz en (y',...,y") d’un degré mazimal borné

indépendamment des cartes.
DEMONSTRATION. Rappelons au préalable que

{ wj—zﬂﬁﬂ_o‘y‘s_ﬁ sia<~vyetB<6

0 sinon.

aagg(aﬂyd) =
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Pour |a| + |8] =0,
W=D1) e A ®- - »AV(E),

pour un certain Ny € N, en vertu du Lemme 3.4 précédent.

Supposons par hypothése de récurrence que la proposition est vraie
pour |a|+|8| < t. Soit U un domaine de trivialisation au-dessus duquel
D est de la forme (x). Considérons une fonction p € A°(E) telle que
p = m5(f), f étant un fonction a support compact dans U, nulle en
dehors de U et valant 1 dans un ouvert V' de U. Pour |y|+ 0| =¢, on a

~ N 7! 0! —a -
Powy) = 3w ey e

[ +]8]<I
a<y OU B<d

Observons qu'il existe N tel que
D(pa"y’) € AE) @ --- & AN9I(E),

Cela vient du Lemme 3.4 précédent, et on a que pour a < v ou 3 < 9,
I’hypothése de récurrence peut étre appliquée a u®?.
On en déduit que u”° est polynomial de degré borné ne dépendant pas

de carte; ce qui achéve la démonstration de la proposition.
O

De la précédente proposition et de la caractérisation locale de I’al-
gébre Dg(F) au chapitre précédent on déduit le résultat suivant.

THEOREME 3.6. Soit E — M wun fibré vectoriel. Les algébres de
Poisson quantiques D, (E) et Dg(E) définies par

De(E) = | DE(E)
et .
Da(E) = | DE(E),

k>0
ou on a posé

DG(E) = A(E), D (E) ={T € End(A(E)) : [T, A(E)] C D§(E)}
et
DYE) = A(E),Di(E) =){T € D"(E,M)|3r € Z: L¢(T) = rT}{,

coincident (a isomorphisme prés).

4. Les dérivations de ’algébre associative A(F)

Soit £ — M un fibré vectoriel. Dans les lignes qui suivent, A(FE)
désigne encore l’algébre associative des fonctions polynomiales en les
fibres du fibré £ — M. Nous nous servons de I'égalité Dg(E) = Dg(E)
pour déterminer toutes les dérivations de I'algébre A(E).
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PROPOSITION 4.1. Une application linéaire D : A(E) — A(FE) est

une dérivation de A(E) si et seulement si D est la restriction a A(E)
d’un élément de D}(E) N Vect(E).
Autrement dit,

Der(A(E)) = D(E) N Vect(E) .

DEMONSTRATION. L’inclusion Der(A(E)) D Di(E)NVect(E) est
évidente. Soit maintenant D € Der(A(E)). On a, pour tout u € A(E),
I’égalité suivante

[D: ’Yu] = VD(u)"
En effet, pour tous u,v € A(F), on peut écrire
[D,vl(v) = D(uv) —uD(v)
= D(u)v =7pg)(v):

Par suite, D € D (E) = DE(FE). Observons que comme R—espace
vectoriel, on a 1’égalité

Di(E) = (De(E) N Vect(E)) @ A(E)-

Posons alors D = D, + w avec D, € DL(E) N Vect(E) et w € A(E).
Comme D(1) = D.(1) = 0, on peut conclure que w = 0. Par suite, on
a l'inclusion

Der(A(E)) C Di(E)N Vect(E);
ce qui achéve la démonstration. O
Nous proposons dans les lignes qui suivent un résultat qui met en
relation I'algébre de Lie des automorphismes infinitésimaux Aut(E) du
fibré vectoriel E et celle des dérivations de poids nul de la R—algébre

A(E).

PROPOSITION 4.2. L’algébre des dérivations de poids zéro de A(E)
est donnée par

DeTO(.A(E)) = Aut(E)M(E)-
DEMONSTRATION. L’inclusion

Der®(A(E)) D Aut(E) ’A(E)
est immédiate. Pour D € Der®(A(F)), en adoptant les notations du
Corollaire 3.3, on obtient un élément D € Vect(E) tel que D = D | ().
Comme [Eg, lA?] ‘A(E) = 0, alors on a

€, D] =0,

et le résultat est établi. U

On va déduire de la proposition précédente un résultat de type
Pursell-Shanks, en vertu du résultat suivant tiré de [28].
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PROPOSITION 4.3. Soient E — M et F — N deuzx fibrés vectoriels
de rangs respectifs n,n’ > 1 avec H*(M,Z/2) = 0. Les algebres de Lie
Aut(E) et Au(F') sont isomorphes si et seulement si les fibrés vectoriels
le sont.

Voici maintenant le résultat de caractérisation Lie-algébrique des
fibrés vectoriels annoncé.

COROLLAIRE 4.4. Soient £ — M et F — N deux fibrés vectoriels
de rangs supérieurs a 1. Si HY(M,Z/2) = 0, alors les fibrés vectoriels
E — M et I — N sont isomorphes si, et seulement si, les algébres de
Lie des dérivations de poids nul Der®(A(E)) et Der®(A(F)) le sont.

Nous savons aussi qu’étant donnés deux fibrés vectoriels £ — M et
F — N, tout isomorphisme ¥ : A(F) — A(F') d’algébres associatives
induit un isomorphisme d’algébres de Lie par

U : Der(A(E)) — Der(A(F)): D — WoDoWU .

De plus, si ¥ est gradué, I'isomorphisme induit respecte les sous-
algebres de Lie Der®(A(F)) et Der?(A(F)) des dérivations de poids
nul de Der(A(FE)) et Der(A(F)) respectivement.

Nous allons proposer dans cette section une autre fagon de déter-
miner les dérivations de poids zéro de A(F) et ce faisant, nous allons
montrer qu'un tel isomorphisme ¥ : Der(A(E)) — Der(A(F)) pré-
serve le champ d’Euler.

THEOREME 4.5. Soit m : E — M wun fibré vectoriel de rang n.
(a) L’algébre de Lie des dérivations homogénes de poids 0 de [’algébre
associative A(E) est donnée par

Der®(A(E)) = Vect(M) @ gl(E™).

ot nous avons posé gl(E*) = I'(Hom(E*, E*)).
(b) Le centre Z(Der®(A(FE))) de cette algebre de Lie est formé des

multiples réels de la dérivée de Lie dans la direction du champ d’Fuler.

DEMONSTRATION. Soit D € Der?(A(F)). Comme D respecte la
graduation de A(FE), sa restriction & A(E) = {fonr: f € C®(M)} se
rameéne a l'action d’'un champ de vecteurs X € Vect(M) par

T f— " Lxf.
Considérons la restriction de D a A'(FE), ce dernier espace étant iden-
tifie a T(E*). En fait & u € T'(E*) on associe u € A'(F) défini par
u(a) = ug(a),
pour a € E,.

Ainsi, Papplication linéaire D : I'(E*) — T'(E*) est un opérateur
différentiel, et il est d’ordre un.



4. LES DERIVATIONS DE L’ALGEBRE ASSOCIATIVE A(E) 43

En effet, pour tout u € I'(E*), tel que jlu = 0 dans un ouvert U de
M contenant z, on peut considérer une décomposition

w=>Y_fu;, f;€A(E)u; €T (E)

ou les f; et les u; s’annulent en z. Par suite, 'opérateur différentiel D
agissant sur les sections du fibré £E* s’écrit localement

D(u) = A(u) + Z AN (Bu)

avec A", A € C=(U, gl(n,R)).
Observons que T'(E*) est un A°(E)—module ; on définit alors pour tout
f € A°(E), un opérateur différentiel d’ordre zéro agissant sur les sec-
tions du fibré £E* par
ve:D(E") = T(E") tu fu.
On a alors d’une part,
D(fu) = fD(u)+ D(f)u
= fA@) +f) A9w) + D(f)u,

pour tous f € A°(F) et u € T'(E*) = AY(E).
Et d’autre part,

D(fu) = A(fu)+ Y A'@(fu))
= A(fu) + Z Al(fOu) + Z Al (ud; f).

Par ailleurs, on a

D(fju = (X.fu,
pour un champs de vecteurs X € Vect(M). Et de plus, pour tous
f € A°E) et A € gl(E*), on a bien que [A, 7] = 0, ce dernier crochet
étant celui des commutateurs dans ’algebre des endomorphismes du
R—espace vectoriel I'(E*).
On en tire que A’ = X'd et on peut donc écrire

D(u) = Vxu + B(u),

avec X € Vect(M) et B € gl(E*). On a supposé donnée, dans ce qui
précéde, une connexion sur le fibré vectoriel £ — M, et c’est encore le
cas dans les lignes qui suivent.

Observons que la dérivation Lg € Der®(A(FE)) est nulle sur A%(E) et
qu’elle coincide avec identité sur I'(E*); ce qui correspond donc au
cas X =0,A =1d.

Comme A°(E) et A'(F) engendrent toute la R—algebre A(E), la partie
(a) du théoréme est ainsi établie.
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Soient Dx 4 € Z(Der®(A(F))), Dy € Der?(A(E)) et u € T(E*).
On doit donc avoir
0 = [DX,Aa DY,B](U)
= Dx.a(Dyp(u)) — Dy,p(Dx,a(u))
= Vx(Vyu+B(u))+A(Vyu+B(u))—Vy(VxutA(u))—B(V xu+A(u))
= (R(X,)Y)+ Vixy)u+ (VxB)(u) = (VyA)(u) + [A, B](u)
Cette relation étant vraie pour tous Y, B; en posant Y = 0, on obtient
[A,B]=0et VxB =0,

quel que soit B. La premiére égalité donne A = kid. La deuxiéme
donne, en posant B = fid, f € A°(E), X.fid = 0 et donc X = 0.
(Puisque M est supposée connexe.)

U

COROLLAIRE 4.6. Sotent E — M et F' — N deux fibrés vectoriels.
Tout isomorphisme d’algébres associatives ® : A(E) — A(F') induit un

isomorphisme d’algeébres de Lie U : Der(A(E)) — Der(A(F)) tel que

U(Eg) =Ep et U(Der"(A(E))) = Der’(A(F))

avec Der"(A(E)) (resp.Der” (A(F))) désignant le R—espace vectoriel
des dérivations de A(E) (resp. A(F)) de poids r.

DEMONSTRATION. Comme W induit un isomorphisme gradué entre
A(E) et A(F), voir la Remarque 2.4 du chapitre précédent, nous allons
noter les deux par W. Ainsi, par définition, pour tout D € Der(A(E)),

on a \TJ(D) = WoDoW ! et donc, ¥ respectant les graduations, il
vient, pour tout D € Der"(A(E)) et tout u € A°(F),

(U(D)(w) = WDV (u) € A(F),
car V! (u) € A*(F). D’ou l'inclusion
U(Der"(A(E))) C Der" (A(F)).
En outre, de
U(Z(Der®(A(E)))) = Z(Der(A(F))).
vu le théoréme 4.5 précédent, on conclut qu'il existe k € R\ {0} tel
que R
Par suite, pour tout u € A'(F), on a d’une part
(T(EE))(w) = TolpoT(u)

= V(U Hu) car U (u) e AYE)
Et de l'autre,

(B(Ep))(w) = (nEr)(v)

= RU
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Par suite, kK = 1; et on a bien que v préserve le champs d’Euler. Il

5. Algébre de Lie des opérateurs homogénes de poids zéro

Soit m: E — M un fibré vectoriel. Soit maintenant
Do(E)={D € D¢(FE) : [€,D] =0}

la sous-algébre de Lie de Dg(E) des opérateurs différentiels homogénes
de poids zéro.

On a alors que D°(E) est une sous-algébre de Poisson quantique de
De(E). En effet, posons

Dé(E) =Dy(E)N ng(E) Vi € Z.
On a alors
Do(E) = | Di(E)

i€z

On a aussitot les inclusions suivantes
Di(E) C Dy, Dy(E) - Di(E) € D (E)
et
[D}(E),Dy(E)] C Dy ~(E),

si bien que Dy(F) est une sous-algébre de Poisson quantique de Dg(E)
dont la base est I'algébre associative commutative A°(E).

Il se pose alors la question de savoir si cette algébre de Lie caracté-
rise le fibré £ — M ou a défaut, la variété différentielle M.

Observons déja que si T' € DE(E), alors localement, dans une carte
adaptée au fibré (771(U), 9) avec (U, ¢) une carte de M telle que £ —
M soit trivialisable au-dessus de U et 1 = (¢ xid)ogp™t ot ¢ : UXR" —
771 (U) est une trivialisation du fibré, on peut alors écrire

T= 3 uwpdd
ol +[B|=F
avec uag € API(Ey); en vertu de la caractérisation locale de Dg(FE)

donnée a la section 1.3 du Chapitre 3.

On peut énoncer le résultat suivant, ot nous regroupons les pre-
miéres propriétés de 'algébre de Poissons quantique Dy(E).

PROPOSITION 5.1. Soit Dy(E) l'algébre de Poisson quantique des
opérateurs homogenes de poids zéro d’un fibré vectoriel E — M. Alors
Do(E) est non-singuliere, n’est ni quasi-distinguante ni symplectique.



5. ALGEBRE DE LIE DES OPERATEURS HOMOGENES DE POIDS ZERO 46

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 1.5 du chapitre 3, on
peut écrire pour tout u € A°(F),

=X (),

=0

avecp € N, f; € C®(M), X; € Vect(M) et X[ le relévement horizontal
du champ de vecteur X; relativement & une connexion linéaire du fibré
vectoriel £ — M.

Observons que de la relation

£, X" =0, VX € Vect(M)

on déduit que 'algébre de Poisson quantique Dy(FE) est non-singuliére.
L’algébre Dy(F) n’est ni symplectique ni quasi-distinguante car

[£,T] =0, VT € Dy(E).

En effet, d’'une part, cette égalité signifie que le champ d’Euler &£ ap-
partient au centre de l’algébre de Lie Dy(FE) et de 'autre, on déduit de
la relation [£, A°(E)] = 0 'égaliteé

{o(€), A(E)} =0
qui traduit que Dy(FE) n’est pas quasi-distinguante. Il

Ainsi, les méthodes développées jusqu’a présent ne nous permettent
pas de conclure & une quelconque caractérisation Lie-algébrique, que ce
soit en termes, ni de fibré vectoriel, ni de variété différentielle.

On a le résultat suivant.

LEMME 5.2. Soit E — M wun fibré vectoriel. Dans une carte adaptée
au fibré, les puissances du champs d’Euler £ sont données par

Ehi=A E=E+ Ny, avec Ay = Zyingiéj
1,J

EF = A +as Ao+ - Fap_1Ap_1+Ag, avec Ay = Z Yiy " ‘yi,ﬁz‘l - E-k,

U1, i

ol ay,---ag, € R et on a la relation

S o} Ak = ]{ZAk + Ak+1.
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DEMONSTRATION. La derniére égalité s’obtient directement par

gOAk = Z yik+15ik+1 ( Z Yiy - ylk o 5%)

ik+1:1

_ z(z ) y)as
Jj=1 \i1

+ Z Yiy - ylk+1 "'gikﬂ
11,0 k1

- kAk+Ak+1

La suite de la preuve se fait par récurrence. Supposons que la puissance
EF est donnée par la formule de I’énoncé. Alors on a

5k+1 = gogk:gOAl+CL250A2+"""Clk_lgOAk_l—'—gOAk
k—1
= £ + AQ + a; Z(ZAZ + AiJrl) + kAk + Ak+1
=2
k—1
= & + (1 + QGQ)AQ + Z((Zj_l + jaj)Aj + (k’ + ak_l)Ak + Ak-i—l
j=3

0

Le précédent lemme donne lieu & la remarque suivante.

REMARQUE 5.3. En premier lieu, on peut écrire

IR
Be= ) Uit

!

Mais aussi,

ot p € R[X] est de degré k.
En effet, si Ay, = p(E), alors

Agi1=E0 Ay — kA, =Eo0p(€) —kp(€).

On peut maintenant énoncer le résultat suivant; dans lequel R[]
désigne 'ensemble des opérateurs différentiels homogénes qui, dans
toute carte adaptée au fibré, sont polynomiaux en &, avec des coef-
ficients réels et de degré borné, indépendamment de la trivialisation.

PROPOSITION 5.4. Soit E — M un fibré vectoriel. Alors le centre
de lalgébre de Lie Do(FE) est donné par

Z(Do(E)) = RIE].
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DEMONSTRATION. La peuve se fait en deux étapes. D’abord, nous
montrons que les seuls éléments du centre Z(Dy(E)) ayant une expres-
sion locale de la forme

> w0, u, € A(Ey)
la|<k
sont dans A°(F); et par conséquent sont constants. En suite et en-

fin, nous nous intéressons aux éléments centraux ayant une expression
locale de la forme

S w0, uas € APN(E) 18] £ 0.
o+ BI<k
Nous établissons alors qu'un tel élément central T" est tel que son sym-
bole est un multiple réel de celui d'une puissance du champ d’Euler, et
comme nous allons le voir, cela est suffisant pour achéver la démons-
tration de notre proposition.
Passons a la premiére étape. Soit 7" € Z(Dy(E)). Alors on a
{o(T),u} =0,

pour tout u € A°(E). Par suite, si P = ¢(T), en passant en coordonnées
locales, on a

O, P=0,Vie{l,--- ,m}
avec (x,y,&,n) les coordonnées locales dans T*E associées a des coor-
données locales (x,y) dans une carte adaptée au fibré E. De plus, pour
tout D € D§(E) avec o(D) = @, on a {P,Q} = 0. Localement, cela se
traduit par

> (0uP-0,Q)+ Y (09, P-0,Q— 0 P-9,Q) =0 (1)
i=1 j=1

Par suite, de la relation (1) ci-dessus, on tire

0.P=0, Vie{l,--- ,m},
car il est possible de choisir ) de sorte que 0, Q) # 0 et J;, QQ = 0, pour
tout indice £ distinct de 7 et, 0,,Q = 0,,Q) = 0, pour tout indice j.
Supposons, dans un premier temps, qu’il existe un indice kg tel que
Oy, P = 0. Considérons alors () tel que localement on ait ) = f (z)y*ong,
avec f € C*°(M). La relation (1) donne dans ce cas

O,k P = 0.

y
Par ailleurs, pour Q = f(z)y*n;,, jo # ko, on peut écrire 0@ = 0, si
k # ko ; et on a donc localement

{PQ} == 0,P0,Q.
k

Mais pour k # jo, on a bien 9,, Q) = 0; on en déduit alors que
Oyio P = 0,Yjo # k.
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Cela n’est possible que si P € A°(F). Et dans ce cas, P € A°(E) est
central dans Dy(FE) si c’est une constante car P doit alors commuter
avec tous les X", pour X € Vect(M).

Pour la derniére étape, nous supposons donc dans la suite, que pour
tout j, 9,, P # 0. Nous allons montrer que

o(T) = ac(EF),

pour tout 7' € DE(E) \ Dy (E) appartenant a Z(Dy(E)) avec a € R.
Observons que cela est suffisant pour achever la démonstration de notre
proposition. En effet, si on décompose localement T en T' = T}, + T},
le dernier terme de cette somme étant la partie d’ordre exactement k
dans T le fait que T soit dans le centre entraine

[Tyx-1, D] = 0,VD € Z(Do(Ev)),

au-dessus de U C M, 'ouvert donnant lieu & la trivialisation du fibré

dans laquelle nous travaillons. Nous avons ainsi utilisé une sorte de

« récurrence descendante » sur 'ordre de 'opérateur différentiel.
Posons, au dessus de U,

P=0o(T)= Z aasy™n”,
laf=|8l=k

avec aq3 € R. La relation
{Paf(m)yrnr} - O,V’T‘ € {1a e 7n}7f € COO(U)

> Braasy™n”® = araapy®n’.

On en déduit que o = 5. Nous notons dans la suite, P = Zm‘:k aayne.
Pour tous indices distincts r,s € {1,--- ,n}, on a

{P f(@)ymst =0 < 0, P 0y (yrns) = Oy, P - On, (yrs)
Ce qui équivaut a

E : o, Q1 ar—1 as+1 fe%
araay frh ...fr]r 778 /r]n"
|ae|l=k

=D Beagyt -yl eyl Tyl
=

On en déduit que pour chaque a de longueur k, il existe S de méme
longueur tel que

donne

o = B;,Vj ¢ {r s}

o = [Br+1
as = [s—1
Par suite, on peut écrire
as+ 1
Qoy-oy, = 7 Qag-(ar—1)(as+1)-ans
Q.

en considérant un indice r tel que a,. # 0.
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On en déduit donc que

a _ (as+1>~..(as+ar>a
* a a’l"(ar - 1) . e 1 alo(aera,«)an
(as + Oér)!

a1! . (an)' QQ--0-(ag+++an)--0

On écrit alors
k! o o
P =aq....0 l;k my n= ao...s...oAk
En effet, cela vient du fait que pour un multi-indice quelconque A tel
que |A| = k, s'il existe r tel que 0 < A, < ., alors on a
. — (as+1)"'<as+(ar_)‘r))a
@ Oér(OZ'r - 1) e (Ar + ].) al'“AT.”(as—’—(ar_)\r))man

4

DEFINITION 2. Soit L une algébre de Lie. Le Casimir d’une partie
V de L est défini et noté par

Cas(V)={a € Vl|[a,V]=0.}

Dans les lignes qui suivent, A°(E)<;[€] désigne 'ensemble des opé-
rateurs différentiels homogénes qui s’écrivent localement comme poly-
nomes de degré inférieur ou égale a 1 en &, a coefficients dans A°(F).

PROPOSITION 5.5. Soit E — M un fibré vectoriel. Alors les inclu-
sions suivantes sont vérifiées

AY(E) € Nil(Dy(E)) € {T € Dy(E)|[T, A'(E)] = 0}
Et on a l’égalité suivante
Cas(Nil(Dy(E))) = A (E)<1[€].

DEMONSTRATION. La premiére inclusion étant immédiate, véri-
fions la seconde. Soit T € Nil(D}(E)) tel que, dans une carte adaptée
au fibré, on puisse noter

T = h+Zfi8i—l—Zvj5j,
t J

avec h, f; € A°(Ey) et v; € AY(Ey).

Nous allons montrer que les f; sont nulles. Pour cela, nous adaptons
les méthodes développées Grabowski et Poncin dans [17] pour montrer
que 'algébre D(M) est distinguante.

Enfin, nous construisons un élément particulier de Nil(D}(E)) nous
permettant de conclure que les éléments du Casimir de ce dernier en-
semble sont de la forme annoncée dans notre proposition.
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Supposons par I'absurde qu'il existe i € {1,---,m} tel que f; # 0;
et soit alors e € Ey tel que fi(e) # 0. Il existe donc un domaine
W C 7=1(U) de carte adaptée au fibré, contenant e, tel que fi|w # 0.
En considérant les coordonnées (z°,4°) de e dans une telle carte, on a
bien que la fonction x +— f;(z,y°) est non nulle dans un voisinage V'
de 2° = 7(e).

On peut maintenant appliquer le Lemme 2.1 du second chapitre
pour obtenir une fonction h € C*(V') et une suite u, dans V. C M
ayant les propriétés énoncées dans ce lemme.

En multipliant h par une fonction valant 1 au voisinage des u, et a
support compact dans V, on obtient une fonction g € C>®(M) telle
quen posant f = 7*(g) € A°(F), on ait

(adT)" (f)(un, y") = (fi)" (0us)" (f)(uns y”) # 0.

En effet, dans le membre & gauche de ’égalité ci-dessus, la fonction ap-
pliquée & (u,,y°) se développe en une somme de dérivées de f d’ordres
supérieurs ou égales a n. On a alors que toutes les dérivées par rapport
aux z¥(k # i) sont nulles et pour s < n,

(03:f) (un) = 0.

Par conséquent, tous les termes d’ordre inférieur a n s’annulent et il en
est de méme de ceux d’ordre maximum sauf

(f)"Onf

qui est non nul en (u,, y°).
Il existe donc D' € D} (E) tel que, pour tout n € N, on ait

(adT)"(D") #0,
ce qui est absurde puisque T' € Nil(D}(E)).
Par suite, pour tout 7' € Nil(D}(F)), on peut écrire localement

T:g—i‘zngj
J

avec v; € AN(E) et g € A°(E). Et on a donc bien la relation
T, A'(E)) = 0.
Calculons maintenant le Casimir de Nil(D}(E)). Observons que pour
r # s, on peut écrire
R:= fS € Nil(D§(E)),
ol nous nous placons dans une carte adaptée au fibré de domaine
7 1(U), avec
S =y 05 € Dy(Ey)

et en posant f = 7*(h), ou h est une fonction & support compact dans
U et y valant 1.
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En effet, soit un élément quelconque 7' € D}(E) dont I'expression
locale est
T = g—i—Zgﬁl —|—Zvj8J
i J

On a bien

(adR)X(T) = (adR)

= 2% 04(v,)0s.

Par suite, on a
(adR)*(T) =0, VT € Dy(E);

en d’autres termes, on vient de construire un élément particulier de
Nil(DY(E)). Ainsi, si T € Cas(Nil(D§(E))), on a bien, en particulier,

[T, R] = 0;
ce qui, localement, se traduit par

fv,@s - fyr ng(vj)gj =0

olt nous avons noté 7' =g + 3 v;0;. On en déduit que
04(v;) =0,Vj #s
v = Y 0s(vs)

On tire de la premiére égalité que pour tout j € {1,--- ,n}, v; est de
la forme v; = f;(x)y’ et de la deuxiéme, que pour tous r et s, f,. = fs.
Cette deuxiéme égalité signifie aussi que si v, = 0, alors pour tout
r # s, on a aussi v; = 0. On en déduit que

Cas(Nil(Dy(E))) C A (E)« €],

Cela achéve la démonstration de notre proposition car 'inclusion in-
verse est immédiate. O

Notons encore par C(D}(E)) le sous-ensemble de Homg (D} (E), DA(E))
défini par

VY € C(Dy(E)) & ([T, P]) = [(T), P],VT € Dy(E), VP € A(E)<[£].
LEMME 5.6. Pour tout 1) € C(D}(E)), on a
U(fE) = ()€ et ¥(f) = fU(1) Vfe ANE).
Et aussi  (AY(E)) c AY(E).
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DEMONSTRATION. Notons d’abord que la deuxiéme partie de ce
lemme est une conséquence de la premiére partie. En effet, notons dans
une carte adaptée au fibré, pour f € A°(E),

avec h,h; € C*(M) et v; € AN(E).
On a alors

w(f) o =h&E+ Z hzyjaﬁj + Z Ujgj + Z ijkgjgk.
i, J Jk
Et comme, ¥(f) o & € D(E), on doit avoir, pour tous 4, j,
hi =0= vy .
Pour tout T € D}(E), on peut écrire
T, f2¢] = [T, f€
= 2f[T, fI€.
En outre,
([T, 7€) = [(D), €]
= [0(T), f7J€ = 2f[¥(T), fI€
= 2fu(T(f))€
On obtient donc
G(FT(NE) = FUT()E (%)

En remplagant f par f + h et T par g7 dans (x), puis en remplagant
g par T\(h), il vient
Y(FTT(WE)+ (T (MT(£)E) = fFH(T(R)T(h)E+hp(T(WT(f))E.

En effet, cela vient du fait qu'on a

—_—

T(h)T | ao() = T(W)T| a0y, Yh € A°(E)

et en appliquant la relation (x) ci-dessus.

D’ou, en commutant f(h) et f( f), on peut encore appliquer (x) et
obtenir la relation

ST (h)*E) = F(T(W))E (%)
Considérons 'idéal de A°(FE) défini et noté par
J ={g € AE):Vf € ANE), ¢(f9€) = fu(9)€}.

Comme D}(E) est non-singuliére, la relation (s*) permet de conclure,
comme dans les chapitres précédents, que

Rad(J)=A"(E)=J.
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Par suite, pour tous f,g € A°(F), on a

V(f9€) = f(g)€ = g (f)E.

D’ou le résultat, puisqu’on peut reprendre le raisonnement précédent
en omettant le champ d’Euler. Il

PROPOSITION 5.7. Soient E — M et F — N deux fibrés vecto-
riels. Tout isomorphisme ® : DY (E) — D (F) d’algébres de Lie tel que
®(1) € R respecte les algebres de base et sa restriction a A°(FE) est de
la forme

(I)|.A0(E) = kY,
avec k € Ry C AYF) et ¥ : A°E) — A°(F) un isomorphisme de
R-algéebres.
DEMONSTRATION. On a, pour tout f € A°(E),
oo € CDY(P)).
Par conséquent, pour tout g € A°(F), il vient

O(f27H(g)) = D(fOI(1))g € A°(F).

D’otu, l'inclusion
(A ( ) C AY(F).
On en déduit, en posant g = ®~1(h) que
1

(fg) = @ (1)(B(f)®(9))-
D’ou I'application
U ANE) = A(F) : f = k®(f),

en posant k = ®~1(1), est bien un isomorphisme d’algébres associatives.
O

Les méthodes développées dans les lignes précédentes, permettent
d’énoncer le résultat de caractérisation Lie-algébrique de fibrés vecto-
riels suivant.

PROPOSITION 5.8. Soient E — M et F' — N deux fibrés vectoriels
de rangs respectifs n,n’ > 1 avec H'(M,Z/2) = 0. S’il existe un iso-
morphisme d’algebres de Lie ® : D(E) — D(F) tel que (1) € R,
alors les fibrés vectoriels E — M et F — N sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Soit ® : D(E) — D}(F) un isomorphisme d’al-
gébres de Lie. D’apres les calculs faits dans la démonstration de la
Proposition 5.7 précédente, on a

P(A(E)) = A°(F).
Observons qu’on a la décomposition
Dy(E) = A%E) @ Aut(E),

d’espaces vectoriels.
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Et qu'une égalité analogue est vraie pour le fibré F' — N. Considé-
rons maintenant les espaces quotients

DH(E)/AYE) = Aut(E) et D(F)/A%F) = Aut(F),

ces identifications étant entendues entre algébres de Lie car A°(FE) et
A°(F) sont respectivement des idéaux des algebres de Lie D}(FE) et
DL(F). On en déduit que les algebres de Lie Aut(E) et Aut(F) sont
isomorphes et la Proposition 4.3 précédente permet de conclure. O



CHAPITRE 5

ALGEBRE DE LIE DES OPERATEURS
DIFFERENTIELS AGISSANT SUR LES
SECTIONS D’UN FIBRE VECTORIEL

1. Cadre général

Soit D = J;5o D" une algébre associative filtrée avec unité sur un
corps commutatif K de caractéristique nulle. On pose D = A et on
étend la filtration sur Z, en posant D* = {0}, pour i < 0.

(1) On dit que l'algebre de Lie D muni du crochet des commuta-
teurs est une algébre quasi de Poisson quantique si

D' c D' D'DI = DD, D] ¢ DY,
Dans ce cas, A est une sous-algébre associative de D, mais
aussi une sous-algébre de Lie de D. La R—algéebre associative A

est appelée 'algebre de base ou simplement la base de 1’algebre
quasi de Poisson quantique D.

(2) L’algebre D est dite non-singuliére s'il existe une sous-algébre
de Lie DY de D! telle que Z(A) = [DY, Z(A)].

(3) D est symplectique si Z(D), le centre de D, est réduit aux
constantes. L’espace des constantes étant identifié a K par
ke K— k-1€D,oul désigne I'unité de la R—algebre D.

(4) Le centralisateur de ad(Z(A)) dans Homg (D, D), noté C(D),
est défini par

UV elC(D) < Y(T,u]) =[Y1T),ul,Yue Z(A),¥YT € D
(5) D est quasi-distinguante si
[T,u]=0,Yue Z(A)=TeA
et si pour tout entier naturel 7,
{TeD:[T,Z(A)] CD'} =D

PROPOSITION 1.1. Soit D une algebre quasi de Poisson quantique,
non-singuliére et quasi-distinguante. Alors tout W € C(D) respecte la
filtration et est tel que

pour tout u € Z(A).

56
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DEMONSTRATION. Soit U € C(D). Alors pour tout A € D° et tout
ue Z(A), ona
[(A),u] = B([A,u]) = 0
puisque [A,u] = 0. Comme D est quasi-distinguante, il en résulte que
U(A) € A. Supposons maintenant que (D) C D'. Alors, pour tous
T €D ue Z(A), on a

[U(T),u] = ¥([T,u]) € ¥(D") C D"
Par suite, D étant quasi-distinguante, ¥(7T') € D',

Observons d’abord que pour T € D!, 'application A — f(A) = [T, A
n’est pas toujours une dérivation de D°, mais elle vérifie la relation

T(AB) =T(A)B+ AT(B) ()

puisqu’en général, adA est une dérivation de la structure associative
de P’algébre quasi de Poisson quantique D, quel que soit A € D. D’ou
pour tous ¥ € C(D),T € D*,u € Z(A), on a d’une part

V() = U(T(u?)

= (T (u)u+uT(u))

= 20(ul(w),
puisque T’ € D' entraine T(u) € D°; et d’autre part, en utilisant le fait
que ¥(T) € D', on a

V(T w?) = [9(T),v]
= 2u(T(u)).
Par suite, R R
U(ul'(u) =w¥(T(uv) (xx),

pour tous 7' € DY u € Z(A).

Observons ensuite que pour tout v € Z(A), les restrictions de f(v)T
et T'(v)T sur Z(A) coincident. En effet, pour tout w € Z(A),

o —

—
A~ A~

T()T(w) = [T()T,w] = T@)Tw—wl(v)T
T(v)Tw — T(v)wT
= T()T(w).
En général, pour un élément qllielcon/q\ue A de DY, AT ne vérifie pas la
relation (%) précédente mais AT et AT coincident sur Z(.A).

D’ou, en remplagant T par AT, A € D et u par u +w,w € Z(A), la
relation (%) devient

U((u+ w)AT (u+w)) = (u+ w) V(AT (u + w)).
Ce qui équivaut a

U(wAT(w)) + W(wAT (u)) = u¥ (AT (w)) + w¥ (AT (u)).
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Pour A = T(w) cette derniére égalité devient
U(w(T(w))*) + U(T (w)T(w) = w¥((T(w))?) + w¥(T(w)T(u))
Cette équation devient pour T' € DY,
U(u(T(w))*) = wl(T(w))?) (%)
En effet, si T € DY alors
U(wl(w)T(v)) = U(wl(u)T(w)

~ A~

= wI(T(W)T(w)) = w¥(T(w)T(u)),
I'avant derniére égalité découlant de (#x). Considérons l’ensemble
J={veZ(A): ¥ (vu) =u¥(v),Yu e Z(A)}.

Le sous-espace vectoriel J est un idéal de Z(A). En effet, pour tous
ue Z(A),v e J onabien uv € J car pour tout w € Z(A),

wV(uwv) = (vw)¥(v) = ¥ ((vw)v) = ¥((uv)w).

La relation (* * ) précédente montre que Rad(J) D [DY, Z(A)].
L’algébre D étant non-singuliére, on en conclut que Rad(J) = Z(A)
et par suite J = Z(.A). D’ou la relation

Wlu) = u¥(1),
pour tous ¥ € C(D),u € Z(D"). O

(w))
= VU(wl(u)T(w))
(w))

PROPOSITION 1.2. Soient Dy et Dy deux algébres quasi de Poisson
quantiques, non-singuliéres et quasi-distinguantes. Alors tout isomor-
phisme ® : Dy — Dy d’algebres de Lie tel que ®(Z(Ay)) = Z(Ay)
respecte la filtration, sa restriction a Ay est un isomorphisme d’algebres
de Lie et celle a Z(Ay) est de la forme

(I)lZ(Al) = K\I/,
ou V: Z(Ay) — Z(Ag) est un isomorphisme d’algébres associatives.
DEMONSTRATION. Observons d’abord que pour tout A € Ay, les
endomorphismes d’espace vectoriel y4 : T —— AT et Poyy0®7 L de

D, et D, respectivement, appartiennent a C(D;) et C(Ds) selon le cas.
En effet, pour tous A € A;,T € Dy et u € Z(A;)

Ya([T,u]) = ATu — AuT = [ya(T), u];
et pour tout v € Z(A,), comme & (v) € Z(A;), on a pour tout
D e DQ,
Doya0® ([D,u]) = [Poys0 @ H(D),ul.
Par suite, pour tout w € Z(Aj), en vertu de la Proposition 1.1 précé-
dente, on obtient

Poyaod H(w)=d(AD ' (1))w e Ay ()
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On en déduit que pour tout A € A;,
P(API(1)) € Ay (V)
En posant v = @ Y(w),A = u et A = ®71(1) dans la relation (x)
précédente, on obtient
O(uwv) = D(uN)P(v)
= dMu)P(v) = MNP (u)®(v). (%)
En particulier, pour u = 1 et v = A, la relation (%) précédente montre
que lélément ®(A\?), appartenant au centre de D, est inversible dans
Ay. Par suite, en posant k=1 = ®(\?), on a que ¥ : Z(A;) = Z(Ay) :
u +— k1 ®(u), est bien un isomorphisme d’algebres associatives.
Observons que

AU (k) = TNk
= KONk =1
Ainsi A = ®71(1) est inversible dans A; et on peut donc déduire de la
relation (v) que ®(A;) C As. A
Supposons maintenant que ®(D) C D} pour i € N. Soit T € Ditt.
On a
[@(T), Z(Az)] = &[T, Z(A1)]) C Dy
Dot ®(T) € Di™ et donc ® respecte la filtration. 0

2. Opérateurs différentiels d’un fibré vectoriel

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié des algébres de Lie
formées d’opérateurs différentiels agissant sur les fonctions appartenant
a C*(FE), pour un fibré vectoriel donné £ — M. Dans les lignes qui
suivent, nous nous intéressons aux opérateurs différentiels agissant sur
les sections d’un fibré vectoriel.

Soit £ — M un fibré vectoriel et notons par I'(E) l'espace de
sections du fibré E. L'espace I'(E) étant un C*°(M)—module, posons

Y : T(E) = T(E) : s us,Vu e C®(M).

On a bien que 7, est un endomorphisme de I’espace I'(E).
Posons alors

AE, M) :=D°E,M) = {T € End(I'(E)) : [T, v, = 0, Vu € C*(M)}
et pour tout entier k > 1,
DF(E, M) = {T € End(T'(E))|Vu € C*(M) : [T,~,] € D" 1 (E, M)};

ou [+, -] est le crochet des commutateurs de End(I'(E)).
On a alors I’énoncé suivant

PROPOSITION 2.1. Les éléments du R—espace D*(E, M), k € N,
sont les opérateurs différentiels d’ordre < k sur I'(E).
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DEMONSTRATION. La preuve se fait par récurrence sur k et s’ob-
tient exactement comme au Corollaire 3.3 du chapitre 4.
En effet, la condition initiale est bien vérifiée pour k = 0 et supposons
par hypothése de récurrence que le résultat est vrai pour les éléments
de DY(E,M),i <k — 1. Soient T' € D*(E, M) et une section s € ['(E)
tel que j'(s) = 0. Comme dans le corollaire cité précédemment, on a
bien

T(s)(x) =0,
en utilisant le fait que la section s peut alors se décomposer en
s=Y fufunsi i, € C®(M),s; €T(E),
i<r

ot les fonctions f;, s’annulent en .
Ce qui achéve la démonstration. O

On peut maintenant énoncer le résultat suivant ot nous regroupons
les premiéres propriétés des espaces que nous venons de définir. Préci-
sons avant quelques notations. Dans la suite, ’algébre des champs des
endomorphismes de E, se note par gl(F). On a ainsi

[(Hom(E,E)) = gl(E).
La sous-algébre de gl(F) des endomorphismes de F ayant une trace

nulle se note par sl(E), c’est l'idéal dérivée de 'algebre de Lie gl(FE).
On démontre alors que le centre de gl(E) est donné par
Z(gl(E)) = C=(M)id
PROPOSITION 2.2. Les relations suivantes sont vérifiées
(1) A(E, M) =D°(E,M) = gl(E)
(2) DY(E,M) Cc D"YE, M), D'(E,M)-DI(E,M) C D' (E, M)
(3) [Di(E, M), Di(E, M)] € D*(E, M),

DEMONSTRATION. La relation (1) vient de la définition de I'espace
D°(E, M) et de la Proposition 2.1 précédente.

Les deux inclusions de (2) se démontrent par récurrence. Pour la
premiére, on a bien que la condition initiale est directe pour i = 0.
Supposons par hypothése de récurrence que cette inclusion est vraie
pour i = k € N et considérons 7' € D¥*1(E, M). On a alors, pour toute
fonction u € C>*(M),

[T, 7] € DMH(E, M),

en vertu de 'hypothése de récurrence. Cela traduit que T’ € D¥2(E, M)
et la premiére inclusion est bien établie.

Pour la seconde inclusion de (2), la récurrence se fait sur la somme
k=1i+j.
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Rappelons qu’on a bien 'égalité
(x) [ToT' T'N=To[T"T'|+ [T, T"] 0T’

pour tous T € DP(E, M), T" € DYE,M) et T" € D"(E,M) avec
p,q,7 € N. En particulier, pour T,7" € D°(E, M) et T" = 7,, ou
u € C*(M), la relation (%) permet d’obtenir la condition initiale pour
k= 0.

Supposons par hypothése de récurrence que l'inclusion est vraie
pour i + j < k et considérons T' € DP(E, M) et T" € DIUE, M) avec
p+ q=Fk. On a alors, en appliquant ’hypothése de récurrence, que

o' y,] , [T,7] 0 T € D=1 (B, M),
pour tout u € C*°(M). D’ot, en vertu de la relation () précédente
ToT € DM9Y(E,M).
La relation (3) est une conséquence de la deuxiéme inclusion de (2). O
Considérons 'algebre de Lie définie par
D(E, M) = | | D¥(E, M).
k>0

C’est donc une algébre quasi de Poisson quantique dont les éléments
seront appelés opérateurs différentiels du fibré vectoriel £ — M.

Faisons remarquer que le cas de fibré de rang n = 1 ne nous intéresse
pas dans la mesure ou l'algébre de Lie D(F, M) ne saurait caractériser
le fibré vectoriel £ — M, en général, car, en vertu du Théoréme 2.11
du chapitre 2, on a 'identification

D(E, M) = D(M).

PROPOSITION 2.3. Soit E — M un fibré vectoriel de rang n > 1.
L’algébre quasi de Poisson quantique D(E, M) est non-singuliére, quasi
distinguante et symplectique.

DEMONSTRATION. Pour la non-singularité, observons que pour une
dérivation covariante V du fibré E et un champ de vecteurs X sur M,
on a, pour tout u € C*(M),

[VX, %] = VX (u) = V[X,u]

ce dernier crochet étant celui définit dans D(M), l'algébre de Lie des
opérateurs différentiels de M. La non-singularité de D(E, M) vient
alors de celle de D(M), en posant

DY(E,M)={T € D'(E,M) : [T, Z(A(E,M))] C Z(A(E, M))}.

En effet, ainsi défini, 'espace DY(E, M) est bien une sous-algebre de
Lie de D'(E, M) par l'identité de Jacobi.
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Si dans une trivialisation de domaine U € M, T' € D¥(E, M) s’écrit
T=> B+ ) 4.0
|61<k o=k
avec T,, Tz € C*(U, gl(n,R)), alors la relation [T, ~,] = 0 donne

Z [Aaaay ”Yu] =0.

laf=k

Par suite, en considérant les termes d’ordre maximal, on obtient pour
tout u € C>*(M),

Z A 0 99,0 =0,

|la|=k
m|, a; = o — e;. On en déduit que A, 0 75, = 0, et

avec pour i € [1,
= 0. D’ou 1 1mphcat10n suivante

donc que A,
([T, v =0,Vu e Z(A(E,M))) =T € A(E, M);

ce qui permet de conclure que D(E, M) est quasi distinguante.
On a aussi I'inclusion

Z(D(E,M)) Cc{T e D(E,M) : [T, Z(A(E, M))] = 0}.
D’on, D(E, M) étant quasi-distinguante, on a

Z(D(E,M)) C Z(A(E,M)).

De plus, pour u € C*(M), [DY(E,M),v,) = 0 implique que u est
constant. U

Nous allons maintenant énoncer des résultats de caractérisation Lie-
algébrique des fibrés vectoriels. Le théoréme qui suit est tiré de [31].

THEOREME 2.4. Soient E +— M et F — M deux fibrés vectoriels
de rangs respectifs n,n’ > 1 avec H'(M,Z/2) = 0. Les algébres de Lie
gl(E) et gl(F) (resp. sl(E) et sl(F)) sont isomorphes si et seulement
st les fibrés vectoriels E et F' sont isomorphes.

THEOREME 2.5. Soient E — M et ' — M deux fibrés vectoriels
de rangs respectifs n,n' > 1 avec H'(M,Z/2) = 0. Les algebres de Lie
D(E, M) et D(F, M), vues comme C>®(M)—modules, sont isomorphes
si et seulement si les fibrés vectoriels E et F' sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Soit ® : D(E, M) — D(F, N) un isomorphisme
d’algebres de Lie et de C*°(M)—modules. Puisque ces algébres quasi
de Poisson quantiques sont symplectiques, on a

(C=(M)) = C*(N),
en identifiant u € C>*(X) avec 7, pour X = M ou X = N. En effet,
pour tout u € C*(M), on a
() = P(um)
= ud(m).
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Les algebres dont il est question ici étant non-singuliéres et quasi-
distinguantes, on peut donc appliquer la Proposition 1.2 précédente
pour obtenir 'égalité

(gl(E)) = gl(F).

Le Théoréme 2.4 précédent permet alors de conclure. U

3. L’algébre de Poisson quantique P(E, M)

Soit £ — M un fibré vectoriel de rang n > 1. Dans cette section,
nous proposons une autre filtration pour l'algébre quasi de Poisson
quantique D(E, M), de maniére a la rendre de Poisson quantique.

On pose
P(E,M) = PHE, M),
k>0
avec, par définition,
PUE, M) = {y, :u € C°(M)}
et
PMUE, M) = {T € End(T'(E))|Vu € C*(M) : [T,~,] € P*(E, M)}.

Dans I’énoncé qui suit, nous donnons certaines propriétés de 1’algebre
P(E,M). Et on verra que, contrairement a D(E, M), la filtration de
P(E, M) confere a I’algébre des opérateurs différentiels de F une struc-
ture d’algebre de Poisson quantique.

PROPOSITION 3.1. Pour tous entiers j,k € N, on a
(1) PH(E, M) C P*YE, M) et P/(E,M)-P*(E, M) C PI**(E, M)
(2) [P/(E, M), P¥(E, M)] C PI*1(E, M)

DEMONSTRATION. La relation (1) se démontre exactement comme
pour D(E, M). Démontrons la derniére inclusion. Posons pour com-
mencer PY(E, M) = {0} pour i < 0 et faisons une récurrence sur
7+ k. Le résultat étant vrai pour j + k = 0, supposons qu’il en est de
méme pour j + k < p. Soient alors D € P/(E, M), T € P*(E, M) avec
j+k=p. On a pour tout u € C*(M),

(D, 7], T + [D, [T, 7a]] € P7H2(E, M),
par hypothése de récurrence, puisque [D,v,| € P/ E, M) et [T, ,] €
PEL(E, M), par définition. Par conséquent, on a bien

[[D,T],v.] € PPT2(E, M).

Et cela achéve le démonstration de la proposition. U
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Le lien entre les algébres de Lie D(E, M) et P(E, M) est donné
dans I’énoncé suivant.

PROPOSITION 3.2. Soit E — M wun fibré vectoriel de fibre type R".
On a, pour tout k € N,

(1) PX(E,M) Cc D*(E,M) C P*Y(E, M).
(2) P(E, M) =D(E, M)
DEMONSTRATION. Observons que la relation (2) est un corollaire
de la relation (1). Nous démontrons donc (1), dans les lignes qui suivent
et cela est suffisant. La premiére inclusion étant évidente, établissons

la seconde par récurrence. On a pour tout A € D°(E, M) et toute
fonction u € C*(M),

[A, ] € PUE, M);

et I'inclusion est établie pour £k = 0. Supposons qu’elle est également
établie pour k € N. Soit T € D¥*1(E, M). On a alors

[T,7.] € D*(E, M) € P**(E, M)

pour tout u € C*(M), cette derniére inclusion étant vraie par hypo-
thése de récurrence. On en déduit 'inclusion

DFYE, M) C P*2(E, M).
Ce qui achéve la démonstration de la proposition. O

PROPOSITION 3.3. L’algébre de Poisson quantique P(E, M) est
non-singuliere et symplectique et n’est pas quasi-distinguante. On a les
résultats suivants

[T,7,) =0,Yu € C*(M) =T c gl(E) c PHE,M) ()
{T € P(E,M)|[T,P°(E,M)] C P'(E,M)} =P (E,M). (%)

DEMONSTRATION. La non-singularité de P(E, M) vient de celle de
D(E, M), puisque, DY(E, M) = PY(E, M).

En outre, D(E, M) étant quasi-distinguante, les relations (x) et (xx)
viennent directement car P*(E, M) C D*(E, M), pour tout k € N.

L’algebre P(E, M) est symplectique puisque P(E, M) = D(E, M).

g

PROPOSITION 3.4. Soit E — M un fibré vectoriel de rang n > 1.
Alors pour tout ¥ € C(P(E,M)), on a

U(PY(E,M)) C gl(E) et () =Y(1),

pour tout u € C>®(M).
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DEMONSTRATION. Pour tous u,v € C*(M), on a
[qj(’yu)a %] =0,

et donc, en vertu de la relation (x) de la Proposition 3.3 précédente,
U(v,) € gl(E). De la méme maniére que pour la Proposition 1.1 pré-
cédente, on a bien, pour tout u € C>*(M),

V() = ¥ (1),
car on peut se ramener a un étape ou le fait que l'algébre de Poisson

quantique P(E, M) soit non-singuliére nous permette de conclure. En
effet, on a bien la relation

\IJ(’YuT(qu)) = ’)/u\I](T(qu)%
pour tous T' € PYE, M),~, € P°(E, M), exactement comme dans le
cas général a la Proposition 1.1, citée précédemment.
En remplagant 1" par ~, 1T et v, par v, + Y, cette égalité donne

~ A~

U((Vu + Y)Y T (u + 7)) = (Yu + V) (VT (Y + Vo))

Par suite, en remplagant -, par f(’yw), un développement analogue a
celui du cas abstrait de la Proposition 1.1 permet d’aboutir a

\D(f}’u(T(wa»Z) = VU\IJ((T<7w))2)a
pour tous u, w € C*(M); ce qui, P(E, M) étant non-singuliére, donne
le résultat cherché en appliquant le méme raisonnement qu’a la propo-
sition citée précédemment. Il

Pour la sous-algebre de Lie P'(M), qui n’est rien d’autre que la
sous-algébre des automorphismes infinitésimaux de F, un résultat de
caractérisation Lie-algébrique des fibrés vectoriels existe. Nous propo-
sons dans les lignes qui suivent une démonstration adaptant les mé-
thodes développées par Grabowski et Poncin et se basant également
sur un résultat de Lecomte en appliquant le résultat d’algebre linéaire
selon lequel 'enveloppe linéaire des matrices nilpotentes est toute 1’al-
geébre des matrices de trace nulle.

THEOREME 3.5. Sotent E — M, F — N deux fibrés vectoriels de
rangs respectifs n,n’ > 1 avec H'(M,Z/2) = 0. St ® : PY(E, M) —
PYE,N) est un isomorphisme d’algébres de Lie, alors

®(P(E, M)) = ©(P(F,N)).

DEMONSTRATION. La démarche consiste a démontrer que P°(E, M)
est le Casimir de la partie Nil(P'(E, M)) de P (E, M). Pour y arriver,
nous démontrons que tout élément de ce Casimir permute avec si(FE)
et donc avec gl(FE) tout entier. Observons d’abord que

Nil(PY(E,M)) C gl(E)

Cela vient du fait que localement, T' € PY(E, M) s’écrit T = A + 7,,0;
et D(M) est distinguante.



3. ALGEBRE DE POISSON QUANTIQUE P(E, M) 66

En effet, cette écriture permet de voir que pour tout T' € PY(E, M),
relativement a une connexion sur F, il existe X € Vect(M) tel que

(adT) () = Lx (v)id = Yx0,
pour tout v € C*°(M). On en déduit donc que

(adT)? () = (Lx)"(v)id,

pour tout v € C*(M) et tout p € N.

Le résultat annoncé en découle puisque D(M) est distinguante.
Calculons maintenant le Casimir de Nil(P'(E, M)). Rappelons qu’on

a, par définition,

Cas(Nil(PY(E, M)))

= {T € Nil(P'(E,M))|VD € Nil(P'(E,M)) : [T, D] = 0}
Et montrons que
Cas(Nil(PY(E, M))) = C>(M)id.
1l suffit pour cela de montrer que pour tous A € Cas(Nil(PY(E, M)))
et B € sl(F), on a
[A;, By =0 Vz e M.

Soient xg € M et (U,v) une trivialisation du fibré Hom(E, E) — M,
dont le domaine contient xy, associée & une trivialisation (U, ) de

E — M. Rappelons que pour tout x € U, ¢, : E, — R" est une
bijection linéaire et qu’il en est de méme pour

Ve gl(Ey) = gl(n,R) : A— p,0Ao0 gpgl.
Pour § € gl(FE.,,), soit B € gl(F) tel que

B, =0pourx € M\ U
(*) B, = u(z); ! 01, (8) pour z € U,

ot u € C®°(M) est une fonction a support compact dans U et qui vaut
1 en xg. On a bien que B,, = .

De plus, on observe que s'il existe k& € N tel que ¥ = 0, alors
B¥ = 0, et on peut donc conclure dans ce cas que B € Nil(PY(E, M)).
En effet, cela vient du fait que pour tous A, B € gl(E), on a que
(adB)*(A) se décompose en une somme dont les termes sont de la
forme

ca”gBo‘voB’B, cap ER, a0+ B =k.

Soit maintenant A € Cas(Nil(P'(E, M))) et considérons un élément
nilpotent 3 € gl(F,,). Pour un élément B € gl(E) N Nil(P'Y(E, M))
construit comme en (x) ci-dessus, on a alors

0= [Aa:mbo] = [Awoaﬁ]-
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Ce qui traduit que A,, commute avec toutes les matrices nilpotentes
de gl(E,,), et donc avec leur enveloppe linéaire qui est sl(E,,)."
Cela étant vrai pour tout xg € M, on a le résultat cherché. Il

Contrairement & ce qui se passe avec 1'algébre de Lie D(F, M) tout
entiére, et cela méme si on considére la filtration proposée précédem-
ment et qui en fait une algébre de Poisson quantique, il est possible, en
vertu de la Proposition 3.5 précédente, d’obtenir par les méthodes de
Grabowski et Poncin, une caractérisation Lie-algébrique des fibrés vec-
toriels sans considérer la structure de C*°(M)—module de P (E, M).

Voici un énoncé qui nous permettra d’appliquer le Théoreme 2.4
précédent pour obtenir un résultat de type Pursell et Shanks pour les
fibrés vectoriels avec PY(E, M).

THEOREME 3.6. Sotent E — M, F — N deux fibrés vectoriels de
rangs respectifs n,n’ > 1. Alors tout isomorphisme ® : PY(E, M) —

PYF,N) d’algebres de Lie est tel que sa restriction a P°(E, M) est de
la forme
®’PO(E,M) = /ﬁ]\D,
ou W :PYE, M) — P°E,N) est un isomorphisme d’algébres associa-
tives. On a aussi
(gl(E)) = gl(F).
DEMONSTRATION. En vertu de la Proposition 3.5 précédente, on a
O(PY(E, M)) = P°(F,N).
On a aussi, pour tout élément A € gl(FE), que
D040 € C(PL(F,N)),
les notations étant celles précisées dans démonstration de la Proposition
1.2 précédente. Et donc pour tout v,, € P°(F, N), I'égalité suivante est
vraie
074007 () = P(APT (1)) (%)
La Proposition 3.4 précédente donne alors
P(AD1(1)) € gl(F)
pour tout A € gl(F). Par suite, P!(E, M) étant symplectique, on en
déduit que
P(gl(E)) = gl(F),

car alors, la constante ®~!(1) est non nulle.

La suite de la démonstration est une adaptation du raisonnement

développé a la Proposition 1.2 précédente. En effet, pour A = ~,, u €
C°(M) et X := ®~1(1), la relation (x) précédente donne en particulier

PP () = P(M) Ve

1. En fait, on démontre que si(n,R) admet une base dont les éléments
sont nilpotents. Voir par exemple, sur Internet le lien : http ://www.iecn.u-
nancy.fr/ eguether/zARTICLE /DP.pdf
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En posant, ®~!(~,) = 7, et on obtient

(I)(%L : 71)) = ACI)(%)@(%]),

Par suite, la correspondance

Yu > OTH1)D ()
est bien un isomorphisme de R—algebres de P°(FE, M) sur P°(F, N).
U

On peut maintenant énoncer le résultat suivant.

THEOREME 3.7. Soient E — M, F — M deux fibrés vectoriels de
rangs respectifs n,n’ > 1 avec H'(M,7Z/2) = 0. Les algébres de Lie
PYE, M) et PY(F, M), , sont isomorphes si et seulement si les fibrés
vectoriels E/ et F' le sont.

4. L’algébre de Poisson classique S(P(E, M))

Dans cette partie, nous étudions la limite classique de I’algébre de
Poisson quantique P(FE, M) abordée dans la précédente section.
Commengons par rappeler que

S(P(E,M)) = DS (P(E, M));

avec S (P(E,M)) = PY(E,M)/P"YE, M) et que pour T € P*(E, M),
ord(T) =1,si T ¢ P~YE,M).
Pour ¢ > ord(T), le symbole de degré i de T" est défini par

_J O0sii>ord(T)
oi(T) = { T + PY(E, M) si i = ord(T)

et le symbole lié a la structure de Poisson quantique de P(E, M) par
Opson : P(E,M) — S(P(E,M)): T — 05a(T).

Pour P € S (P(E,M)) et Q € S/ (P(E,M)) tels que P = o,(T) et
Q) = 0;(D), on pose par définition

PQ = Ui+j<TO D) et {P, Q} = O'Z'Jrj,l({T, DD
4.1. Cas particulier de ’algébre de Lie gl(E) C P (E, M).
Alinsi, par définition,
Tpson(Vu) = Yu + {0}, Vu € C(M)

et on notera simplement o,son(Vu) = Yu-
De méme, pour A € gl(E) \ P*(E, M), on a

Opson(A) = A"+ P°(E, M),
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avec A = A — #id, tr(A) étant la trace de A. Ainsi, pour A, B €
gl(E), on a

opson([4, B]) = [A, Bl +P(E, M)
= [A,B]+PYE,M).
Et pour le produit, si A, B ¢ P°(E, M), on a bien
Tpson(A) * Tpson(B) = 0,
et si v, € P°(E, M), on a alors
Tpson (V) * Opson(A) = Yu 0 A"+ PO(E, M).

On a donc 'identification suivante d’algébres de Lie

o(gl(E)) = sl(F) ® C*(M)id,
ou la multiplication est commutative et est définie par
(A+7) - (B+7) =70 A+ 70 B+ Y
et le crochet est donné par

{A+v, B+v} =[A B

4.2. Cas général. Enoncons le résultat suivant qui donne l'ex-
pression locale des éléments de P(E, M) dans une trivialisation de E.

Il nous arrivera, par commodité d’écriture, de noter simplement -,
par u € C®(M).

PROPOSITION 4.1. Les éléments de PX(E, M), k > 1, sont caracté-
risés par le fait qu’ils s’écrivent localement, dans une trivialisation de
domaine U C M, sous la forme

YT+ ) ugd” (¥)

laf<k 1B|=F
avec T, € C*(U, gl(n,R)) et ug € C>(U).

DEMONSTRATION. La preuve se fait par récurrence sur k. Soit T €
PYE, M) et supposons que dans une trivialisation de domaine U de E
on ait

T=A+Y T, AT €CU,gl(nR))
La relation [T, ~,] € P*(E, M) donne
Y Ty00i(u) € CX(U), Vue C®(M).
=1

Par suite, pour tout ¢ € [1,m] NN, on a bien T; € C>*(U).
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Supposons par hypothése de récurrence que le résultat est vrai pour
tout élément de P"(E, M) avec r < k. Soit T € PK(E, M) tel que

localement on ait
| <k e

On a, en appliquant I’hypothése de récurrence a [T, ~,], que son terme
de plus haut ordre de dérivation est de la forme

Z U)\a/\.
A=k

Or dans [T, 585, Yu), les termes de plus haut ordre de dérivation sont
de la forme O;uT0%, avec B; = B — e;, ou (e;)1<i<m désigne la base
canonique du R—espace vectoriel R™. Donc 0;uls € C*(U), pour tout
u, et par conséquent T € C*(U).

Inversement si T' € D(E, M) s’écrit localement sous la forme (x), on
obtient que T' € P*(E, M), pour tout k > 1, en faisant une récurrence
sur k. U

Ainsi, dans une trivialisation de domaine U C M, la partie d’ordre
strictement égal & k de I'expression locale de T, est de la forme

D A"+ ugd’, (wx)
jal=k—1 =
avec A, € C*(U, sl(n,R)) et ug € C*(U).
Pour D € P{(E, M), ayant
Z B)\a)\ + Z vu8"
A=i-1 =

comme terme d’ordre [, celui d’ordre k + 1 de 7o D (mais aussi celui
de DoT) est

(5) Y. D A0+ DY > Bugd®d+ D> > ugnd’or
laf=k—1 |ul=t A1 |8k |81k |l =t
et pour le crochet [T, D], le terme d’ordre k + 1 — 1 est

(6) > D A Bod

la|=k—1 |A|=l-1

LYY S 0 0,00

la|=k—1 |u|=l 1<i<m

+3°0 3 > (up0:B0*0" — 0us B0 9™)

|B]=k |A|=l—1 1<i<m

+ Z Z Z (uﬁﬁivuaﬁiaﬂ - Uuaju/ga”jaﬁ)

|Bl=k |\|=1—1 1<i<m
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On remarque que la décomposition locale (x%) donnée ci-dessus
n’est pas intrinséque. En fait, si dans la somme de droite on recon-
nait bien le symbole principal de 'opérateur différentiel au sens usuel,
la somme & gauche, quant a elle, ne résiste pas a un changement de
coordonnées et n’est donc pas globalement définie.

Dans les lignes qui suivent nous construisons une décomposition
gobale permettant de trouver un sens global & ’expression donnée en
(%) précédemment.

Soit maintenant T € S¥~1(M) ® sl(E) et supposons donnée une
partition de l'unité (U;, p;) de M dont les domaines U; sont des do-
maines de trivialisation de E. Dans chaque U;, si T s’exprime sous la

forme
T = Z Aa,i€a7

|a|=k—1
alors on pose

Ti= > Aw0"eD"Y(E

|a|l=k—1

U;» U’L)

avec A,; € C(U;, sl(n,R)). L’opérateur différentiel
T=> pT; D" (E,M)CPE M),

lié a la partition de 1'unité choisie au départ est alors tel que
Opson (T) = Oppal (T> =T,

mais n’est évidemment pas le seul a vérifier cette relation.
Néanmoins, on a I’énoncé suivant.

PROPOSITION 4.2. L’espace S*(P(E,M)) = P*(E, M)/P*(E, M)
des symboles au sens « algébre de Posson quantique » des opérateurs
différentiels dans P*(E, M) est déterminé par la courte suite exvacte de
R—espaces vectoriels suivante

0 — S (M) @ sI(E) = PHE, M)/P (B, M) - SH(M) — 0,
avec 0 : T+ T +PFYE, M) et

0 si D € DY(E, M)

. k—1
S:D+P"H(E,M)— { o (D) sinon.

DEMONSTRATION. L’application @ est bien définie. En effet, si des
opérateurs différentiels Dy, Dy € D*Y(E, M) C P*(E, M) sont tels
que Gpson(D1) = 0pson(Ds), alors on a bien Dy — Dy € P*Y(E, M); ce
qui signifie que I'image de T ne dépend pas du choix de l'opérateur T
tel que 0pson(T) = T.

En outre, 0 est évidemment une application linéaire et elle est in-
jective. En effet, soit T' € S*1(M) ® sl(E) est tel que 0(T) = 0.
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On a alors T € P*1(E,M). Or par construction T ¢ D*2(E, M).
Dongc, on a bien

Oppat(T) € SFH(M)id

On en déduit, comme 0,50, (T) = Oppat(T) =T, que T' = 0.
L’application § étant linéaire et directement surjective, montrons
pour terminer que

ker(d) = Im(0).

L’inclusion ker(§) D Im(6) est évidente. Démontrons 'autre sens de
Iinclusion. Si D + P*Y(E, M) € ker(§), alors, par définition de §, on
a

D € DY (E, M) nP*(E, M).
Par suite, d’une part,
Oppat(D) € Sk_l(M) ® gl(E),

puisque D € D*Y(E, M) et de I'autre, comme D € P*(E, M), on a
plutot,
Oppat(D) € S"HM) @ sl(E).

L’inclusion cherchée en découle directement. O

Ainsi, comme R—espaces vectoriels, on a la décomposition
PH(E, M) = Pol*"Y(T*M, sl(E)) & Pol*(T*M,R)

pour tout entier k € N.

La question qui se pose est celle de savoir si la suite exacte d’al-
gébres de Lie mais aussi d’algébres associatives suivante, dont I'exac-
titude vient de celle donnée dans 1’énoncé précédent et des opérations
effectuées en (5) et en (6) précédemment est scindée.

(x) 0—SM)®sl(E) —=S(P(E,M)) —=S(M) —0

Notons que la scission de cette suite entrainerait en particulier celle de
la suite exacte d’algébres de Lie suivante

0——sl(E) —=SYP(E,M)) — Vect(M) —=0

Pour y répondre, nous nous servons du résultat suivant ot une suite
d’algebres de Lie scindée est donnée.

PROPOSITION 4.3. Soit E — M un fibré vectoriel de rang n. Re-
lativement a une connexion sur E, la courte suite exacte d’algébres de
Lie suivante est scindée.

0 —=PYU(E, M) — PYE, M) =% PYE, M)/P*(E, M) —0

ot 1 est l'injection canonique et Opso, défini précédemment.
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DEMONSTRATION. Via une dérivation covariante V de E, on a
I'identification de R—espaces vectoriels
PHE, M) = Vect(M) @ gl(E).
En effet, pour T € PY(E, M) C D'(E, M), on a
Oppat(T) = X € Vect(M)

et par suite, comme Vx € PY(F, M), la différence T — V x est bien un
champ d’endomorphismes.

On note par A : PY(E, M) — Vect(M) & gl(E) la bijection linéaire
ainsi définie. Sion a T = Vy + A et D = Vy + B, alors on obtient
dans PY(E, M)

[T,D] = Vixy]+RY(X,Y)+VxB — VyA+ A, B],
ce qui se traduit par
dans 'espace Vect(M) & gl(E).
Par ailleurs, considérons la courte suite exacte suivante

0—— sl(E) —= PY(E, M)/P"(E, M) —= Vect(M) —= 0

correspondant au cas particulier £ = 1 de celle caractérisant I’espace
des symboles, au sens « Poisson quantique, » des opérateurs différentiels
d’ordre k, que nous avons donnée au début de cette section. Ainsi,
comme dans le cas général au début de cette section, on a ’application
linéaire (5)

0siT € gl(FE

) 0
d: T+ P(E)— { 0 ot(T) sinon
qui est surjective et I'injection 0 : A € sl(E) — A+ P°(E, M).
Comme R—espaces vectoriels, on a donc I'identification suivante
PYE, M)/PY(E,M) = Vect(M) @ sl(E).

Considérons le diagramme commutatif suivant

(X, A) € Vect(M) @ sl(E) =— PYE, M)/P°(E, M)

)\—1
Opson

Vx+AePYE, M)
L’application linéaire 4 = 0p5n © 71 est injective car u(X,A) = 0
donne Vx + A € P°(E); et on déduit que
X=0 et Acsl(E)NP'(E,M).

De méme, p est surjective.
Le crochet dans P'(E, M)/P°(E, M) est donc donné par

[[T),[D)] = Vixy) + RV(X,Y) + VxB — Vy A+ [A, B + P°(E, M)
avec [T] = Vx + A+ PYE, M) et [D] = Vy + B+ P°E, M).
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Et donc, 'opération correspondante dans Vect(M )@ sl(E), obtenue
par transport de structure via pu, n’est pas nécessairement un crochet
de Lie puisque le terme RY(X,Y) n’est pas toujours de trace nulle.
Pour remédier a cela, supposons que V soit associée a une forme de
connexion d’une réduction du fibré principal des repéres L'(F) de E
au sous-groupe de Lie O(n) de GL(n,R). Pour une telle dérivation, RV
est a valeurs dans sl(E). On a alors un isomorphisme d’algébres de Lie

w: Vect(M) @ sl(E) — PYE,M)/P°(E, M),
I'espace Vect(M) @ sl(E) étant muni du crochet suivant
(x*%)[(X, A), (Y, A)] = ([X,Y],RV(X,Y) + VxB — Vy A+ [A B)).
Vu les relations (#x*) et (x %), on conclut que l'injection canonique
B Vect(M)® sl(E) — Vect(M) @ gl(E)
est un homomorphisme d’algebres de Lie. Par suite,
AloBou ™t PYE,M)/P(E,M)— P (E,M)

est un homomorphisme d’algébres de Lie permettant d’identifier 1’al-
gébre de Lie PY(E, M) /P°(E, M) a une sous-algébre de Lie de P1(E, M),
pour les structures précisées dans les lignes précédentes, et on voit bien
que c’est une section de opson.

On vient ainsi de montrer que la courte suite exacte de ’énoncé est
scindée. O

On remarque que si V est une dérivation covariante de E associée
a la réduction dont il est question dans la démonstration précédente,
alors pour T'= Vx + A, la déposition

T = (Vx+ A — “tr(A)id) + “tr(A) id
n n

ne dépend que de la réduction et non du choix de la connexion. En
effet, si relativement a une autre dérivation covariante V', associée a la
méme réduction, on se donne une décomposition analogue de T, alors
on a

T=Vy+4 = Vx+ A+ (Vy—-Vy))
= Vx+S+A

avec S = Vx — V', et donc S est de trace nulle, et A’ = A — S.
Par suite, tr(A) =tr(A’) et on a

1 1
Vi+A — ﬁtr(A’)id =Vx+S+A4A-5- Ew(A) id.
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Considérons maintenant le diagramme suivant

0 0

gl(E) sl(F)

0—PYE,M)—PYE,M)—PYE, M)/P°(E,M) —0

Vect(M) Vect(M)

0 0

Nous avons établi que la suite horizontale est scindée. Et on en
déduit que la scission de la suite verticale de droite entrainerait celle
de la suite verticale située a gauche. Or selon [33], la scission de cette
suite exige essentiellement la naturalité du fibré vectoriel E; le fibré est
forcément naturel si la base M est simplement connexe.

Donc la réponse a la question de savoir si la suite exacte d’algebres
de Lie () est toujours scindée est non.

4.3. Caractérisation Lie-algébrique des fibrés vectoriels. De
la méme maniére que pour le Théoréme 3.7 précédent, on peut énoncer
le résultat suivant.

THEOREME 4.4. Soient E — M, F — M deux fibrés vectoriels
de rangs respectifs n,n’ > 1 avec H'(M,Z/2) = 0. Les algebres de
Lie S(P(E,M)) et S(P(F,M)), vues comme C®(M)—modules, sont
isomorphes si, et seulement si, les fibrés vectoriels E et F' le sont.

Pour les sous-algebres de Lie S'(P(E, M)) et SY(P(F,N)), ce ré-
sultat peut s’améliorer. Pour le démontrer, nous nous servons de la
courte suite exacte présentée dans I’énoncé suivant.

On peut maintenant énoncer le résultat suivant de caractérisation
Lie-algébrique de fibrés vectoriels.

THEOREME 4.5. Sotent E — M, F — N deux fibrés vectoriels de
rangs respectifs n,n’ > 1 avec H'(M,Z/2) = 0. Les algébres de Lie
SYP(E,M)) et SY(P(F,N)) sont isomorphes si et seulement si les
fibrés vectoriels E et F' le sont.

DEMONSTRATION. On observe, partant de la décomposition
SHP(E,M)) = sl(E) ® Vect(M)

obtenue précédemment via une connexion sur E, pour tout ' = (Vx, A)
si pour tout B € sl(F), il existe r € N tel que

(ad(T))"(B) = 0.
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On a alors bien

Vx(Vx -+ (Vx(B))) =0,
ou Vyx est appliqué r fois. Dans une trivialisation de E de domaine
U C M, en considérant B dont l'expression locale est de la forme
(aij) = (612u), u € C*(U), i.e ayant tous ses termes nuls sauf celui
de la position (1,2), le Lemme 2.1 du second chapitre nous permet de
choisir v de sorte qu’on ait nécessairement X = 0. On en déduit que

Nil(SY(P(E)) C sl(E).

Par ailleurs, on sait que si A € sl(E) est tel que A? = 0, alors on a
A € Nil(S'(P(E, M)). En effet, on observe que

(adA)*(Vx + B) = (adA)¥(Vx)+ (adA)*(B)
= —(adA)*"YX - A) + (adA)*(B)

ot, en vertu du cas particulier étudiée a la section 4.1 précédente, pour
tous C, D € sl(E), on a

(adC)(D) = {C,D}=[C,DJ,

ce qui permet de conclure, puisque (ad C)¥(D) est alors une somme des
termes de la forme a;C* o D o C*71 a; € R.

Dans les lignes qui suivent, le but est d’établir que ’enveloppe li-
néaire des champs d’endomorphismes nilpotents est sl(E) tout entier.
Soit A € sl(E). Au-dessus d'un domaine de trivialisation U C M, on
peut donc écrire

Aly = %NV
avec NV € sl(E|y), (1 <i < n?—1), des champs d’endomorphismes
nilpotents puisque sl(n,R) admet une base formée de matrices nilpo-
tentes. Considérons maintenant un recouvrement de Palais de M,

O=0,U---UO,,r €N,

localement fini, les éléments U, ; de chaque O, étant des domaines de
trivialisation de £ 2 & 2 disjoints, et une partition de 'unité (p, ;),
localement finie, subordonnée a ce recouvrement. On a alors

1
PajA = ZNi,a,j
=1

avec Niq; € sl(E|y, ;) nilpotent et de support compact dans U, ;.
Posons UOQ; = U,U,,; = U; et considérons N;; défini par

N Nioj(x) stz eU;
Nji(w) = { 0 sinon

On a alors que Nj; est de classe C*. En effet, pour = ¢ Uj, considérons
un voisinage ouvert V' o = d’adhérence compacte. On sait que V' n’est
rencontré que par un nombre fini de supports des N, j, dont la réunion
est le compact que nous convenons de noter par K.
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Alors V'\ K est un voisinage ouvert de x dans lequel N;; est identi-
quement nul. Et on a ainsi établi notre affirmation puisque pour x € U;
le caractére C* de Nj; est évident. On en conclut que

n?—1
Zpa,jA = Z Niji,
e =1

et par suite,

On vient donc de démontrer que
) Nil(S'(P(E, M)) (= sl(E),

ou la notation usuelle ) H ( désigne I'enveloppe linéaire d’une partie H
d’un espace vectoriel.
On en déduit que tout isomorphisme

®: S(PYE, M)) — S(P'(F,N))
d’algebres de Lie est forcément tel que
O(sl(E)) = sl(F).

Par suite, en vertu du Théoréme 2.4 précédent, on a le résultat cherché.
O



CHAPITRE 6

CARACTERISATION ALGEBRIQUE DES
VARIETES DIFFERENTIELLES ET DES FIBRES
VECTORIELS

Les algébres de Poisson quantiques ou classiques sont des algébres
de Lie mais aussi des algébres associatives. Jusque-la, nous avons ob-
tenu des caractérisations des variétés différentielles et des fibrés vecto-
riels par la seule structure de Lie. La question posée dans ce chapitre
est celle de savoir si pour ces algébres, la structure d’algébre associative
permet les mémes caractérisations.

1. Caractérisation algébrique des variétés différentielles

Soit M une variété différentielle. Nous savons que les algébres D(M)
et S(M) caractérisent la variété M par leurs structures respectives
d’algebres de Lie. Pour leurs structures de R—algebres (associatives),
le résultat suivant apporte une réponse a la question.

THEOREME 1.1. Soient M et N deux variétés différentielles.
(a) Les R—algebres associatives D(M) et D(N) sont isomorphes si, et
seulement si, les variétés différentielles M et N sont difféomorphes.
(b.1) Tout isomorphisme ® : S(M) — S(N) de R—algébres associatives
induit un isomorphisme de R—algebres respectant les graduations.
(b.2) Les R—algébres associatives S(M) et S(N) sont isomorphes si et
seulement si les variétés différentielles M et N sont difféomorphes.

DEMONSTRATION. L’assertion (a) vient du fait que tout isomor-
phisme d’algébres associatives entre D(M) et D(N) est également un
isomorphisme d’algébres de Lie.

Pour (b), rappelons que S(M) = Pol(T*M) et que Pol’(T*M) =
A(M) = C®(M), via l'identification 7. ,,(C>®(M)) = C*(M)).

L’énoncé (b.1) est alors une conséquence immédiate de la Remarque
2.4 du troisieme chapitre.

Le point (b.2) s’obtient comme corollaire du point (b.1) précédent
ou en appliquant directement le Lemme 2.1 du chapitre 3. O

2. Caractérisation algébrique des fibrés vectoriels.

Soient M une variété différentielle de dimension m, £ — M un
fibré vectoriel de rang n et T*E — FE le fibré cotangent de E.

78
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Considérons l'algébre associative Sg(FE), sous-algebre associative de
Pol(T*E) := S(F), les éléments de ce dernier ensemble étant les fonc-
tions polynomiales sur les fibres de T*F.

On peut aussi énoncer le résultat suivant ; la justification étant la méme
qu’au point (a) du Théoréme 1.1 précédent.

THEOREME 2.1. Soient E — M et F — N deux fibrés vectoriels.
Les algébres associatives De(E) et Dg(F) sont isomorphes si et seule-
ment si les fibrés vectoriels E et F' sont isomorphes.

PROPOSITION 2.2. L’enveloppe lisse de la R—algébre géométrique
Sc(FE) est donnée par

Se(E) = C*(T*E).

DEMONSTRATION. Notons d’abord que

Se(E) D mp.p(CF(E)).
En effet, en vertu de la Proposition 4.5 du premier chapitre, on a d'une
part,

mr-p(CT(E)) = 7. g (A(E))
et de l'autre,

C*(E) = A(E) = 7. p(A(E))
On obtient ainsi identification
T p(A(E)) = 75 p(A(E));

ce qui permet d’avoir le résultat annoncé en appliquant la Proposition
4.4 précédente a l'inclusion

w5 (A(E)) C Se(E).
Soit u € Pol*(T*E). Pour tout e € T*F), il existe un domaine de carte
canonique U 3 e de T*E associée a une trivialisation (V1) de E dans
lequel on peut écrire

u(e) = Z frs(@,y)€°,

Ir|+|s|=k

ou (z,y) sont les cordonnées locales dans V', (z,y,£,n) celles corres-
pondantes dans U et f,., € C*(V).

Recouvrons M par de tels domaines de trivialisation et extrayons-
en un recouvrement de Palais. Notons le recouvrement ouvert de T*FE
associé a ce recouvrement de Palais de M par O = O, U---U Oy avec
N € N et notons U, (o € J) les éléments de O;.
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Considérons une partition de l'unité ¢;, de M subordonnée au
recouvrement (U;,) de M associé¢ a O, ou chaque ¢;, est a support
compact dans U, ,; et pour chaque U, ,, considérons une fonction ¢; ,
a support compact dans U;, et qui vaut 1 lorsque ¢;, est non nulle.
On a alors

Trep ° Tp(Pia)0 = Tpep 0 Tp(Pia - dia)u
= D gV
Ir|+|s|=k
ot gi%, € mpp(C(E)) et vis, € Sg(F) sont a support dans U, et
sont donnés par
g::; = Yia :Z et V;Z = ¢i,a€rns'
Par suite, on peut écrire
LI DD DU
Irl+lsl=k i
- > v () (2
Irl+Is|=k 1 @ B
- Y S

Irlsl=k i

puisque pour « # 3, g;° vir=0. On a alors que u € Sg(FE), puisqu’on
vient de montrer que u se décompose en une somme dont les termes

sont des produits ayant deux facteurs, I'un dans 7. (C>*(E)) et autre
dans Sg(F). Par suite,

Pol(T*E) C S¢(E).
D’aprés la Proposition 4.4 précédente, on a donc 'inclusion

Pol(T*E) C S:(E).

Mais on a aussi Pol(T*FE) = C>*(T*E) et donc

C®(T"E) C S(E).

On en déduit alors 1’égalité

SS(E) = COO(T*E);

car U'inclusion Sg(F) C C*(T*E) vient de la Proposition 4.4 du cha-
pitre 1, appliquée aux inclusions

Se(E) C Pol(T*E) C Pol(T*E).
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On peut maintenant énoncer le résultat suivant qui nous permettra
de tirer quelques conclusions sur les fibrés vectoriels, en rapport avec
la structure de R—algebre de I'espace des symboles des opérateurs ho-
mogenes.

PROPOSITION 2.3. Soient E — M et F' — N deux fibrés vectoriels
et T"E — E et T"F — F les fibrés cotangents associés a E et F
respectivement. Tout isomorphisme de R—algébres U : Sg(E) — Sg(F)
s’étend en un unique isomorphisme de R—algébres U : C(T*E) —
C®(T*F) tel que

T(AY((B))) = A°((F))

ou A°((E)) = mh.p(AYE)) et A°((F)) est la R—algebre définie de
maniére analogue.

DEMONSTRATION. Si u € A%((E)) C Pol’(T*E), n’a pas de zéro
sur T*FE, alors il en de méme pour

ul':T"E > R:e—

1
u(e)
qui est un élément de Pol®(T*F). Mais u étant une fonction polyno-
miale de degré zéro en y, lorsque 'on considére un systéme de coor-
données locales (z,y,&,n), dans une carte canonique de T*F, il en est
de méme pour u~!; et donc

ut € A((E)) C Sp(E) = mpp(A(E)).
Par suite, la relation
Uu) - Y(u)=1pp:e1
devient, comme ¥ prolonge ¥,
T(u) - T(u™) =1y

ce qui permet de conclure que les polynoémes ¥(u) et ¥(u™') sont
constants en les fibres de T*F; ils sont donc dans

Se(F) = mh p(A(F))-

Mais comme les éléments inversibles de A(F') ayant leurs inverses dans
A(F) sont dans A°(F) et

Tpep
est un isomorphisme de R—algebres, on en conclut également que ¥(u)
est dans A°((F)). Cela démontre la premiére égalité ; puisque pour tout
u € A°((FE)), I'élément u?+1 n’ayant pas de zéro, on a bien que (¥(u))?
est un élément de A°((F')). On en tire directement que,

U(u) € A°((F)).

Ce qui achéve la démonstration. Il
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REMARQUE 2.4. Soit E — M un fibré vectoriel. A tout difféomor-
phisme de transition du fibré E — M de la forme (z,y) — (z, A(z)(y))
correspond un difféomorphisme de transition du fibré tangent TE — E
de la forme

(z,y,0,%) = (z,y,h, (A'(z) - y)(h) + A(2)(k)),

ot A'(x) -y est une matrice de type (n,m) dont l’élément de ligne | et
colonne k est donné par

Z 3kAz,r($)yT

et vérifiant
(A'(z) - y)(h) = (A, h)(y).
Les difféeomorphismes de transition de 7*E — E sont donnés par
(2, y,&m) = (2,9,6 =" (A7 (@) o (A'(2) - y))(n), "AT (x)(n))

Ces difféomorphismes définissent ainsi une fibration différentielle T*E —
M dont la projection est donnée par

7:T"E — M :ew mgomnrp(e)
COROLLAIRE 2.5. Soient deux fibrés vectoriels E — M et F — N.

Si les R—algebres Sg(E) et Sg(F) sont isomorphes, alors les fibrations
différentielles T*E — M et T*F — N sont isomorphes.

DEMONSTRATION. En effet, en vertu de la Proposition 2.3 pré-
cédente, les R—algebres C*°(T*E) et R—algebres C*(T*F') sont iso-
morphes. Il existe donc un difféeomorphisme & : T*E — T*F tel
que, en vertu de la proposition citée précédemment, l'isomorphisme
de R—algebres U entre Sg(F) et Sg(E) soit donné par

V:ueS(F)—uode S(E)
La méme Proposition 2.3 permet d’écrire
V(g p 0 mp(CT(N))) = mp. g 0 Tp(CF(M)):
Par suite, la restriction de ¥ a A°(F) induit un isomorphisme de R-
algebres W entre C*(N) et C*(M).
Par Milnor, il existe donc un difféomorphisme ¢ : M — N tel que
Y(g) =goo.
On déduit de ce qui préceéde,
U(mpep 0 Tp(9)) = Tpeg © Tp(g © @)
Or on a I’égalité
(7o p 0 Tp(g)) 0 ® = (w7 p 0 Tp(g)):
Donc, pour tout e € T*E, on a

(77 0 TR(9))(®(e)) = 77y 0 TR(g 0 D) (e) -
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Ce qui équivaut a
g(mpompp(®(e))) = g(Pp(mg o r-p(e))),Ve € T*E, Vg € C*(N)-
On en déduit que
(mrpomrp) 0o ® = ¢o(mgomrg);

et le résultat énoncé est établi. U

REMARQUE 2.6. Le corollaire ci-dessus, nous permet également de
dire que si les R—algébres Sg(FE) et Sg(F') sont isomorphes, les bases
M et N des fibrés vectoriels E et F sont difféomorphes mais aussi que

ces fibrés sont de méme rang. Nous ne savons pas en dire plus a ce
stade, en termes de caractérisation des fibrés vectoriels.

3. Limite classique des opérateurs homogénes de poids nul

Soient £ — M un fibré vectoriel. Rappelons que I'espace
Dy(E) = {T € D(E) : [€, D] = 0}

est 'algebre de Poisson quantique des opérateurs homogeénes de poids
nul. Considérons l'algébre de Poisson classique Sy(F), limite classique
de Dy(E). On a alors

k>0
avec SE(E) = {o(T) : T € DE(E)}. Vue comme sous-algébre associa-
tive de Pol(T*E), on a bien
So(B) = 7 p(A*(E)) = A((E)).

Localement, dans une carte canonique de T™E associée & une carte
adaptée de E, un élément u de S§(E) s’écrit sous la forme

ule) = Y fu(@y &, (+)

|r|+|s|<k

ou e € T*E admet (z,y,£,n) comme coordonnées locales.

PROPOSITION 3.1. Soient E — M et F' — N deuz fibrés vectoriels.
Si W So(E) = So(F) est isomorphisme de R—algébres, alors

V(AY((E))) = A((F)).

DEMONSTRATION. La démonstration est analogue a celle du Lemme

2.1 du chapitre 3. En effet, soit u € A°((F)) n’ayant pas de zéro sur
T*E. Alors u = 4. ;(u), avec u € A°(E) n’ayant pas de zéro dans E.
Par suite, u=! € A°(F) et, en notant u™' = 7. z(u™!) on a bien la
relation

u-ul=1pnp:e— 1.
D’ou, on a

\Il(u) . \If(ufl) = 1T*F-



4. LA STRUCTURE DE R—ALGEBRE DE L’ALGEBRE DE LIE S(P(E, M)) 84

On en déduit que
U(u) € Pol’(T*F) N Sy(F) = A°((F)).

En considérant un élément quelconque u de A°((E)), on a que u® + 1
n’a pas de zéro dans T*E et donc ¥(u) - ¥(u) € A°((F)).
On peut alors conclure car cela entraine

U(u) € AY((F)).

On en déduit alors le résultat suivant.

COROLLAIRE 3.2. Soitent E — M et F — N deux fibrés vectoriels.

Si les R—algebres So(E) et So(F) sont isomorphes alors les variétés
différentielles M et N sont difféeomorphes.

4. La structure de R—algébre de I’algébre de Lie S(P(E, M))

Pour un fibré £ — M, de rang dépassant 1, nous avons établi que
sous certaines hypothéses, la structure de Lie de S(P(E, M)) carac-
térise le fibré E. Nous allons voir ce qu’il en est de sa structure de
R—algebre.

Considérons la suite exacte suivante, rencontrée dans le chapitre
précédent, et limitons-nous a la seule structure d’algébre associative
des espaces en question

0= S(M)® sl(E) — S(P(E, M)) -2 S(M) — 0.

Notons qu’en vertu des opérations effectuées en (5) et en (6) au
chapitre précédent, la structure de R—algebre sur S(M) ® sl(F) dont
il est question ici est celle pour laquelle le produit de deux éléments
quelconques est nul.

Considérons la partie de S(P(E, M)) définie et notée par

J(E):={P e S(P(E,M)): P*=0}

On a alors que 'espace J (E) est un idéal de la R—algébre S(P(E, M)).
En effet, cela découle du fait que J(FE) n’est rien d’autre que le noyau
de 'homomorphisme de R— algébres 0 de la suite exacte précédente.

PROPOSITION 4.1. Les éléments inversibles de la R—algebre asso-
ciative S(P(E, M)) se décomposent sous la forme u+ f, avecu € J(F)
et f € Pol’(T*M) = C*(M) une fonction n’ayant pas de zéro. Et l'in-
verse d’un tel élément est donné par

() ==

avecf*I:T*M%szHﬁ.
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DEMONSTRATION. Soient P,Q € S(P(E, M)) tels que P-Q = 1.
On a alors
o(P)-0(Q) =1,
et cela implique que §(P) et 6(Q)) sont des polyndémes constants en les
fibres de T* M, en tenant compte de I'identification S(M) = Pol(T*M).
On en déduit qu’il existe des fonctions sans zéro f,g € C*(M), 'une
étant l'inverse de 'autre, telles que §(P) = f et §(Q) = g¢. Par suite,
par définition de I’homomorphisme 9, on a la décomposition
P=f4+uetQ=g+v

avec u,v € J(F) = Kero. On a alors

1 1
-1 _ =+
(f+w = f1+ %u
= Yt =
k
< f
car u? = 0, et le résultat est établi. O

Observons que la graduation de la R—algébre S(P(E, M)) en induit
une sur J(F) et on peut noter

J(E) =D IT(E),
k>0
avec en particulier J°(E) = {0}.

On peut maintenant énoncer le résultat suivant.

PROPOSITION 4.2. Soient E — M et F' — N deuzx fibrés vectoriels.
SiV:S(P(E,M)) — S(P(F,N)) est un isomorphisme de R—algébres,
alors W respecte leurs idéauz J(F) et J(F).

DEMONSTRATION. Soit ¥ : S(P(E,M)) — S(P(F,N)) un iso-
morphisme de R—algébres. La proposition vient directement du fait

que pour tout P € S(P(E,M)) tel qu'il existe r € N avec P" = 0,
alors on a également (V(P))" = 0. O

PROPOSITION 4.3. Soient E — M et F — N deux fibrés vectoriels.
Tout isomorphisme de R—algébres U : S(P(E,M)) — S(P(F,N)) est
tel que

U(S°(P(E,M))) = S°(P(F,N)).

DEMONSTRATION. Comme J(E) est un idéal pour la structure de
R—algebre de S(P(E)), on a alors que

T [Q] = [¥(Q)]
est bien un isomorphisme de R—algeébres entre les espaces quotients

S(P(E,M))/T(E) et S(P(F,N))/J(F) avec
Pl=[Ql & P—-QecJE).
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Observons que ces R—algébres quotients sont gradués, le sous-espace
de poids k étant identifié a
SH(P(B, M))/T*(E) = Pol*(T* M)
pour S(P(E,M))/J(E), et pour S(P(F,N))/J(F), on a une identifi-
cation analogue. On en déduit I'existence d’isomorphismes gradués de
R—algebres
Wy S(P(E,M))/J(E) — Pol(T*M)
et -
Uy :S(P(F,N))/J(F)— Pol(T*N).
On en tire un isomorphisme de R—algébres
Ty oW ol,, : Pol(T*M) — Pol(T*N).
Comme on a
Uy oW oW, (Pol®(T*M)) = Pol’(T*N),
en vertu du Lemme 2.1 du troisiéme chapitre, alors on peut écrire
V(S (P(E,M))/T(E)) = S°(P(F.N))/T°(F),
puisque Wy, et Uy sont gradués. Par suite, pour tout f € S°(P(E, M)),
on a l’égalité
U([f]) = [¥(f)] € S"(P(F,N))/{0},
et le résultat cherché en découle. U

On en déduit le résultat suivant.

COROLLAIRE 4.4. Soitent E — M et FF — N deux fibrés vectoriels.
Si les R—algebres S(P(E, M)) et S(P(F,N)) sont isomorphes, alors
les variétés différentielles M et N sont difféomorphes.

On observe qu'un fibré vectoriel £ ne peut pas étre caractérisé par
la seule structure d’algébre associative de S(P(E, M)) puisque « l'in-
formation » sur la nature du fibré, hormis sa base, est logée dans I’idéal
J(E) sur lequel la restriction de la multiplication de S(P(E, M)) se
réduit a la structure triviale.

5. Caractérisation Poisson-algébrique des fibrés vectoriels

Pour des algebres de Poisson quantiques, un homomorphisme de
R—algeébres est nécessairement un homomorphisme d’algebres de Lie.
Les résultats obtenus a la section précédente et au chapitre précédent
suggérent de considérer, pour les algébres de Poisson classiques, des
homomorphismes respectant a la fois les structures d’algébres associa-
tives et de Lie, dans le but d’obtenir une caractérisation algébrique
des fibrés vectoriels sans imposer que les R—algebres S(P(E, M)) et
S(P(F, M)) sont vues comme C>(M)—modules.

Mais donnons d’abord une définition.
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Une application R—linéaire W entre deux algebres de Poisson classiques
est un homomorphisme d’algébres de Poisson si U est a la fois un ho-
momorphisme d’algebres associatives et de Lie.
Ici, il n’est pas exigé que W soit gradué.

On peut maintenant énoncer la proposition suivante.

THEOREME 5.1. Soient E — M et F — N deuz fibrés vectoriels
de fibre type R"™ et R™ respectivement, avec n,n’ > 1.
Sous I’hypotheése HY(M,Z/2) = 0, les algebres de Poisson S(P(E, M))
et S(P(F, N)) sont isomorphes si, et seulement si, les fibrés vectoriels
E et F le sont.

DEMONSTRATION. Soit ¥ : S(P(E, M)) — S(P(F, N)) un isomor-
phisme d’algeébres de Poisson. Observons qu’en vertu de la Proposition
4.3 précédente, on a

U(PYE,M)) = P°(F,N).
Par suite, en appliquant le méme raisonnement qu’au Théoréme 3.6 du

chapitre 5, il vient que

V(gl(E)) = gl(F),
et le théoreme est établi, en vertu du Théoréme 2.4 du chapitre cité
précédemment. O
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