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CHAPITRE 1 = APPLICATIONS ELEMENTAIRES DE LA PLASTICITE EN FLEXION

1. Flexion plastique d’une poutre

Dans le domaine élastique, une poutre soumise a la flexion subit des con-
traintes (fig. 1)

fig 1 — distribution élastique des contraintes

Pour de plus-grands moments, on voit apparaitre la plasticité. Nous admettrons
que celle-ci se manifeste par un palier infiniment long (modéle de Prandtl,
fig. 2). Dés lors, si 1’on admet que la relation de compatibillité s’exprime
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fig. 2 - Plasticité a la Prandtl

toujours par la loi

eE=XY

¥ étant la courbure, on obtient



lO"I = [(EXy' si < Re
Re sinon

(voir fig. 3)
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fig. 3 ~ distribution élasto—pléstique des contraintes en flexion

La séparation entre la zone élastique et la zone plastique se situe en

* Re
= + —
y =% (1)
On peut faire disparaitre la courbure en notant

o = Re Z; dans la zone élastique
y

c =+ Re dans la zone plastique

Le moment vaut alors, par unité de largeur de la poutre,

*

*
M =2 Ig Re (y/y)ydy+ 2 [ E/Z Re vy dy
Y
2
2 *
=Re (0 - ¥ (2)

*
Ce moment est une fonction décroissante de y . Le moment maximal correspond a
y =0 et vaut

2
4

o

M’ = Re

c’est ce qu’'on appelle le moment plastique (ultime). On le note souvent Mi

On objectera que c’est une fiction, car le rapprochement des deux équations
(1) et (2) donne




¢’ est~a—dire que 1’on n'a M = Mé que pour ¥ = w
plus prés. Dans le domaine élastique, on a
M _1Exb
M’ 3 Re °
p
Ceci méne au diagramme de la figure 4,

variable Exb/Re.

donnant M’/M;

Examinons la question de

en fonction de la
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Fig. 4 - Diagramme moment-courbure en variables sans dimension
En fait, on a
4 Re .2 _ -2
pour
o = 52 10 V73 = 11,55 Re/E .

Dans le cas d’un acier courant,

Re = 250 MPa , E = 210 000 MPa

ce qui donne

250

xb = 11,55 . 575500

= 0,01375

soit un rayon de courbure
i/x = b/0,01375 = 72,75 b

A partir de cette valeur,
moment plastique ultime.

on peut sans grande erreur

assimiler le moment au



2. Retour élastique

lorsque le moment de

flexion est reldché, on assiste

a un retour

élastique. Il g’agit (fig. 5) d’une distribution de contraintes élastiques de

la forme

o =-E X,y

r

[

Mp

Fig. 5 - Retour élastique
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(-M e) contraintes
Slastigue résiduelles

telles que

5% yay=-w
-bs2 T p
soit
3 2
b _ . b
E X 75 Re T

ce qui donne une perte de courbure

_ 3 Re
r Eb

X

Des lors, pour obtenir une courbure y,

=x +x =X+

matrice T

Aprés mise a forme, il subsiste des contraintes résiduelles,
maxima sur les peaux et sur la fibre neutre. Sur cette derniére,

o (Ot) = + Re .

res
Sur les peaux, on a, en y

c =+ Re ¥ E X b/2

rés

I+

I+

Ces contraintes résiduelles

b/2 ,

3Re b

[Re“EE——bi:}:“P Re .

1
2

peuvent étre génantes en fatigue.

il faut fléchir a la courbure

qui ont des



3. Effort de pliage d’une tole

En négligeant les frottements sur les bords de la matrice ( fig. 6), il
faudra fournir une effort F capable de produire le moment plastique.

=

Fig. 6 -~ Pliage en V

Par unité de largeur de la téle, ce moment vaut

2

v = e
Mp Re T

Le moment de la force F’ par unité de largeur est donné par
M =F 1/4

Il faudra donc, par unité de largeur de la tdle, un effort

Dans le cas ou il y a du frottement, on peut raisonner comme suit : en
négligeant 1’épaisseur du corps plié, pour un angle «, la charge F s’est

[LN
N

y e

—

Figure 7 - Pliagé avec frottement




enfoncée (fig 7) de

En outre, on a

1

Z:—
2 cos o

Le travail virtuel de la force F vaut

F5y=F%6°‘

2
COS «

Celul des forces de frottement vaut quant a lul

2
cos  «
Enfin, le travail plastique est donné par

M .2 da
p

On a donc

F i S =2 N l sin a 8o + 2 M Su
2 2 2 P
cos o cos o
goit, en divisant par % o 3 ,
cos
4 M 5
F=2upuNsina+ P cos® o .

1
On obtient la valeur de N en exprimant 1’équilibre vertical

F=2Ncosa+ 2 uNsina

soit
N = F
2{(cos a + | sin «)
et
2 N sin a = pF sin «

cos o + M sin o
Par conséquent,

F sin «a o 2
F- K : = P cos®a
cos a + M sin o 1

soilt

. . M
cos o + usin o - sin « 2
B K =4 —E-cos o

cos ® + M sin « 1




ce qui donne

M M

F=4-L2 (cos® o + i sin « cos o) = 2 2

1 1 (1 + cos 20 + p sin 2a)

Cette force est maximale pour
M

= . == _E — i
0 3 2 T (- 2 sin 2o + 2 u cos 2a)

ce qul donne

tg 200 =
Comme
cos 20 = 1 = !

(1 + tgz(x)l/z (1 + H2)1/2

et
sin 2a = t i“ 172 = : 2,172
(1 + tg”a) (1 + 9
ce maximum vaut
M 1 + 2 M 2,172
21—p[1+% =2 21+
(1 + p%)
On obtient donc finalement
e2 1 2.1/2
Flox = Re T 5[1+(1+u) 1,

valeur assez peu différente de Re ez/l

Des considérations analogues permettent de traiter le pliage en U :

moment au droit du pliage vaut (fig. 8)

s F’ e
M=
I1 vient donc
2
Fe _ ., _ e
5 = M’ = Re T
d’ ou
- Re &
F’ = Re 5 -

le



%b;i 5‘; e /%L
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Figure 8 : pliage en U

On peut aussi raisonner par une voie énergétique : Le travail virtuel de
la force appliquée est donné par (fig. 9)

T =F 8y =F e da

Le travail virtuel de déformation vaut

Gy ? — ? - _e_
aJdéf 2 Mp So Re I S

I’ égalisation de ces deux travaux virtuels donne encore

' - Re &
F' = Re 5 -

F’ R Sk
yé_y ////////

4

Fig. 9 - Pliage en U : Méthode des travaux virtuels

On peut aller plus loin dans cette vole : comme le montre la figure 10,
1’ enfoncement y est donné par

y=e tg «

On a donc



¥ % j///
| /.

s

Fig. 10 - Pliage en U : étude du processus en cours

L’ égalité des travaux virtuels méne donc a

2
FP-S __ Sa = Re = &a
2 2
CoS o
soit
. e 2 e 1 + cos 2a
F’ = Re 5 cos o = Re > 5

Cette loi est représentée a la figure 11. On constate, ce qul est bien

i } > o
/4 /2

fig. 11 - Evolution de 1’effort au cours du pliage en U

naturel, que 1’effort tend vers zéro lorsque a -—-> m/2 . Ceci, naturellement,
en négligeant les frottements.

4. Remarques sur 1’application de ces formules

Les matériaux réels présentent rarement une plasticité idéale. La figure
12 donne deux diagrammes caractéristiques.



= Q

=& =&

Fig. 12 - Courbes typiques de plasticité

Ceci invalide théoriquement nos conclusions. Cependant, on utilise fréquemment
1’une des approximations suivantes :

(i) On remplace la limite élastique Re par la limite de rupture Rm, ce qui va
dans le sens de la sécurité si 1l’on s’ intéresse a dimensionner la machine
capable de réaliser le processus. Cette approche est tres utilisée en
Allemagne.

(ii) On choisit une contrainte moyenne représentant bien le processus, située
entre Re et Rm. Nous verrons un exemple de cette facon de faire lors de
1’ étude du laminage (chapitre 3)

10



CHAPITRE 2 - THEORIE DE L’ECOULEMENT PLASTIQUE
1. Généralités

Un grand nombre de problémes de formage se ramenent a des écoulements
plastiques. Nous en ferons une descriprion eulérienne. Nous noterons o les
1

contraintes et ¢ les vitesses de déformation
1

S =

. (Du, +Du) ,
ij i} ji

N =

ou les u, sont les vitesses. Nous noterons en outre
1

1/2

ol = (& o ) . el = (e o )YP .
ij 1] 1) 15

Dans tout ce qui suit, nous distinguerons 0&j de 651 et o}j de 0}1. Nous
adopterons le modéle rigide/parfaitement plastique (sans écrouissage).

2. Fonction de dissipation

La puissance de dissipation par unité de volume ou densité de puissance de
déformation est donnée par okjﬁij. L’ écoulement plastique parfait est

caractérisé par les axiomes sulvants :

H1 : Lors de 1’écoulement, la densité de puissance de déformation ne dépend
que des vitesses de déformation :

o 9 = d{9)

1j ij

La fonction d(®), appelée fonction de dissipation, est continue et jouit des
propriétés suivantes :

Hz : d(A8) = A d(9) (homogénéité)

H3 : d(®) > 0 pour & # 0 (positivité)

En outre, et ceci définit les conditions de déformation,
H4 : Un état de contrainte ne peut jamais vérifier

o 9. > d(®)

13 1)

pour un quelconque état de vitesses de déformation 9.

De ces hypothéses, on déduit immédiatement la proposition suivante, qui
nous sera utile par 1la suite : la fonction d(%) est définie positive,
¢’ est-a~-dire qu’ il existe un nombre o > 0 tel que

d(¢) =z a el

En effet, sur la sphére {® | lol = 1 } , la fonction d(®#) est continue et

11



bornée inférieurement par =zéro (H3). Comme cette sphere est compacte, la
fonction d(®) y atteint en un point 9, sa meilleure borne inférieure :

d(9 ) = inf d(®) = «
el = 1

Cette borne ne peut étre nulle, car sur la sphére, ¢ # 0. Donc, « > 0. Dés
lors, pour ¢ quelconque # 0O ,

04 >
d(ﬂéﬁ) e

car 9/l¢ll est de norme unitaire. Or, cela équivaut a
1

ﬁ@ﬂ'd(ﬁ) =«

soit a
d(®) =z o Hel

comme annonce.

3. Ensemble d’admissibilité plastique

La condition H4 conduit immédiatement &  la notion de contrainte
plastiquement admissible. 11 faudra en effet que les contraintes vérifient

o ¢ = d(s) (1)
ij ij

pour tout ¢. Comme les deux membres sont homogeénes en ¥, il suffit de vérifier
la condition pour tout ¢ de norme unitaire. L’ensemble des contraintes
plastiquement admissibles est donc

S = {o | o .o =d®)}
ol = 1 o
Cet ensemble jouit des propriétés suivantes :

(a) S # g , car il contient toujours au moins 1’élément ¢ = 0 pour lequel

c. % =0 < d(e)

ij ij
(b) S est convexe. En effet, si c € S et v € S, on a pout tout @

c ¢ = d(s) , T o = d(9)
13713 1 ij

et pour A € [0,1],

(1 -2a) Gij + A Tij ] ﬁij = (1 - Aa) d(®) + A d(®) = d(9).

(c) S est absorbant, c’est-a-dire qu’il contient un homothétique Ac, avec
A > 0, de tout o.

12



En effet, supposons le contraire. Dans cette hypothése, il existe un ¢ tel
gque Ac € S pour tout A > 0. En d’autres termes, pour un ¢ au moins,

Ao 9 > de) VA>O0,
ij ij

ce qui implique par 1’inégalité de Schwarz-Cauchy
d(e) < A llell Il

et, par la propriété de positive définition de la fonction de dissipation,
o gl = d(9) < A lell lsl

soit
o < A el

1
© Mol

gle

En choisissant hn =

avec n positif arbitraire, on obtient

0 < o < l
n

pour tout n, ce qui est absurde.

(d) Il est fermé, comme intersection des fermés {0 ) o9 = d(ﬁ)} .
1j i3

4. Critére normalisé de plasticiteé

I1 est facile de montrer que les contraintes intérieures & S correspondent

aux états rigides et qu’il n’y a écoulement plastique que sur la frontiére de
S.

En effet, soit o € S. L’intérieur de S est un ouvert. Il existe donc une boule

o
centrée en ¢, de rayon £, entiérement contenue dans S (fig. 1).

Figure 1 - ¢ intérieur a S

13



Si donc
0‘._’!9'_‘ = d('ﬂ) »
ij i}
on a encore

ol +-2)es
leell

et

o (1 + £

— e
L) By, = () dle) > d(e),

ce gul est contradictoire.
Ceci suggére la construction d’une fonction ¢(¢) qui mesure la position de

o, dans ou hors de S. Sur la frontiére, nous poserons ¢(o) = k, nombre positif
choisi d’avance. Soit alors (fig. 2) un état de contrainte figuré dans

S

Figure 2 - Notion de sécurité

1’ espace des contraintes par le vecteur OA. Sa sécurité par rapport a la
plasticité se mesure par le rapport

_ OB

®~ 0A

ou OB est 1’ homothétique de OA qui se trouve tout juste sur la frontiére. On a
donc

OB = s OA
et s peut étre défini par
s=sup{r | A>0etces }.
On obtient un criteére de plasticité en considérant la fonction

_k
¢(0‘) = g

14



k, on se trouve a 1’état plastique
k, on a une sécurité s = k/¢(c) > 1 : état rigide
k, on est en dehors de S : état interdit.

Pour e ¢(o)
e ¢(c)
e ¢lo)

v oA

Le critére de plasticité ainsi défini jouit des propriétés suivantes:
(a) ¢(c) = O pour o # o, ¢(c) = 0 (positivité)
(b) ¢(Ac) = A ¢lo) pour A > 0 (homogénéité)
(c) ¢(oc + T) = ¢(c) + ¢(1) (inégalité triangulaire)
Démontrons ces trois propriétés
o (a) est évidente
e (b) : La sécurité de Ao et en effet 1/A celle de o.
e (c) résulte de la convexité de S. En effet, posons
a = ¢lo)/k et B = ¢(t)/k
Il est clair que
¢lo/a) = k et ¢(t/B) =k,
donc
c/o € S et /B €S
La convexité de S entraine encore
o o B T

i B« «+ B B e S

ce qul s’écrit encore

o+ T

o+ 3 S

et se traduit algébriquement par

c+ T
¢(&—;—E) = k

Or, ceci revient a écrire

¢plo + 1) =k (a0 + B) = ¢le) + ¢(7)

5. Loi de normalité

Il résulte des axiomes que pour tout ¢ € S, on a o ¢ = d(8) et que
ij ij

1’égalité correspond a 1’écoulement plastique. Donc

d(®) = sup o

O
ces Y

15




Nous savons en outre que ce maximum s’obtient pour o € S, scit ¢(c) = k.
Supposons la fonction ¢(c) différentiable. Il s’agit donc de trouver le
maximum de o}jﬁij moyennant la condition ¢(o) = k. Un tel probléme d’extrémum

lié se traite classiquement & 1’aide d’un multiplicateur lagrangien A :

o o - A (¢(lc) - k) stat
ij ij 0’7\

Dérivant par rapport aux contraintes, on obtient les conditions

_ - 09
@&j =A do
ij

appelées conditions de normalité. Elles expriment gque la vitesse de
déformation est dirigée selon la normale a la surface-limite ¢(c) = k au point
o représentant les contraintes (fig. 3).

1 O

Figure 3 - Loi de normalité

On notera que le coefficient A est positif. En effet, lors de
1’ écoulement, on a

0<d®) =09 =2Ao_ 9 . A olo) = A k
1j i) ij BO‘U

en vertu de la propriété d’homogénéité de ¢. Comme ¢ est positive, on devra
avoir A > O.

ee® Ici, nous avons fait usage du théoréme d’Euler: Si une fonction f(x) est
homogéne d’ordre p, c’est-a-dire f(axx) = A f(x) pour A > 0, alors on a
1’ identiteé

p f(x) =Y X, Dif(x)
i
La démonstration de ce théoréme est treés simple : en dérivant par rapport
a A la relation de définition

fiax) = AP f(x) ,

on obtient

16



p A" £(x) = L x_ D f(ax)

1
I1 suffit de poser A = 1 pour obtenir

p f(x) = L x_ D f(x)

i

comme annoncé. ee

Pratiquement, il existe des critéres qui ne sont pas différentiables
partout, comme celui de Tresca, qui posséde des angles. Pour pouvoir traiter
convenablement ces cas-1a, nous partirons d’une démonstration géométrique et
non plus algébrique de la loi de normalité. Supposons (figure 4} que pour un ¢

Figure 4 : forme géométrique de la loi de normalité

gquelconque, 1’'état de contrainte soit ¢. Il réalise le maximum du produit

gscalaire o, o, pour ¢ € S . En d’autres termes, pour tout o + Ao situé sur S,
ij 1]

on doit avoir

(. + Mo ) O =0 9 ,
ij ij ij ij ij

ce qui implique

Ao 9 =0 .
ij ij

Cela signifie que tout point B de S , hormis A qui représente ¢, doit étre
situé du c6té de 1’origine par rapport au plan II orthogonal au vecteur ¢ ou, a

la rigueur, dans ce plan II. Dans le cas ol S posséde un plan tangent, cette
condition n’est réalisée que si T est ce plan tangent : c’est la loi de
normalité. Dans le cas ol 1l existe un angle (fig. 5), ¢ peut étre
perpendiculaire a tout plan qui ne coupe pas la surface en dehors du point A.

17



T

Figure 5 - Cas d’un critére a angle

Considérons par exemple le critere de Tresca (fig. 6). Dans les parties
rectilignes, la normale est bien définie. Aux angles, toutes les directions
comprises entre les deux directions extrémes correspondant aux deux normales
sont possibles. Soient n et n, ces deux normales. On a donc

g =a n1 + B n2 , et B =0.
N
Re =
Re -

Y
9

Figure 6 - Critere de Tresca

6. Directions de déformation interdites
Nous ajouterons a ce stade une hypothése supplémentaire :
H5 : La déformation plastique est incompressible.

Cette hypothese correspond a une constatation expérimentale. En vertu de la
loi de normalité, la condition d’ incompressibilité implique

8 _ 8¢ 8¢ 3¢

do do do do
ii 11 22 3

=0 .
3

I1 s’agit d’une équation aux dérivéesg partielles de ¢, que 1’on peut résoudre

18



de la maniére suivante : cherchons dans 1’espace des contraintes les surfaces
¢ = constante. Elles sont données par 1’équation

-9 8 a¢ 9¢ -
dp = g5~ 0, * 5o Dy t 56 do g ¥ _Z, do dGij 0,
11 22 33 iFj ij

a laquelle il faut ajouter la condition

_ 0¢ a¢ d¢
=% "3t ar
11 22 33

Ajoutant dp fois la seconde équation a la premiére, on obtient

a¢ o¢ a¢ 9¢ -
S (d0~11+ dp) + e (do~22+ dp) + Ers (d«r33+ dp) + .Z. B0 doiu. = 0,
11 22 33 i#j ij

ce qui est certainement vérifié si

d011 =-dp 3 dozz =-dp d033 =-dp;
do =0 , i=j
ij
Des lors, pour d@ij = - dp aij , on a d¢ = 0. En d’autres termes, la fonction

¢ ne varie pas lorsque 1’on soustrait un état de contrainte hydrostatique a
1’ état actuel

¢(c) = ¢(c - pd)

On peut évidemment choisir a priori la valeur de p, par exemple en posant

1
P=30, aij ’

ce qui donne

c_ 8 )=o0o,  ,

c . ~pd = (o - g

ij ij ij

Wl ==
—
—
-
(S

en notant o _ le déviateur des contraintes. Par conséquent, on peut écrire
ij

$(c) = a(c) ,

c’est-a-dire que la fonction o ne dépend que du déviateur des contraintes.

7. Critére de von Mises
Le plus simple des critéres homogénes positifs ne dépendant que du
déviateur des contraintes est

1/2
=k .

- - 1
¢(c) = ol OEjGij 3 %%

C’est le critere de von Mises. Explicitement, on a

19



2

2 2 2 2 2 2 2 1
o +o0 4+ + 20 +20c +2c0c —-zlc +o_+o0 )
¢ (o) 11 22 33 12 13 23 3 11 22 33

2 2 2 2 2
=2 P+ +0° -0 o ~0 0 ~0c o +3c +3c +30
3 11 22 33 1122 11 33 22 33 12 13 2

3

Etablissons la relation entre k et les limites habituelles. Tout d’ abord, en
traction simple, la plasticité correspond a

$plc) = c. Vv2/3 =k
et il est d’usage de noter Re la contrainte C. atteinte. Par conséquent,

k = Re v2/3

En cisaillement pur, la limite est habituellement notée T et on a

¢(c) = v2/3 . V3 rz =k

ce qui donne

k=1 V2
0

et

To = Re/V3

Quant & la loi de normalité, elle s’écrit

- l o 8
_ ij 3 11ij _ A _ 1 - 1
19ij A ¢ (o) k (oij 3 Gllsij) H (Gij 3 Gllaij)

Pour obtenir la fonction de dissipation correspondante, notons que, lors de
1’ écoulement,

2 2
e = A (o0 - 1 c 8 )l - 1 o 8 ) = A .k =% ,
13 1j 2 i3 3 "117ij i3 3 "mm ij 2
k k
ce qui donne
A= sl
On a donc
a¢
d(#) =0 9  =Ao, —=A¢(c) = A k =k lol
15 ij ij GO‘U_

8. Démarche inverse
Le concept premier de tout ce qui précéde est la notion de fonction de

dissipation, et c’est a partir de la que nous avons établi 1’existence d’un
critére normalisé ¢(c), ainsi que ses propriétés. Il est également possible,

20



et équivalent, d’adopter le critére comme notion premiére. Tragons briévement
les étapes d’une telle démarche.

4) On se donne un critére ¢ continu et vérifiant les conditions suivantes :

e ¢(c) 20 sioc=#0 , ¢(0) =0 (positivité)
e ¢(Ac) = A ¢{o) pour A > 0 (homogénéité)
e ¢(c + 1) = ¢lc) + ¢(T) (inégalité triangulaire)

B) On appelle plastiquement admissibles les champs de contrainte appartenant a
S ={¢ | ¢le) =k}

Il est facile de vérifier que S a les propriétés suivantes :
e S#p@ , car ¢(0) =0 =k donc o =0¢€¢8S
@ S est fermé car ¢ est continue

e S est convexe car sic e Set 1 €S, ona ¢le) =k et ¢(t) =k
ce qui entraine
oIl -~ Ao + A 1] = ¢l(1 - Aol + ¢(AT) = (1 - Nglo) + A¢(T)

= (1 -2k + Ak =k

k
T ¢leo)

® S est absorbant car V o # 0 o vérifie

o) =k 290 oy

k
¢(¢(0) plc)

C. On pose comme principe que lors d’un écoulement plastique, ¢ s’ajuste sur S
pour que Ukjﬁij soit maximal.
On définit alors la fonction de dissipation par

d(®) = sup o 9,
ces Y

Cette fonction
® ne dépend que de & (= H1)

e vérifie d(A9) =sup o A% = A sup o © = A d(8) (= H2)
ces Y ces M

e vérifie d(#) > 0 si ¢ # 0 . Il suffit en fait de montrer qu’ il existe

un o € S tel que ojﬁ&_ > 0 . Posons oo, = A 9 . Pour A > 0 bien
i j ij ij
choisi, Aﬁi.e S (car S est absorbant). Pour ce ¢, on a bien
J

o =A% 8 >0 (= H3)
ij ij 1]

Les deux approches sont donc équivalentes.
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9. Une application élémentaire de la fonction de dissipation

On peut, a 1’aide de la fonction de dissipation, se faire une idée de la
puissance dans les écoulements en filieres . Soit x la coordonnée tracée sur
1’axe de la filiére (fig. 7) la courbure de cet axe est supposée négligeable.

, /5

Fig. 7 - Filiere

En outre, les variations de section sont supposées lentes, de sorte que le
cisaillement soit faible. Tout frottement sur les parois est négligé.

La vitesse selon x est supposée uniforme sur chaque section orthogonale a
1’axe x. Elle vaut donc

u = Q/S

ou Q est le débit, et S la section. On a donc
x S

par ailleurs, 1’ incompressibilité implique

Nous admettrons que 1’on a partout

g =-a , ﬁ=—(1—oc)ﬁx

y X z

Le cas o = 1 correspond & un aplatissement plan ; le cas o« = 1/2, & une
filiére de révolution. Entre les deux, on peut imaginer toutes les
combinaisons possibles. Puisque nous négligeons les vitesses de cisaillement,

2,1/2

ol = (7 + 0% + 092 =Vl + o® + (1 - )? [0 |
X vy z X

= V2 + 2" - 2a |o |
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La puissance dissipée vaut

D{®)

it

fodle) av = 7 V2 v2 + 20~ 20§ dx J |o | ds
v 0 S

it

/ E 1Q ,ds
2T01+(X, OCIO'S-‘—&;{— dx .

On a normalement dS/dk < 0, donc

S
1 Q ,dS _ _ 1 Qds _ 1
0 0 2
Au total,
/ 2 51
D=2Vl +a -« TO Q In §;

Dans le cas d’une filiére de révolution, o = 1/2 et
2
1+ o - a =34,

ce quil donne

D=1 v3 Q 1ln (Sl/SZ) =Re Q ln (51/52)

Quand il s’agit d’un aplatissement plan, a = 1 et

1+ “2 - =1

H

ce qui conduit a

D=2 7, Q 1ln (Sl/Sz)

En pratique, 1l existe une dissipation supplémentaire a 1’entrée, a la
sortie, et du fait des frottements. La puissance calculée ci-dessus constitue
ce que 1’ on appelle le terme principal. Il n’est pas rare gque 1’on écrive

P = D/7

11 étant un rendement.

10. Critére de Tresca

Le critére de Tresca ne s’exprime aisément qu'en axes principaux de
contrainte. Il correspond alors a

¢(c) = max { ]01 - 0o

2|, l@z - o, [03~ 01] Y=k

C’est bien une fonction du déviateur des contraintes, car
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‘(01 - p) - (02 -p)| = |01 -0, , etc...
En traction pure, on a
¢(c) = max { Re, O, O } = Re,
donc
k = Re
Le cisaillement pur correspond a
01 =T, R c, = 0 ) o, = T, o
ce qui donne
¢(c) = max { Ty Ty 2T, P =2 T,
et donc,

T, k/2 = Re/2

La détermination de la fonction de dissipation est un peu plus délicate.
Partons de 1’ expression générale

d(®) = gup (¢ + 0% + o5 )
11 22 33
0€S

La condition d’incompressibilité
g +9_ + 9 =0
1 2 3
implique

= - +
@3 (ﬁl ﬂz)

et

d(9) = sup [(c -0 )9 + (o - o )o_]
Ses 371 2 3’ 2

3

1’ appartenance a S étant définie par les conditions

(01 - 03] € [-Re, +Rel
(02 - 03) e [-Re, +Re]
(01 - 02) = (01 ~ 03) - (@2 - 03) € [-Re, +Re]

Quitte a renuméroter les vitesses de déformation principales, on peut supposer
que 61 et 02 ont le méme signe au sens large, 1’une des deux, soit ﬁz, étant

éventuellement nulle. Alors,

9, = |9, + 0| = max( |9 )

.|

, |®

5| Jl
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Le maximum de la densité de puissance est visiblement obtenu pour

(01 - 03) = (02 - 03) = Re sign(@l)

ce qui donne

d(®) = Re |9 + ® | = Re |9 | = Re max |®_|
1 2 3 i i

Une expression équivalente est

Re
d(®) = 5= (|9 | + |o | + |o ] )

N

car
o] + o, = |8, +9,[ = |o]

Dans le méme ordre d’ idées, on notera que

(01 - 02) + (02 - 03) + (03 - 01) = 0

2

en reproduisant le raisonnement fait ci-dessus pour les vitesses de déforma-
tion, on obtient la forme suivante, peu connue semble-t-il, du critere de
Tresca :

¢lo) =

(|0 -

| + |o - o | + |o - o |) = Re
1 2 2 3 3 1

1
2

11. Filiére idéale, par le critére de Tresca

Nous conservons les mémes hypotheses que dans la section 9 :

u = Q/S
x S

g =- (1 - a)o s g = - af , o e [0, 1].
y X z X

Il est clair que dans ces conditions, la plus grande vitesse de déformation en

valeur absolue est ¢ , si bilen que
X

d(®) = Re @&
pYs
et
D(®) = Re fldx I (- e gg) dx = -Re Q fl 1ds dx = Re Q 1n(S /S ) ,
0 g Sz dx 0 S dx 1" 2

indépendamment du paraméfre o. A ce point de vue, les résultats obtenus a

partir du critére de Tresca different de ceux que donne le critére de
von Mises.
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12. Différence entre les dissipations calculées par les deux critéres

En notant comme ci-dessus 03 la plus grande vitesse de déformation

principale en valeur absolue, on peut toujours écrire

g = - ad R g =-(1 - a) © , o e [0, 1].
1 3 2 3

Le critére de von Mises donne alors

d.. (%) = Re V[Z . v/ﬂg + 9% + 9° = Re .g— Y1+ - |®
VM 3 1 2 3

V3 1

tandis que le critére de Tresca conduit simplement a

dp(9) = Re |o |

Le rapport entre ces deux expressions est donné par

diny (8) s
v =2 1+ o -«

dT (9) V3

Le trindme sous le radical admet un maximum pour o« = 1/2. pour cette valeur,

d, ., (%)
VM 2 /3 _
EMC) - 1

Le maximum du rapport des fonctions de dissipation correspond a « = 0 ou
a =1 . I1 vaut

dVM(ﬁ) 2 2
a—(—ﬁ)— - 1 - — = 1,155 .
T V3 V3
Donc pour un champ de vitesses donné, on a toujours
dVM('B) >

<% x 1,155

Le critére de von Mises conduit donc a une dissipation toujours supérieure ou
égale a celle que donnerait le criteére de Tresca. La différence est au plus de
15,5 % .
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CHAPITRE 3 - PROBLEMES EN ETAT PLAN DE DEFORMATION

1. Equations générales

L’ état plan de déformation est caractérisé par 62 = 0. Dans les axes

principaux, le critére de von Mises g’écrit en général

2

¢(c) = v/(o - o )2 +(c -0c)%+ (e ~c)%=Rev2
X v X z z

y
Dans le cas présent,

§ = [ g%~ =t __ (2¢ -20 +2¢0 -2¢) =2l - %(0 +0¢ )] =0
z 2 ReV? z X z v z x v

ce qui implique
1

O‘Z =’2~ (O"X + 0"y)
et
1 _ _ _ 1 3
c -0 =3 (wx oy) ; GY c =3 (oy Wx) ,
dont on déduit
1
¢lo) = v/(a‘— o )2 + Z(c - o )2 + l(o - o )2 = 2(0 -0 )2 = Re V2
x y 4" x 'y 4 x 'y 2 x 'y
soit
2
¢ -0 | ==—Re=Re* =21 .
X v 3 [¢]

Les vitesses de déformation sont alors de la forme

@
I

A sign(e - o)
x y

P
i

A s1gn(my - ox)

Il est clair que

2. Forgeage plan
2.1 - Cinématique (fig. 1)
Les vitesses verticales sont supposées de la forme

v=-Y %
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ce qui entraine

g = - V/h
y

v i

T T,

o

T OIOI T Iy, e
J

= >

Fig. 1 - Forgeage plan

On déduit de 1’ incompressibilité

% =-8 = V/h
x y

d’ o, par symétrie,

Vx

u =

Comme ¢ est positif, la condition de plasticité s’ écrit
X

2.2 - Cas du frottement coulombien

Examinons les conditions d’équilibre dans le cas d’un frottement coulom-
bien. I1 suffit, par symétrie, de considérer le cas x > 0. On a (fig.2)

p M,ﬂdw

Uxﬁ b + d(gh)

O [~ X
do

x

Coatl el

p1= ] e

Fig. 2 -~ Forgeage plan avec frottement coulombien

28



o = -p
y

do

X _ - —
h = - 2 up 2 uoy .

Tenant compte de la condition de plasticité

-0 =2t -0 ,
y o x

on obtient

dox
h prealin 4 MT, - 2 po

soit

?E.}.?‘_E’,G- ::..4_&1’:
dx h X h o]

La solution générale de 1’équation homogeéne est

= _ 2
o= A expl . %)

Une solution particuliére de 1’équation compléte est donnée par

On a donc

21

o= 2 T, ot A exp( - . %)

avec la condition de bord

c (1/2) =0,

X
soit

21,

2 T, * A exp( o Z) =0 |,

ce qui donne
o 2u 1
A=-2 T, exp ( . E]

I1 vient donc

i

o 2 T, {1 - expl %E (% - x)1}

X
et
= — = - E — -

o o 2 T C expl h(l 2x)1 p -

y X
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Cette expression est valable pour x > 0. Pour x < 0, il faut remplacer x par
|x|. En posant

_w
W—h »

on a encore

P -
- = eely(t - £

Cette répartition de pression est représentée en fig. 3

TR
X

e

~4f2

Fig. 3 ~ Répartition de la pression dans le cas d’un frottement coulombien

On remarquera la pointe de pression au centre, bien connue dans ce genre de
probléme sous le nom de colline de frottement (friction hill).

la force nécessaire pour assurer le forgeage vaut, par unité de longueur
dans la direction z,
+1/2 172

Po=r pdx =2 [ p dx .
-1/2 6]

I1 est plus parlant d’utiliser la pression moyenne

p =F/1
m
On a
p
m _ 1 172 p _2 172 _ X 2 ¥ 1 Y
= =71 2 f 5 dx = T 7" Texp( -2y l) dx = T 3 (1 - e 9)
0 0 o] 0
soit
Tno_el -1
2T Y

Sachant que
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Ainsi, pour les faibles valeurs de 7y, on a

P
mzl_*_’b’

2_10‘ 2
Mais p /(Zro) croit exponentiellement lorsque ¥ grandit, comme 1’illustre le
m

tableau suivant :

-

grNno=
>
[EEY
(=]
q

-

—_
8 OUINOOOO
o
q
fd
04}

2.3 - Cas du frottement collant

Posons-nous le méme probleéme avec un frottement collant. On a toujours

et, tenant compte de la condition de bord ox =0 en x = 1/2, on obtient

1
x  h 2

I1 en découle
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0 1
p-—-ZTO"O“x——h—*(h'*'z‘X)
soit
P _ 1 - 2%
. "l T

Cette expression est valable pour x > 0. Pour x < 0, il faut remplacer x par
|x|. La distribution de pression est ici en forme de toit a double pente. La
valeur moyenne de la pression est donnée par

P 1

.—__.m"— JEE———
)
0

La progression en fonction de 1/h est donc moins rapide que dans le cas d’un

frottement coulombien. Pour le forgeage a chaud, 1’'expression obtenue dans le
cas du frottement collant est plus réaliste.

2.4 Forgeage plan avec frottement collant : approche énergétique

A partir des équations cinématiques obtenues dans la section 2.1, on peut
directement calculer la puissance de déformation par unité de longueur selon z

o= Y2 g P vE /6% 4 9% dz = 2 T hl
-1/2 o? * ¥ °

<

= 2 T 1V
o}

Dans 1’ approche énergétique, il est possible de tenir compte d’un frottement
collant : La puissance de frottement vaut alors

2
dx = 4 T, % Il/z xdx =2 71T V 1

~1/2 0 o 4n
La puissance totale vaut donc
? — E ] — _]_'__ = >
P =D + Pf = ZTOVl(l + 4h) 'y
d’ ou
F' =2 7 1(1 + E—»)
0 4ih

et

On retrouve donc le méme résultat que précédemment, mais par une voie beaucoup
plus simple. Observons encore, et ceci est général, que le débit sous la
presse vaut, par unité de longueur,

Q' =Vl1
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3. Laminage a froid
3.1 -~ Considérations physiques
Dans 1le ©processus de laminage, 1’épaisseur de la t6le décroit

progressivement de sa valeur d’entrée h1 a sa valeur de sortie hz' Dans la

mesure ou la tdéle est suffisamment large, on peut considérer que 1la
déformation est plane, car le frottement dans la direction de 1’axe des
rouleaux empéche la déformation latérale. Soit (fig. 4) Q' le débit de tole

Fig. 4 - Laminage

par unité de largeur de celle-ci. La vitesse de la tdle est donc donnée par
v = Q' /h

Elle croit depuis 1’entrée Jjusqu'’a la sortie. Au contraire, la vitesse
horizontale du rouleau, dans le petit arc de laminage, peut étre considérée
comme constamment égale a la vitesse périphérique du rouleau V. Il ne peut
donc y avoir adhérence entre le rouleau et la tdle en tout point. Mais pour
que le processus soit stable, il doit y avoir adhérence sur une génératrice
donnée, sans quoi la vitesse de la tdle n’est pas définie (fig. 5)

Uy

poinf d adhérence

x, X, x,

Fig. 5 - Vitesse de la tdle et vitesse du rouleau
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En amont de la génératrice d’adhérence, on a v < V et le rouleau entraine
la téle par des efforts de frottement dirigés vers 1l’aval. C’est ce que nous
appellerons la zone d’entrée. En aval du point d’adhérence, le rouleau freine
la téle : c’est la Zone de sortie (fig. 6).

- g TR | W A e A

Zzone zone de
d'entrée | Sortie

Xo Z, z

%y

Figure 6 : sens des efforts de frottement

3.2 - Equations du laminage a4 froid

La figure 7 représente les conditions d’équilibre avec, conventicnnelle-~
ment, les efforts de frottement dans le sens qul correspond a la =zone
d’ entreée.

ded

\
W

Figure 7 -~ Conditions d’équilibre

e Equilibre vertical

o0 dx + p R cosaa do + p p R g8in ¢ da = O
y

et comme
dx = R cos « do,
on obtient

o +p (1 +putga) =0
y
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Ordinairement, p tg a << 1 , par exemple,
u = 0,07 R tg @ = 0,1 d’ot  p tge = 0,007 .
On peut donc écrire sans grande erreur

c = -p
y

® Equilibre horizontal

dle g) + pRsgin ada -~ ppR cosa dao =0
x

soit

)= -pR (sin o - p cos «) da

Cette équation est due a von Karmann [2].
® Condition de plasticité

Il est clair que ﬂk >0, ﬁy < 0 . Par conséquent, la condition de plasti-

cité s’ écrit
Tenant compte de la condition ¢ = - p, on a donc
v

Introduisons ce résultat dans 1’équation &’ equlllbre horizontal. I1 vient,
apres changement de signe et division par de,

d  h d
ZT—-—-(E 3o

o do )+

(p g) = p R (sino - p cosa) do

La demi-épaisseur h/2 est donnée par

=g

= éé + R (1 - cosw) ,

N

si blen que

d

e (2) = R sin o

Introduisant ce résultat dans 1’équation d’équilibre, on obtient
h dp
2

-2 7, R sin a + = e TP R sin o« = p R (sina - p cosa)

ce qui équivaut a
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NIz
QulCL
i

_p_ — i =
0) RS Rcosa-Rsina=20.

Nl"d
o

Généralement, 1l’angle a est relativement petit et on peut écrire sans grande
erreur

cos o &1 , sin o € «
h hz hz o
5 =5t R (1 - cos a) = 5 * R 5
ce qui donne
hz ag d P P
(i_ + R é") I (é;g) + u R E?; -Ra=0.

I1 est utile de donner & cette équation une forme sans dimension qui fera
apparaitre les paramétres fondamentaux du probléme. Posons d’abord

_Pb
Y=oz
0
On obtient
hz az dy
(-2——+R§")d—‘x+HRy=ROC
Multiplions par 2/h2 :
R =2, dy ,  2uR  _ 2R
(1+*H£06)a"&+—h;y—g(x

et effectuons le changement de variable

B =« VR/h2

I1 en découle

o = Vhé/R B , da = Vh2/R dp ,

ce gul raméne 1’équation a

A+ vam o2y yoovEm g
2 dB h2 2

Une simple division par VR/h2 conduit a
(1 + 8% %% +2uVR/h y =28
Notant enfin

v =2 u VR/h2 ,
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on obtient 1’équation

(1 + g% g% + vy =28

Cette équation est due & Nadai [3]. L’équation homogéne associée s’écrit

encore
dy _ _ éE___E
y 1+ 8B

dont la solution générale est

In y, =" 7" arctg B + In C

soit
v, = C exp{- v arctg B) = C Yh(B : v)

On obtient une solution particuliére par la méthode de variation des

constantes de Lagrange : on pose

yp = A(B) exp(~ v arctg B)

Comme
dy
—2 = A’ (B) exp (- v arctg B) - A(B) exp(~ v arctg B) v
dp 1+ Bz
I1 vient
2 dy 2
(1 +87) EEE + v y, = (1 + B7) A (B) exp(- v arctg B) = 2B
soit
A (B) = exp(v arctg B). 2 B 5
1 +B
et

AB) = jB exp (v arctg 7) 2y 5 dy .
0 1+ 9

La solution particuliére est donc

y = exp(- v arctg B)IBexp(v arctg v) 2y dy =Y (B ; v)
P 0 1 + 72 p

La solution compléte g’ écrit finalement
Yo=Y, Yy, SCY (B v)+ Y (B v)

e
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Ceci est valable pour la zone d’entrée. Dans la zone de sortie ol,

rappelons

-le, la téle va plus vite que le rouleau, il faut remplacer v par (-v), ce qui

donne, en changeant le nom de la constante multiplicative,

y,=DY (B ; -v)+ YP(B 5 V)

Examinons les conditions aux limites. A la sortie,

on a o =
b4

0,

donc

p=2 Ty soit y = 1. Puisque la sortie correspond a B = 0, que Yh(O ,"V) = 1,

et que Y (0 ; -v) = 0, on obtient
P

ys(B) = Yh(B i —v) o+ Yp(B s -v).

A 1’entrée, qui correspond a 81 = VR/h2 @, on a de méme

ye(B1) = C Yh(B1 5 v) o+ Yp(B1 s v) =1,

soit

1

C = e
Yh(B1 ; V)

(1 -Y (B ; v)]
P 1
I1 vient donc
1 - Yp(B1 5 v)
y (B) = -
e YA(BI M V)

Y (B ; v) +Y (B ; v)
h P

La transition entre 1les deux zones se fait en un

angle

BO

tel

que

GX(BO_) = ox(BO+), ce qui revient a dire yS(BO) = ye(BO). En cet angle, la

vitesse de la téle est égale a celle du rouleau.

3.3 - Intervalles de variation de B et v

Une valeur raisonnable de R/h2 est de 1’ordre de 100. Il en est de méme de

R/(Ah). 1L’ angle o a sa valeur maximale donnée par

h +Ra  =h
2 1 1

soit

ml = VvAh/R .

Il y correspond

B, = VR/h « = VE/h = 0(1)

Quant & v, il est donné par 2 \/R/h2 p= 002 x 10 x 0,1) = 0(2). Nous établi-

rons donc des tables de Yh, Yp et y_ pour v entre -2 et +2 et B entre 0 et 1.
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3.4 ~ Force de séparation des rouleaux

Par unité de largeur de la tole, c’est
*q % *1

F' =] " |o | d(R sina) 2 J pRcosea de 2R J ~ p da .
o 7 0 0

R

On peut exprimer cette grandeur sous la forme

B B
F> =R. 2t Vvh/RJ "ydg=27 VvhRRJ 'y dB
0 2 0 0 2 0

3.5 ~ Puissance de laminage

Si V est la vitesse périphérique des rouleaux, la puissance par unité de
largeur de la tbéle est donnée par

o

PP=2/"7TVRda,
0
ou T = ~-up pour 0 < « < o et T = up pour o < a < «, ce qui donne
%o %
PP =2RV [-J " pp da + ]~ pp dal
0 o
o
Notant que
u=12’-1/h2/R , de=vh/Rd8 , p=2ty,
on obtient
hz Bo B1
PP=2RVzTt =——v [-] ydg+ [  ydgl
o R
0 B
0
soit
Bo 61
P=2 h Vv [~ [  ydB+ [ vy dgl
0o 2
0 BO

3.6 - Vitesse de la téle
Notant h = h(a_ }, on a
0 0

h

® a l’entrée : v =YV 9
1 h

1

ho

® & la sortie : v. =V —
2 h2
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3.7 - Exemple

Largeur de la téle............. 254 mm
Epaisseur initiale............. 3,175 mm
Epaisseur finale............... 2,54 mm
Coefficient de frottement...... 0,1

Vitesse du rouleau............. 30,48 m/min
Rayon du rouleau............... 254 mm

Matériau de la téle : Ro,z = 210 MPa, Rm 350 MPa, pour A = 0,2

® Détermination de To'

Nous prendrons une moyenne. La déformation finale est

_ 3,175 - 2,54 _
= 250 02
On choisit la valeur moyenne
1l e

5 i (Rm — Ro,2) = 280 MPa.

A cette valeur correspond

Re = Ro,2 +

21 =2 Re _ 323,4 MPa .
V3

e Géométrie

o, = VER/R = /3175 = 2,54 _ 4 ge g

254
vR/h =V _2__5_4__ = 10
2 2,54
B, =10 a =0,5
v =20 VR/h2 =2 .0,1 .10 =2 .

e Solution a la sortie

Y (0,5 5 2) = 0,1683

Y (0,5 ; 2) = 0,3956

c - L =Y (0,55 2) _ 1-0,1683 _, .,
v 10,5 2) 0,3956 ’

ye(B) = 2,102 Yh(B ; 2) + Yp(B 3 2)

Ceci donne le tableau suivant :
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Y (B;2) 2,102 Y (B;2) Y (B;2) y y (B;2)
h h p e s
1 2,102 0 2,102 1
0,8193 1,722 0,0093 1,731 1,231
0,6738 1,417 0,0345 1,452 1,529
0,5583 1,174 0,0717 1,246 1,897
0,4672 0,9822 0,1173 1,100 2,334
0,3956 0,8317 0,1683 1 2,838

On traces les courbes de A et y, en fonction de B, ce qui permet de trouver

leur point d’ intersection BO (fig. 8). On trouve : BO = 0,187 .

e Force de séparation des rouleaux

2 T, L thR = 323,4 . 254 . v2,54 . 254 = 2,086.106 N

B

On calcule numériquement [ ! y dB par la formule des trapézes, avec un
0

intervalle AB = 0,1. Ceci se fait le plus simplement sous forme de tableau :

B y contribution
0 1 0,5
0,1 1,231 1,231
0,2 1,452 1,452
0,3 1,246 1,246
0,4 1,100 1,100
0,5 1 0,5

Yy = 6,029

J=%Y .M =6,029 . 0,1 = 0,6029

Donc

F =2,086.10° . 0,6029 = 1,258.10° N .

@ Puissance de laminage

Attention a la cohérence des unités en calculant

210 L h2 Vv = 323,4.106 . 0,254 . 2,54.10*3 . 32648 = 212 000 W
I1 faut calculer
Bo BI
-] Tydg+J T ydg=-1+11
0 B

0

On utilise la formule du trapéze a intervalles variables :
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A 4 210 x 207 mi3;4

1

i de B

i10n

de B et déterminat

1on

en fonct

et y

graphe de ye

8

Fig

45



Calcul de 1

B BB y Yoy V0,08
5 L T L
[0.1 T—G:ge7 1250 | 1358 |0’ 1180
0,187 : 1,48 : -
I = 0,229
Calcul de 11
B | o8 y Yooy | Vnoyh®
8’;87 0,013 1’222 1,466 0,01906
0’3 0,1 1’246 1,349 0,1349
0’4 0,1 1’100 1,173 0,1173
0.5 0,1 1 1,050 0,1050
I1 = 0,3763

On a donc

IT - I =0,3763 - 0,2296 = 0,1467

et

P = 0,1467 .

212 000 = 31 090 W

@ Vitesse de la téle

En Bo = 0,187,

Deés lors,

Q?

3.8 - La

On remarquera la pointe de pression a 1’angle d’adhérence.
est connu dans la littérature sous le nom de colline de frottement (friction

hill).

h
0

V.
Q /h1

Q /h2

colline de frottement (friction hill)

= 30,48 .

it

1

h, = h (1 + Bi) =2,54.(1 + (0,187)%) = 2,629 mm

2,629.10 ° = 80,13.107° m°/min

80,13/3,175 = 25,24 m/min

80,13/2,54 = 31,535 m/min.
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3.9 - Condition d’ agrippage

Pour pouvoir agripper la tdle sans effort extérieur supplémentaire, il
faut que le rouleau fournisse un effort d’entrée horizontal dans le sens de la
marche. Or (fig. 9), cet effort vaut

- Fn sin « + F, cos o« = Fn(u cos a - sin “1)
Cet effort sera positif si

p > tg al

On ne peut donc agripper la tdle a un angle supérieur a l’angle de frottement

o.

-
[N

Figure 9 : Condition d’agrippage

3.10 ~ Condition de stabilité du processus

La solution développée ci-dessus suppose que les courbes de 4 et y, se
rencontrent en' un angle intermédiaire entre 0 et Bl. Or, ye est une
combinaison de Yh et Yp de la forme A Yh + Yp, choislie maniére a wvaloir
1’unité en Bl. En allant de 61 a zéro, Yp décroit, tandis que Yh croit. On
peut donc imaginer que v, décroigse. Dés lors, si vy, n’excéde pas 1’unité

avant B = 0, il n’y aura pas de point d’adhérence, et la vitesse de la téle
sera indéterminée. Dans ce cas, le processus est instable. L’état limite,
assurant tout juste la stabilité, est celul ou ye(O) =1 (fig. 10)

Comme

e

y =CY (B ; v] +Y (B V)
h p

et comme

Yh(D ;o v) =1 et Y (0 ; v) =0,



A Y Je

Figure 10 - Condition de stabilité

Pa

la condition est
1-Y (B ; v)
p 1

> 1
Yh(B1 5 V)

solt

1 - Yp(B1 5 v) > Yh(B V)

1 ;

ou encore

P(131 s V) = Yh(B1 ; v) o+ Yp(B1 s v) <1

On obtient donc la limite de gtabilité Bl ax(v) en résolvant
m

numériquement 1’ équation

p(B (v) ; v) =1 .

1max

Les résultats sont :

1max

CO[ O =[NV

QOO O] ™
OV =[NV

0,7957
0,9897
1,179
1,364
1,543
1,715
1,882

-

el et =Y BN

v |~

NPl OO0 0I0lo] <
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La limite de stabilité est donc tres légeérement inférieure a v, ce qui
revient a dire que

2 2u .

Imax

On notera que le laminage peut étre stable sans pour autant que 1’agrippage
sans effort extérieur soit possible.

3.11 - Puissance de déformation

La puissance calculée ci-dessus compte deux termes : la puissance dépen-—
sée a déformer la téle, Pd, et la puissance perdue par frottement, P . La
puissance de déformation vaut (en négligeant toujours le cisaillement)

P =J(cd +oc8)dV=_(c ~c)9 dV=2r[¢ dV .

d Vxx yy Vx y X va

Si Q° est le débit de la téle par unité de largeur, on a

u=Q/h
donc
* h
et
1 ., h
PP=-2t T Q" dh hdx =2 1t Q In 2
d 0 2 dx o h
0Oh 2

Dans cette expression, le débit se calcule par

ou hO est 1’ épalisseur de la téle au point d’adhérence.

Calculons cette puissance dans le cas de 1’application ci-dessus. On a
P =2t Lh V1in (h/h) =
d ] 0 12

30,48 1 3,175

= 323,4.10" . 0,254 . 2,629.10 ~ . %o - B 750 - 24 480 W .

La puissance perdue par frottement des rouleaux sur la téle vaut donc

Pf =P - Pd =31 090 - 24 480 = 6 610 W

Le rendement de 1’opération est donc
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3.12 - Calcul direct de la puissance perdue par frottement

La puissance de frottement peut se calculer directement par

o
PP =21" |p/p|v-V| Rda
£ 0

ou v est la vitesse de la téle et V=w R est la vitesse périphérique du
rouleau. Comme v < V & 1’entrée et v > V a la sortie, on obtient

o o
PP =2 |u|RIJ°p (v-V)de+ S p (V-v) dal
0] o
o
o o o o
= 2|p|RV ] Y pda - J © pdal + 2|u|RLS © pvda - J ' pvdal
o, 0 0 o

On reconnait dans le premier terme 1’ expression de P trouvée en 3.5. Examinons
le second terme : en posant p = -|p| dans la zone de sortie et g = [u| dans la
zone d’entrée, on obtient

o
-2 7T ! L pvRda
0

Avec les mémes conventions, nous avons écrit en 3.2

h 2

2 o, d . p b _ =
(§—+RZ_)E&(E")+”RT Roa=20,
0 ]
ce qui implique
h2 o dp
~ppRv=- Zro Rv a+ (E— + R é—) V3
On remarquera en outre que le groupement
h 2
2 o _ h _ .,
=+ Rz ) v=vsz=0Q
est constant. On a donc
al a1 “1 d
-2 0 ' pupRvde=-4t J"Rvada+Q J ' dan .
0 ° 0 o

Mais le dernier terme se réduit a

Q’[p(ml) - p(0)] = Q’(ZTO - ZTO) =0 .

I1 ne reste donc plus que

50



2
o o , oo d{h + Ra™)
. , 2
~4t ' Rvada = - 2T, ot 9——2555 de = - 27 Q J 5
° 0 0 h_+ Ru 0 h_+ Ra
2 2
h1
="2TOQ ln}l—Z:"'Pd

On constate que le bilan est correct :

4. Théorie élémentaire du laminage

Une théorie élémentaire du laminage s’obtient en admettant que la
pression appliquée par les rouleaux a partout la méme valeur P Cette valeur

est prise de 1’ordre de

p_ = 1,2.(210)

Bien que simpliste et, par essence, incapable de déterminer la distribution
réelle des pressions, cette théorie permet d’obtenir rapidement des résultats
réalistes en ordre de grandeur.

4.1 - Angle d’ adhérence
On obtient 1’angle d’adhérence ., en exprimant que la force horizontale F
X

appliquée a la t6le est nulle. Cette force sg’exprime {(fig. 11) par

Fig. 11 - Détermination de 1’angle d’adhérence dans la théorie élémentaire
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o o
F? =T ° (pmsin G + Kp_cos )R do + [ (pmsinﬂ - upmcosﬁ)R de = 0
X

0 o
[o}

soit

me [(1 - cos ao) + psin o+ (cos a - cos “1) - p(sin « - sin ao)]

ce qul implique

1 - cos &, + 2 u sin o, "M sin o = 0

soit

cos &, + p sin al -1

SanLO= 71

4.2 ~ Force de séparation des rouleaux

On obtient directement

o
FPo= [l ! pRd?=p R«

4 m 1

Notant que

h =h +R o
1 2 1

on a

Ah=h ~h =R af

solt

R «, = VR Ah

I1 vient donc

F° =p VR Ah

z m

4.3 - Puissance de laminage

04 o 04
1

2t VRas=2pp VR I[-T g + J ! dsl

0 0 o
o}

P’

Il

Zp.px’nVR(ocl—Zoco)=2upmVRoc1 (1~O—C—-)
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soit finalement, en tenant compte de la valeur de F;,
20

L H ______O
PP =2unV Fz (1 @ )

4.4 La puissance est-elle positive 7

Physiquement, la puissance doit étre positive. Mais le présent modéle
assure-t-il cette condition ? Il s’agit de vérifier que 1’on a bien

o < o/2 .
0 1

En introduisant 1’angle de frottement ¢, on transforme la relation donnant o

en
) cos u1 cog ¢ + sin “1 sin ¢ —- cos ¢
Sin &, = 2 sin ¢
1 cos ¢ (1 - cos ml) _
g sime - 2 sin ¢ < g sin oy
Ainsi,

sin o > 2 sin . = 2 sin o« cos a = sin 2«
1 o} o o o}

ce qui montre que

o > 20
1 0

4.5 - Condition de stabilité du processus
La vitesse de la tdle ne sera définie que si
0 < o, < o,
Nous savong déja que o« < a1/2 . Donc une violation de 1la condition de

stabilité ne peut correspondre qu’a o« = 0.(Dans ce cag, il n’y a plus de zone

de sortie et les rouleaux patinent sur la tdle.) La recherche de la limite de
stabilité se raméne donc a examiner quand o, = 0, ce qui se traduit par la

condition

cos &, + p sin al =1

soit
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u sin o = 1 - cos o,

ou
% % 2%
2 p sin 5 cos 5 = 2 sin 5
ou encore
o
tg 21 =pn=1tg ¢ .

La condition de stabilité est donc

o, <2 ¢ .

4.6 - Exemple
Reprenons 1’exemple de la section 3.7. On a

p =1,2 . 2t = 1,2 . 323,4 = 388,1 MPa

al = 0,05 rad
M= 0,1
cos “1 + p sin o, - 1

sin = = 0,01874

0 2 u

w = 0,01874 [au lieu de 0,0187 , + 0,2 %]
L =254 mm ; R = 254 mm
Ah = 3,175 - 2,54 = 0,6350 mm "

F =p L VRAK =388,1 . 254 . V254 . 0,6350 = 1,252.10°N
[au lieu de 1,258.10°N , - 0,5 %]

20
_ % 6 30,48 _2.0,01874. _
= 31 850 W [au lieu de 31 090 W s 2% ]

On constate que ces résultats approchés sont trés réalistes. De plus, la
formule de FZ fait apparaitre que la force de séparation des rouleaux dépend

en fait de la largeur et du groupement vR Ah .
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CHAPITRE 4 - PROBLEMES EN ETAT PLAN DE CONTRAINTE

1. Critére de Tresca

L’état de contrainte plan est caractérisé par la condition ¢ = 0. En
z
termes des contraintes principales, on a alors par le critére de von Mises
2 2
)

o -0 + o, ~ o
(1 '2) (2 3

2 2 2 2
+ {0 —0) =20¢ +20 -20c0c =6T
3 1 1 2 12 0

soit

2 2 2
o +0c —-—ococ =371 = Re .
1 2 1 o]

11 est souvent plus simple d’utiliser le critére de Tresca

max { [0 - o |, |o, -0 |, |o -0 |} =Re,
qui se raméne ici a
max { |01[, \02[, (01 - 02[ } = Re

Utilisé comme tel, le critére de Tresca méne toujours a une puissance dissipée
trop faible, car comme S, C SVM (fig. 1), on a

T
dT(ﬂ) = iuz . G}jﬂij < iuz . 6}jﬁij = dVM(ﬂ)
T VM
C.
2
A
ke Tresca
von Mises
)
Re %

Figure 1 - Criteres de Tresca et de von Mises

On remarquera que le critere de Tresca enveloppe, défini par

y =21 = 2 Re

|
1 0 V3

max { |01 -0 |, |02 -0 |, l03 -0

2| 5|
est quant a lul tangent extérieurement au critére de von Mises (fig. 2).
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|
Q

Figure 2 - Critere de Tresca enveloppe

Pour le point B, correspondant a du cisaillement pur, c’est évident. Pour
le point A, notons que sur la courbe limite de von Mises, on a

2c do +20¢_ do —-o¢ do -o_do =0
1 1 2 2 1 2 2 1
donc, au point A ou doz = 0,
(20 ~0 ) de =0,
1 2 1

ce qui implique
c =0/2 .
1 2

En ce point, on a donc

2 Gz 2 ”z 3 2z 2
— = —_— T =
o+ 02 0102 i 02 5 7 02 Re
soit
02 - 2 Re =2 To
V3

L’utilisation du critéere de Tresca enveloppe, c’est-a-dire la substitution de
ZTO a Re dans le critére de Tresca méne donc & une surestimation de la

puissance dissipée. En d’autres termes,
2T

0

Drresca = Pyon Mises © ®s DTresca & 12190 D

Tresca
Bien plus, en choisissant la valeur intermédiaire

Re** = 1,078 Re

comme limite dans le critére de Tresca, on peut garantir une erreur sur la
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puissance inférieure a 7,8%, par exces ou par défaut.

Dans les problémes de dimensionnement des machines, il est prudent de se
placer du c6té du maximum de la pulssance. On remplacera donc Re par 210

Cependant, dans les développements qui suivent, nous écrirons Re, en
conformité avec le critere de Tresca classique.
2. Direction des vitesses de déformation

Sur les parties linéaires de la courbe limite, la normale est bien définie
et figure la direction du vecteur (ﬁl, ﬁz). C’est le cas des points A, C et D

1% T
A B
cl—
=9
D

Figure 3 - Les vitesses de déformation

de la figure 3. En un angle, les vitesses de déformation peuvent avoir toutes
les directions comprises entre la normale a gauche et la normale a droite
(Point B).

La troisiéme vitesse de déformation dépend des deux autres par la relation

= - +
@3 (ﬁl 62)

3. Emboutissage cylindrique
3.1 ~ Hypothéses générales (fig. 4)

Lors de 1’emboutissage, il y a déformation dans le flan et dans la zone
d’entrée. lLa =zone cylindrique, quant a elle, doit rester élastique pour
permettre le tirage. Bien gu’il existe des pressions transversales, dans le
flan du fait du serre-flan, et dans la zone d’entrée pour équilibrer la force
de tirage, ces pressions restent faibles par rapport aux contraintes
membranaires. On peut donc sans grande erreur admettre qu’il s’agit d’un état
plan de contrainte. Nous utiliserons le criteére de Tresca, qui méne a la
théorie la plus simple. Dans tout 1’exposé, la raideur de flexion sera
supposée négligeable.
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Figure 4 - Emboutissage cylindrique

3.2 - Etude du flan

Etant donné la vitesse radiale ulr) (négative !), on a

_ du _u

a0 % T

La relation entre ﬁr et @¢ découle de labloi de normalité. Pour cela, il faut

déterminer le point de fonctionnement dans le plan de contrainte (fig. 5)

o
A B
R F - C ’.G;_. e e
E D .

Figure 5 - Détermination des fonctionnements possibles

Comme u est négatif, on a 6¢ < 0, ce qui limite le choix aux branches CD et

DE. La branche DE est a proscrire, car elle correspond a

soit un épaississement de la tdéle sans déformation radiale. Le seul cas viable
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est la branche CE, ou

On obtient ainsi une déformation sans variation d’épaisseur. Le champ de
vitesse est donc régi par la condition

du u
a0

soit
du _ _dr
u r

ce qui donne
T
u(r) = u(rl) T

En outre, les contraintes vérifient

Examinons a présent les conditions d’équilibre. En notant t 1’épaisseur de
la tdle et p le coefficient de frottement, on a visiblement (fig. 6), puisque
la to6le {frotte sur ses deux faces sous une pression p donnée par le
serre-flan,

rta dp+ & (rter)drdp

Figure 6 - Equilibre d’un secteur du flan

d _ d¢ =
a;(rtor) dr d¢ - 2 t0¢ dr 5 * 2 uprdr do =0

soit
d(re )
T
dr o T
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Développons le premier terme : il vient

do*r 20
ro t (crP - 0¢) tfoPpro= 0 .

‘Or, °co- @¢ = Re. Aprés division par r, on obtient donc

Intégrons en tenant compte de la condition 0P(r2) = 0. I1 vient

r2 2
¢ =Re In = + 2R (+ _ 1)
r r t 2

la contrainte radiale est donc maximale en r = rl, ol elle vaut

T
¢ (r) =Re In -2 + 2vp (r -1)
r 1 T t 2 1

Quant a la contrainte tangentielle, elle vaut

o, = ¢ - Re.

)] r

Elle vaut (-Re) & la périphérie et décroit en valeur absolue vers le centre.

3.3 - Critique des résultats précédents

Le critere de Tresca méne a la condition que 1’épaisseur du flan reste
constante lors du travail. Qu’en est-il €l 1’on utilise le critére de von
Mises ? En r = r_, on se trouve au point A de la figure 7, ol o | < |@¢|, ce

r

qui implique

oot B, = o | - |@¢| <0 donc & >0
o /W‘f
¥
\@\‘0

\
A

Figure 7 - Direction des déformations par von Mises
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Lorque 1’on se rapproche du centre, 1’état de contrainte se caractérise par
une croissance de o et au point C olt o + 0¢ =0, on a % = 0. Au-dela du
r r z

point C, 02 < 0. On a donc tout lieu de soupgonner que le flan prend une forme

semblable & la figure 8. Si 1’on admet que le flan prend une forme pareille,

%

Figure 8 - Forme probable du flan, par le critere de von Mises

il ne peut y avoir de frottement que sur la périphérie et, pour r < T
1’équilibre est homogene :
do’ c - 0C

T r ¢~
dr * r =0

?

avec, en rz, la condition
2w rzt Gr(rz) =2 uP

ou P est la force totale appliquée au serre-joint. Ceci donne

uP

nr t’
2

Ur(rz) -

En admettant que

o - o, = Re,

r ¢

on a donc

o =o¢ (r.) - Re In T
r r 2 r

2

C’est ce que nous appellerons solution de Tresca corrigée (T.C.). Pour décider
de sa validité, nous développerons une solution fondée sur le critere de von
Mises.
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3.4 - Par le critére de von Mises

Dans le critére de von Mises

2 2 2
c +0, —o0, = Re,
r r ¢

¢

supposons ¢, donnée. On peut en déduire o par 1’équation
r

¢

& - oo, - (Re® - 02) =0

r r ¢ ¢

dont les solutions sont

o, V4 Re2 - 3 02
o o 8 ¢
r 2

Ceci suggeére de poser
o = 2 Re
* 3

cos Y = 2 T, COS Vo, (1)

ce gui donne

o =T cos Y t Re |sin y| = T, (cos y * V3 |sin y¥|)

On remarquera que cette solution générale peut étre mise sous la forme
équivalente

o =T (cos Y + V3 sin ¢) (2)

en faisant varier Yy de 0 a 2n. Cependant, nous pouvons limiter le champ des
recherches a partir des considérations suivantes (fig.9)

A g=z0ou2n

en fonction de Y.

Figure 9 ~ Variation de o, et o

1
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e ¢, = u/r doit étre négatif, ce qui nous raméne

¢

extrema de ¢ . Ceux-ci correspondent a
r

do
r o_ _ . -
W - ro( sin ¢ + V3 cos Y) =0
soit
tg ¥y = V3
ce qui correspond a
n/3
.'b= E+1{=.4_:1£
3 3

Ainsi, on a certainement

E<w54_

1
37 3

e L’effort moteur est or, et doit donc étre positif. Ceci impose

cos ¥ = - V3 sin ¥ ,
soit

tg!ﬁﬁ—@-

W

La butée est donc le point C, qui correspond a
_ T _ Sm
V=gt %
Au total, on doit donc avoir
n< <_5£

§“”” 6

Les expressions (1) et (2) impliquent

o, "0y = TO(— cos Y + V3 sin y)
et

do

drr = TO(— sin ¢ + V3 cos ¥) %%

I’ équation d’équilibre s’écrit donc

do c -0
T r

a 1’arc ACB,

limité par les

(3)

= ¢ _ s dy
O=gm *t —F— = TO{( sin ¢ + V3 cos w)a; +

ce qui équivaut a
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_siny - V3 cos ¥ _ dr
cos ¥ - V3 siny |

La solution de cette équation est

inr =1n C ~ f{y)

avec

f(y)

7 sin ¢ - V3 cos ¢ ay
cos ¥ - V3 sin y

Pour calculer cette primitive, notons que

T

V3 = tg 3

ce qui permet d’écrire

sin ¥ cos T - sin & cos ] sin(y - T
. 3 3 3
sin ¢ - V3 cos Y = - =
cos = cos &
3 3
et
cos Y cos T _ sin Y sin L cos(y + T
i _ 3 3 3
cos ¥ - V3 sin ¢y = -
cos = cos &
3 3
Deés lors,
. s
sin ¢ - V3 cos ¥ _ sin(y §)
cos Y - V3 sin ¢y cos(y + %)

Mais comme

sin(y - g) = gin(y + % -
on a encore
. s
w:cos_@_t(w+g)—singz
3 ‘8 3 3

cos(y + Ly

Finalement, on a donc

£ (y)

Il

V3
5 ]

1 T
5 J tgly + §) dy -

n V3
= in |COS(¢ + §)' T v,

N
W

2n, _ . T 21
§—) = gin(y + §) cos

_ 1 T,
= 5 tg(y + §)

- cos(y + %)

V3
7 .

A |
sin =—

(4)



si bien que

1nr=1nc—%1n cos(y + 3)| +§‘/§w
ce qui revient a écrire
r =Cgly) (5)
avec
B exp(g§ W)
gly) = osty + g)’m (6)

Ceci fournit la solution du probléme sous forme paramétrique. Si 1’on
trace le diagramme de Gr/Tb en fonction de g, la solution est facile a

déterminer par voie graphique (fig. 10) : connaissant G}(rz)/ro’ on en déduit

g, ; de la,

3

o
-3
-

9, ~d

Figure 10 - Détermination de g2

pour r dquelconque, on a

ce qui permet de déterminer o /TO.
r

Pour tracer ce diagramme, on établit d’abord une table de g(y) et de

o*/ro = cos Y + V3 sin ¥ .
T

On peut compléter ce tableau par

e /TO = 2 cos Y

¢
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o Une mesure des vitesses de déformation :

% = A(20 - ¢
r

)

i

mo.zﬁ sin ¥ = A¥.2 sin ¢ = A* ﬁjj

r ¢
avec
A¥ = ATOV§
9, = A(20, ~ o ) = At (3 cos ¥ - V3 sin y) = A¥ o*
b o~ %) T v / b
8 = - (8 +9,) = - A* g*
z r ¢ z
#* * *
U/ g(y) or/ro 0¢/ro ﬂz @¢ o
1/3 3,502 2,000 1,000 -1,732 0 1,732
0,35 3,512 1,997 0, 9080 ~1,677 -0,1047( 1,782
0,4 3,630 1,956 0,6180 -1,486 -0,4158( 1,902
0,45 3,859 1,867 0,3129 -1,259 -0,6548| 1,964
0,5 4,188 1,732 0 -1,000 -1,000 2,000
0,55 4,622 1,554 -0,3129 -0,7167| -1,259 1,975
0,6 5,173 1,338 -0,6180 -0,4158| -1,486 1,902
0,65 5,866 1,089 -0, 9080 ~0,1047| -1,677 1,782
0,7 6,734 0,8135 |-1,176 0,2091| -1,827 1,618
0,75 7,829 0,5176 |-1,414 0,5176| -1,932 1,414
0,8 9,224 0,2091 [-1,618 0,8135| -1,989 1,176
5/6 10,37 0 -1,732 1,000 ~2,000 1,000

3.5 - Discussion

I1 est aisé de voir que g(y) a un minimum pour ¥ = w/3. En effet,

dg _ gEexp(ggw).|cos(w+g)]1/2+exp(g§w).%]cos(w+g)]—1/2.signcos(w+g).sin(w+g)
dy |cos(y + g)|

et cette dérivée est nulle pour
V3 cos(y + %) = ~ sin(y + g)
soit
tg(y + g) =-V3 = tg(g—n)
ce qui revient a dire ¢y = n/3. Cecl fixe un rayon minimal, correspondant a

g . = 3,502 .

min

Dés lors, comme ¢ = 0 pour
T
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g ., = 10,37,

on doit toujours avoir

3,502

—i-(-),——37 = 0,3377 .

r/r_ >
12
Par le critére de Tresca, on obtient la condition
r/r. > e’ =0,3679 ,
12

ce qui est un peu plus sévére. En présence d’un serre-flan, on peut dresser le
tableau suivant

or(rz)/ro g[rz) (rl/rzlmin

0 10,37 0,3377
0,2 9,25 0,3786
0,4 8,3 0,4219
0,6 7,5 0, 4669
0,8 6,75 0,5188
1 6,1 0,5741
1,2 5,55 0,6310
1,4 5,0 0,7004
1,6 4,5 0,7782
1,8 4,0 0,8755
2 3,502 1,000

Par ailleurs, 1’examen de ﬂ: montre bien le gonflement a la périphérie,

comme prévu.

3.6 ~ Calcul des vitesses dans la solution von Mises

Nous savons que

hehal P i
ar A¥.2 sin ¢
et
[ . - * ot n
T = A*¥ (V3 cos ¥ - sin ¢) = 2 A* sin (§ = )
Des lors,
du
dr sin ¢
b sin(y - L3 i
r 3
soit
du _ _ sin ¥ dr
u sinl(y - %) r

69



Mais nous savons que

sin(y - I

ar _ _ 3 dy
r cos(y + L3
3
ce qui donne
du _ sin y _ av .
cos{y + §)
Notant que
in ¥ = si LA SR n T _ogin © n
sin ¢y = sin(y + 3 3) sin(y + 3) cos 3z = sin 7 cos(y + 3)
1 . n V3 L
= §~31n(w + §) 5 cos(y + §)
on trouve
. T
qu 1 sinlv +3) V3
Ses -,
u 2 T 2
cos(y + =)
3
ce qui s’intégre en
1 T V3
Inu=-5In |cos(y + §)| -5 ¥ +IncC ,
soit
exp (~ g§ W)
u=C
1/2

! |cos(y + %)l

Tenant compte de 1’expression (6) de la fonction g, on a donc

C
1
u.g =

|cos(y + g)|

C
1

g |cos(y + g)}

Nous savons d’autre part que r = Cg, ce qui donne, en posant C2 = Cl/C,

C
2

gzlcos(w + %)I

32
1l
Hle
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La relation (7) nous permet d’en déduire
g = - Sin Y - ﬁ¢
T sin(l/! - ’3‘)

et

2

Z

- (ﬁr + %)

On obtient ainsi le tableau suivant

sin ¢

1 ¢ 2 sin(w-g)

S
~N
B

g=r/C |cos(w+g)| - ¢ /C, |8 _/C

u
C

[EEN

3,502 0,5 0,5711|-0,1631 o 0o —00
3,512 0,5446 0,5228|-0,1489|17,02 2,534 -2,385
3,630 0,6691 0,4117)-0,1134| 4,574 |0,5187 |-0,6321
3,859 0,7771 0,3335|~-0,0864| 2,756 0,2382 |-0,3246
4,188 0, 8660 0,2757|-0,0658| 2 0,1317 |-0,0659
4,622 0,9336 0,2317|-0,0501| 1,569 0,0787 |-0,0286
5,173 0,9781 0,1976|-0,0382| 1,280 0,0489 |-0,0107
5,866 0,9986 0,1707|-0,0291| 1,062 0,0309 |-0,0018
6,734 0,9945 0,1493|-0,0222| 0,8856 |0,0196 |+0,0025
7,829 0,9659 0,1322|-0,0169| 0,7321 |0,0124 |+0,0045
9,224 0,9135 0,1187|-0,0129| 0,5910 |0,0076 |+0,0053
10,37 0, 8660 0,1114,-0,0107| 0,5 0,0054 |+0,0054

[#)] vt

-

-

-

9;]

1

u_]CJCDOODCDC)OCDO
\OO\]\]O\O\LmJ‘IU'IPerJ\

o)}

On constate donc bien que le flan tend a se gonfler a sa périphérie et a s’a-
mincir au centre.

3.7 - Etude de la zone d’entrée

Etudions un petit élément de téle délimité par des cercles principaux
(fig. 12). Les deux rayons principaux sont p, rayon de la matrice et
_r
$ cos «a

@ Les contraintes azimutales ¢, ont une résultante suivant la normale donnée

¢
par (fig. 13)

Q.

-2 teo, pda do _ _ pteo

A 5 da. d¢

¢

® les contraintes méridiennes o, une résultante normale (fig. 14)

da _
2t o R, d¢ 5 = R, t T dot d¢

¢ ¢
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Fig. 12 - Equilibre d’un élément de téle

Fig. 13 - Résultante normale des contraintes azimutales
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Fig. 14 - Résultante normale des contraintes méridiennes

Elles équilibrent ensemble une pression dont la résultante est p R¢ d¢ p da :
R doo d¢p = t R, 0 da d¢p - t o, doe d¢ ,
pRyP ¢ ¢ u ¢ p oy ¢
ce qui donne donc
o o
x _ ¢
p=t (—-5-)
R
P
Notant que
Ga - ¢¢ = Re,
soit
-0, =Re - o ,
¢
on a encore
o o
p=t (—=+ %E - Eﬁ )
¢ ¢
soit
b = t (¢ - o pcosa p P COSa )
P o o r r

A ce stade, nous remarquerons que d’ habitude, p << r, =i bien que le deuxiéme
terme du second membre est négligeable devant le premier. En outre, dans la
zone d’entrée, T est déja fort proche de Re, ce qui permet également de

négliger le troisiéme terme devant le premier. Du reste, le deuxieme et le
troisieme terme se compensent dans une certalne mesure. Nous retiendrons donc
1’ approximation suivante :
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p 04

Vet

ol 1’on retrouve d’ailleurs la célébre formule des chaudiéres. Pour obtenir la
distribution des contraintes o, en fonction de 1’angle «, nous ferons le bilan

des puissances sur un élément d’angle da (fig. 15). Le débit de matiére étant

Figure 15 - Schéma d’un élément d’ angle du

noté Q, la vitesse tangentielle en dépend par la relation

Q

U= 2mrt’

Cela étant, nous écrirons

= + d + d
traction retenue déformation frottement

avec
o dP =Q o

traction o
e dP =Q (¢ + do )

retenue 24 o
e dP | =2nr tp da .Re.]ﬁ] ,

déformation max

par la formule de la fonction de dissipation du critére de Tresca. Comme

|’6|max - ﬁoc T ﬁ(]5 ’

cela donne
- 2n r t p do Re ﬂ¢ .

Mais (fig. 16)
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ﬁ¢ = r/T = — % u sin o = —~ Q 5 sin «
2n r't

Figure 16 - Détermination de 6¢

Il en découle

. . =Q P Re sin o da.
déformation r
e dP =M puur pde = pu p Q pda
frottement t
Tenant compte de la relation o, =P % , on obtient
frottement s Q 00(. de.
Le bilan s’écrit donc
= Re p .
Q c, = Q (Um + doa) + Q — sin « doo + p Q . de

soit aprés simplification et division par Q de,

d0‘oc o
— + = - Ll i .
Ja Mo, Re = sin «

I1 nous reste a expliciter r en fonction de 1’angle o (fig. 17)

r=r - pcosa,

ce qui donne
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%}

Figure 17 -~ Expression de r en fonction de l’angle «

L’ équation g’ écrit donc finalement

p .
— sin «
do r1
—-—— + . ¢ = — Re
do ® o
1 -~ ~— cos «
rl

Cherchons une solution particuliére de 1’équation compléte sous la forme

o = Ala) e M*
o
p
On obtient
P sin «
— Lo r1
A (a) e HE o Re - ,
1 - e cos «
r
1
soit
" ? sin B
A(oc)=-ReJ ML g
0 1 - P cos B

1

La solution générale de 1’équation complete est donc
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P sin B
~pa * wp N
oze”[C—ReIe g ]
« 1-F cos BB
G r
1
Pour o = n/2, on a la condition o, = or(pl), c’est-a~-dire, en posant
P .
/2 g r1 sin B
X(p, B~) = J oM aB
rl 1 - cos B
0 r
1
c{r)=e —hm/2 [C - Re X]
r 1
On en déduit
K2 + Re X

C = Gr(rl) e

Ceci permet d’obtenir la contrainte axiale dans la virole o

- = /2
4

c (0) =C=0c(r)e + Re X ,
o r 1

solt explicitement :

r
[Re 1n 2o (r )] + Re X
I‘1 r 2

_ eun/z

z

Il nous reste a évaluer X. Pour p = 0, on a visiblement

1 r1
X(0, p/r ) = In = ln — .
1 1 - P r

r
1

@]

Pour p # 0, on peut dresser le tableau suivant :

par la formule

X(p, p/rl)

B 0 0,05 0,1 0,15
p/r1¢
0 0] 0 0 0
0,05 0,05129|0,05392,0,05670|0,05964
0,1 0,1054 |0,1107 |0,1164 10,1224
0,15 0,1625 |0,1707 (0,1794 |0,1886
0,2 0,2231 10,2343 |0,2462 |0,2587

simple

= (1 + 1,07 p).

In

7

Une bonne approximation de X est donnée, pour O

s u=0,15et 0 =

p/r1

<<

0,2
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Dans 1’ intervalle précité, elle conduit a moins de 0,7% d’erreur.

La contrainte ¢ doit étre inférieure a Re, sans quol le poingon ne pourra
z

pas tirer la téle. Il faut donc que

/2 r2
e [Re In — + ¢ (r_)] + Re X < Re
rl r 2
soit
r o (r)
ur/2 2 r 2
e [ln}—1+ Re ]+X < 1

C’est la condition de réalisabilité de 1’ emboutissage.

3.8 - Force d’emboutissage
L.a force nécessaire pour réaliser 1’ emboutissage vaut

F=2rnr t o .
0 z

En 1’ absence de frottement,

s
2
c = Re In — + Re X
z r
1
avec
r1
X=1n — ,
r
o]
ce qui donne
rz
c = Re In —
4 r
0

Ce cas, bien qu’irréaliste, sert souvent de référence, ainsi que nous le
verrons dans la section 4.1. La puissance d’emboutissage en 1’ absence de
frottement vaut

r

= = _2
PM;O =0 Q =Re Q In r

et comme les sections d’entrée et de sortie sont données par

=2n r_ t , S =2 r t ,
2 0

entrée sortie

on a encore
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S
_ entrée
P“:O = Re Q In s

sortie

comme on pouvalt s’y attendre.

3.9 - Remarque : Pression du serre-flan

e D’aprés Siebel [5], la pression sur le serre-flan se détermine par
P _ D_ 12 -3 d
= c G- 17 +5.107 £]

ou
D est le diamétre extérieur du flan,
d est son diametre intérieur,
t est son épaisseur

Le coefficient ¢ varie entre 2.107° et 3.107° (moyenne : 2,5.107°)

e D’aprés Cook [1],

- 1" instabilité est possible si r-r, > 4t

- la "pression" définie par p* = est donnée par

2
T
2
p* = (0,02....0,08)1O soit (0,01..... 0,04)Re .
Ceci donne
T
=HP= *___2_
or(rz) mr t B P t
2
et
o (r) r,
Re = y2 = (0,01..... 0,04) u T

Exemple : prenant la valeur 0,02, rz = 100 mm, t = 1 mm, p = 0,1,

y,=0,02.01.===0.2.

3.10 -~ Exemple d’application

Soient u = 0,1, r, = 50 mm, p*/Re = 0,02, =] mm, p =5 mm Quelle est

plus grande valeur possible pour r, 7

On a
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o (r) r r,
— = 0,02 . 0,1 = (0,002 T = 0,002 . 50 .

1 mm

La condition de réalisabilité du processus s’écrit donc

e“n/z[ln(rz/rl) +0,1 (r/r)] + X =1
avec
M2 2 1170 e TH2 - 4, 8546
X = (1+ 1,07 p) In — - 1,107 1n 5%§ = 0,1166
r

1
I1 faut donc que

In (rz/rl) + 0,1 (rz/rl) < 0,8546 (1 - 0,1166} = 0,7549

L’égalité, qui fixe la borne supérieure, est obtenue par

r/r = 1,780 soit r = 89,02 mn
2 1 2

En 1’ absence de frottement, on aurait eu la condition

1.[ln(r2/r1) + 0] + X< 1
avec

- - T -
X——ln————b—v—lnﬁ’—gwo,lOSZL

La valeur limite aurait donc été donnée par

In(r/r ) =1 - 0,1054 = 0,8946

soit

rz/r1 = 2,446 et r = 122,3 mm

3.11 - Emboutissage avec retournement (fig. 18)
Il faut dans ce cas décomposer en trois zones :
@ Zone I

Dans cette zone torique, on retrouve 1’équation développée plus haut pour
la zone d’entrée, a savoir
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Figure 18 - Emboutissage avec retournement

La solution de cette équation est

P gin B

o~=e"”°‘[c-ReJ M2 g
1 - P cos BB
2
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Pour « = n, c’est~a~dire a 1’entrée du tore, on a o, = 0, donc
- P sipn B
C=ReJ KB zp dB
/2 1 - F_ cos fB
2
En o« = /2, sortie du tore, il vient
o= e—un/z C = Re Y(u, p/r_)
o 2
avec
P s
nowe-D o SF
Y, p/r2] = I e o dag .
w2 1 - = cos BB
2
e Zone II

A 1’entrée de cette zone plane,
saut de contrainte radiale

P

= Z Re,
2 2

uP
n r t Re
2

Pour le reste, c’est comme un flan classique

Gr rz
— 2R 4= o—
e Y+ 2 + 1In =
Enhr=r,
1
o
"1 T2
e =~ Y+ 2 + In .
1
e Zone III
Dans cette zone torique,

1’ équation de

la pression sur le serre-flan induit un

et

la zone d’entrée classique

s’ applique et la contrainte dans la virole est donc donnée par

o o
r
z _ eun/z 1

- eun/z
Re Re

+ X [ Y +

Cette valeur doit étre inférieure a 1
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rl

pour que le processus soit réalisable.



La solution effective de ce probléme nécessite le calcul de Y. Pour p = 0,

p

- F; sin B
-] e
w2 1 - ?; cos B

r
dg = 1n (1 + &) = 1n 2
r r

2

N

Pour p # 0, on peut dresser le tableau suivant :

Mo 0 0,05 0,1 0,15
p/r2¢
0 0 0 0 0
0,05 | 0,04879 | 0,05020 0,05167 | 0,05319
0,1 0,09531 0,09804 0, 1009 0,1038
0,15 { 0,1398 0, 1437 0,1479 0,1522
0,2 0,1823 0, 1875 0,1928 0,1984

On a approximativement, dans les limites envisagées dans le tableau,

Y = 1n(1 + &)
r2

Exemple

(1 + 0,59 u)

Pour les données suivantes,

uw=20,1 ; r

1

P

0,02 Re . nrg

on a successivement

p/r2 = 1/6

Y = 1n(7/6)

p/r1 = 1/5

X

R

In(5/4)

z = &

nrztRe = 0,02 .

= 50 mm

(1 + 0,59.0,1)

(1 +1,07.0,1)

0,1

> TZ

ln(rz/rl) = In(6/5) = 0,1823

pun/2 _ 0,1.w/2
e = e

w{ 9
DN

= 1,170
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= 60 mm ;

0,1632

0,2470

(rz/t) = 0,02 .

t=1mm ; p= 10 mm
0,1 . %9 = 0,1200

= 1,170 (0,1632 + 0,1200 + 0,1823) + 0,2470 = 0,7917



4. Quelques données pratiques concernant 1’ emboutissage

4.1 - Force d’emboutissage

L’école allemande se fonde sur la formule de 1l’emboutissage sans frotte-
ment,

o = Re In g

Z

ol D est le diamétre du flan et d, celui de la virole, et la corrige par un
coefficient de rendement 7n :

=B'_e_]_n9

0Nz n d
Dans cette formule, Re doit étre entendu comme la moyenne de la limite

élastique au cours du travail. On se place en sécurité en la remplacant par
Rm. Le rendement varie entre 0,5 et 0,65. La force d’emboutissage est donc

F =nadt o = EQE Rm 1n 9 .
z z m d

En posant = 0,628, on obtient

FZ =5 dt Rm 1ln g (Formule allemande)

Les Américains partent du principe que la contrainte dans la virole ne
peut dépasser Rm. En prenant un coefficient de sécurité supplémentaire 1,15,
on obtient

Fz = wdt.1,15 Rm = 3,613 BRm dt (Formule américaine)

Comparons ces deux formules. En se limitant & d/D = 0,55, on a par la for-
mule allemande

1
Fz = 5 Rm dt ln(ang) = 2,989 Rm dt

soit 20% de moins que la formule américaine. Cette dernieéere a cependant le
mérite de g’appliquer directement au cas d’un emboutissage non cylindrique,

sous la forme

Fz = 1,15 BRm .t.4

o 1 est le périmétre de 1’'embouti.

4.2 - Rayon de la matrice

On cite souvent la valeur préconisée par Kaczmarek [7]

r=0,8v(bh-d) t
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Elle s’applique pour 1’emboutissage de 1’acier. Pour les alliages d’aluminium,
on préfére la valeur un peu plus grande

r=20,9vD~-d) t

La valeur minimale admissible est, selon des recherches un peu plus récentes
(1966)

' _ 0,035 [50 + 2~ 97 v t
mm mm mm

4.3 ~ Rayon du poingon
I1 ne peut jamais étre inférieur a celui de la matrice. En pratique, on le
prend 3 a 5 fols plus grand.
4.4 - Jeu entre le poincon et la matrice
Oehler et Kaiser [2] proposent la formule
Rm D 3

i=t 1 To0mpa @™ V]

4.5 - Quand faut-il un serre-flan 7

Tout dépend du rapport D/t :

D/t 2 200.........0 Grande instabilité. Serre-flan indispensable

66 = D/t < 200............. Instabilité modérée. Faible force sur le serre-~flan

40 = D/t < 66..... ... ... Instabilité trés faible. On peut se passer de
serre-flan si d/D est grand.

D/t < 40.......... e Pas d’ instabilité

Citons encore le tableau suivant, valable pour les aciers doux [6]

Aciers a faible carbone
D/t
Simple action Double action (a/D) |
(pas de serre-flan) (serre-flan) min
660 0,7
66 500 0,65
330 0,6
50 250 0,55
40 200 0,525

4.6 ~ Pression sur le serre-flan

Voir section 3.9
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4.7 ~ Joncs

Soit a emboutir une boite rectangulaire. Sur les bords droits, il faut peu
d’effort por faire avancer le métal, car la déformation se résume a de la
flexion. Le métal y va "trop vite" et on obtient le défaut représenté en
figure 19.

demi - coupe AA

Figure 19 - Défaut apparaissant lors de I’emboutissage d’une boite
rectangulaire

Un reméde consiste a ralentir la marche de la tdle & 1’aide de joncs, sur
les parties rectilignes seulement (fig. 20).

Figure 20 - Jonc
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Le jonc produit un effet de courroie :

- = eua/z
1 0

e =c
2 1

e = eua/z
3 2

et au total,

210
o =c &M
3 0

dans le c

11 s’agit donc d’une mutiplication de 1’ effort.

as de la figure 21, on a

Figure 21 - Effet du jonc

Ainsi, pour p = 0,1 et o« = 150° = 2,618 rad,

ZM% 1 g3

4.8 - Vitesse optimale de 1’ emboutissage

A trop grande vitesse, le matériau se raidit.

suivantes :

Zn, inox ..........
Ac doux............
Aluminium..........
Laiton.............

5. Bibliographie relative a 1’emboutissage
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CHAPITRE 5 - PRINCIPES D’EXTREMUM

1. Principe des puissances virtuelles

Soit un volume V limité par une surface S. Nous noterons fidV les forces
élémentaires de volume et tidS les forces élémentaires de surface. L’équilibre

est réalisé si pour toute variation éu du champ de vitesses, on a

J o & dv=J f &u dvVv+ [ t &u ds
V1313 V11 Sll

C’est le principe des vitesses virtuelles, qui peut étre considéré comme la
définition la plus générale de 1’équilibre. En effet, ce principe garde un
sens par exemple si les contraintes et les vitesses de déformation sont de

carré intégrable et, plus généralement, dans tous les cas ou o &% . est
ij i
intégrable dans V. Montrons que dans le cas ol ces champs sont réguliers, on

retrouve bien les équations locales d’équilibre. On a d’abord

J o.,vl (Déu, +DSu ) dVv=_ ¢ Ddu dv
y i 2 i joi y it

= [ neo du ds - J (Do ,)éu 4dv
SJJ11 VJJll

Considérons d’abord des champs de vitesses réguliers et nuls sur la frontiére.
Pour ceux-ci, on a

J (D

+f)su dv =0 |,
V 1 1

o

i3t

avec &8u_ arbitraire, ce qui, en vertu d’un théoreme de 1’analyse, suffit a
1

prouver que

Do, + f = 0 dans V
j it i p.p.

Cela étant, pour &u régulier mais arbitraire, non nul sur une partie au moins
de la frontiére, on a

J (n

-t )du dS + J 0.8u, dV =0 ,
q i i 1

.G-i
j
J v

ce qui, vu 1l’arbitraire de 8u, entraine

no .=t sur S.
i ji i

2. Expression des contraintes plastiques a partir des vitesses

On a, chaque fois que 9 = 0,
11
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fof

&

<@
i

= =0 9
a9 ij 1§ ij

soit
ad _
(—6'5—‘ olj)’gi_j = 0
]
s L ; . ad
Cela signifie que le vecteur a 9 dimensions { 55 oij } est orthogonal au
ij
plan {® | ® =0} . La normale & ce plan est (1, 1, 1, 0, ,0, ...),
11

c’est-a~dire { Sij }. Par conséquent,

ad e = s
a9, ij p ij ’
iJ

avec p quelconque. On a donc en général
_6d b5

o
ij 89 . ij
ij

Le premier terme représente les contraintes dissipatives. Le second peut étre
interprété comme une réaction aux forces qul tendent & rompre la
condition d’ incompressibilité.

3. Principe de stationnarité de la dissipation totale, en 1’absence de
frottements

Sur la frontiére S d’un corps, nous distinguerons deux parties S et St’
u

et nousg supposerons que les vitesses sont imposées sur S
o
u=u sur S,
u

tandis que sur St, on impose les tractions de surface :

o+

t = sur S .
t

Nous appellerons dissipation totale la fonctionnelle

Jw) = J [d(s) - fiui] dav - J 't“i u, ds

\Y S
t

Proposons—nous de chercher le champ de vitesses incompressible et égal a u sur
S qui rend J{u) stationnaire. Pour vérifier les conditions aux limites sur
u
S, il suffit évidemment de poser du = 0 sur Su. Par contre, la condition
u

d’ incompressibilité est génante, car elle méne a un probleme d’extremum 1ié.

La technique classique pour résoudre ce genre de probléme consiste a utiliser

des multiplicateurs lagrangiens. A chaque condition ponctuelle Du = 0, on
i1

associera un multiplicateur (-pJ), puis on sommera sur tout le volume, ce qui
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méne au potentiel additionnel

- IV p Diui dv.

On écrira donc

8J*¥(u, p) =8 { J [d(»®) ~ fiui] av - [ 'Eiui dS - J pDu dv }

v ] v
t

pour tout champ Su nul sur Su et tout champ de multiplicateurs &p.

Varions d’abord les vitesses : on a
8J% = [ [ad 8 - foéuldv-J teéu dS-J p DSu dv
a9 ij i1 it i1

W ij St \'

Une intégration par parties donne

. ad - ad
- -n (< - - - oa =
8] J I Dj(a@;_ pSij] fi]aui av - [ [ti nj(aﬁ pc%ij)]ﬁu'1 ds =0 ,

Vv ij St ij

ce gui méne aux conditions

ad _
DJ(W - p31)) + fi =0 dans V
ij
ad T
nj(619 - paij) = ti sur St

ij
On reconnait les équations d’équilibre, avec
_od b &

c
ij a9 ij
i)

comme annoncé dans la section 2.

Quant & la variation de p, elle méne simplement a la condition

Ainsi, le champ de vitesses 1réel rend stationnaire la fonctionnelle
dissipation totale.

4. Caractére minimal de la dissipation totale

Nous allons renforcer ce résultat en montrant qu'en fait, le champ de
vitesses réel minimalise la dissipation totale. Soit en effet u la solution

réelle et u* un autre champ de vitesses incompressible vérifiant u* = u sur

S. on a
u
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J(u*)

I d(s*) av - [ fiu*;e av - [ Yiu*ids
\'4 \ S,
J d@®) av - T fu av - T “t’iui ds

v \ St

J(u)

i

Soustrayons ces deux relations en notant que le champ de vitesses
du=u* - u

est une variation incompressible nulle sur S . On obtient
u

J*) - J(u) = J [d@w*) - d(9)] daVv - | fiSui av - [ ?iaui ds

N \ S
t

Fn notant o et o* les champs de contrainte correspondant respectivement aux
champs u et u*, on peut donner & 1’intégrand [d(#*) - d(®)] le développement

télescopique suivant :

d(s*%) - d(s)

]

d(o*) —oc 9% +o 0¥ -0 O
ij ij ij ij iy ij

]

d(e*) - ¢ 9% + o 89 .
1] 1] 1] 1]

Il

[d(8*) - o,  o% ] + &d .
ij 1]

Or, nous savons dque

S 8 dVv - J féu dv - [ %‘iau, ds = 0
1 1 i

v v S
t

Il reste donc

J(u*) - J(u) = [ [d(8) -~ o, 9% ] dv .
v ij ij

I1 est clair que ¢ est élément de 1’ensemble S des contraintes plastiquement
admissibles. Dés lors,

9% = max T 9% = d(o¥%).
13 1] TS 1) 1]

I1 en découle
J(u*) - J(u) =z 0 .
Nous avons donc montré que le champ de vitesses réel minimise la dissipation

totale.

Corollaire - Toute analyse approchée consistant & calculer la dissipation

totale a partir d’un champ de vitesses pré-supposé méne a surestimer cette
fonctionnelle (méthode de Rayleigh). A partir d’un champ contenant des

92



parametres, il convient de choisir ceux-ci de maniére a minimiser la
dissipation totale (méthode de Rayleigh-Ritz).

Remarque - Le principe des puisances virtuelles implique

Jd@®)dv=Jfu dv+J tu dS+ [ ne .u dS
i i il j i1 i

Vv Vv S S
t u

soit
Jw) = ne u ds
S J J1 1

u
On a donc, pour un champ de vitesses approché u*,

J(u*) = J no u ds .
S J J1 1
u

5. Analyse statiquement admissible en 1’absence de frottements

Un champ de contraintes statiquement admissible o* est un champ de
contraintes vérifiant les conditions

Do* +f =20 dans V
i1 i

no*, =t sur S
j it i t
ou, plus généralement, la condition variationnelle

Jo*¥ 8 dV=Jfdu dVv+ J t &u dS
ij i i i i

v ! \ S
t

pour tout &u nul sur Su. Le principe des travaux virtuels, écrit avec le champ

de vitesses réel, donne alors

Jo¥ o dv=Jfu dv+ 't'iui dS + ] neo  u dS .

y ot \% S g JJt
t u

Supposons en outre o* plastiquement admissible, c’est-a-dire qu’en chaque
point,

c*¥ € S .
On a alors
c* 9 =max T O _ = d(®) ,

ij ij reg 01

ce qui implique
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J d(8) aVv = J fu, dv + J ’t‘iui ds + [ n,o*fi ﬁi ds
1 1

i
v v St Su

soit

Ja) = J [d(®) - fiui] av - J fiui dsS = | n.o* Ei ds

\ S g 1
t u

ou encore,

J noe u dS=J no* u dsS .
g ] Ji 1 g i ji i
u u

Ainsi, la dissipation totale (travail des déplacements imposés) calculée a

partir d’un champ de contraintes statiquement et plastiquement admissible est
sous—estimée.

6. Application au génie civil

En génie civil, on s’intéresse a la valeur de la force appliquée qui
provoque la plasticité. Notant (fig. 1) u la vitesse conjuguée a la force F,

E

Figure 1 - Analyse des stuctures

ce qui signifie que la puissance vaut F.u, on peut imaginer deux types
d’ analyse :

® Analyse cinématiquement admissible

On se donne un champ de vitesses nul aux appuis, et égal a u au droit de
la force F. On calcule

J() = J d(s) dv .
\

On peut alors affirmer que la force nécessaire pour amorcer le mécanisme, dite
force de ruine, vérifie
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~ou s JW)
ruine
solt

J{u)

ruine -

Le second membre constitue une borne supérieure de la charge de ruine
plastique.

e Analyse statiquement et plastiquement admissible

On se donne un champ de contraintes en équilibre et plastiquement
admissible, correspondant & une charge F* non nulle. Alors, on peut affirmer
que

F¥*usF _ .
ruine

soit

= F¥

ruine
Le second membre constitue donc une borne inférieure de la charge de ruine.

I1 est clair que pour le constructeur qui veut se mettre a 1’abri de la
ruine, 1’ approche statiquement admissible est préférable, car elle méne a une
charge de ruine sous—évaluée, ce qui va dans le sens de la sécurité.

7. Application au formage

Imaginons un cas typique de formage (fig. 2} : la force appliquée F doit

g,
i /111010

///////////l

Figure 2 - Formage
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étre capable de produire le mouvement. ILa sécurité consiste, pour le
concepteur de la machine, a surestimer cette force nécessaire a la propulsion.
Par conséquent, 1’approche cinématiquement admissible est treés utile pour
dimensionner la machine & former.

Cependant, les développements précédents ont fait totalement abstraction
du frottement. C’est un des points délicats de cette approche : comme on n’a
pas directement accés aux contraintes, il n’est pas possible d’introduire
simplement un frottement coulombien. Néanmoins, 1l est aisément possible d’'y
introduire un frottement & la Tresca.

8. Frottement a la Tresca

Nous distinguerons a présent sur la surface trois parties

® S ol les vitesses sont imposées
u
e St ou les forces sont imposées
e Sf ol il y a frottement sur une paroi (nu = u imposé !)
1 1 n

Le frottement sera représenté par une contrainte de cisaillement T, fixée

d’avance, opposée au mouvement. La puissance de T, sur 1’ élément de surface dS

est donc

-7 _ llull ds
£t
ol u est la vitesse tangentielle, définie par

u =u- (u.n) n .

Dans ces conditions, on peut généraliser le principe de mnminimum de la
dissipation totale en posant

Ju) = J d(8) dv - [ f_lu_1 av - [ E;ui ds + [ T, HutH ds

N \ S S
t f

Montrons d’abord que le champ de vitesses réel rend cette fonctionnelle
stationnaire. On peut reproduire les raisonnements tenus en 1’absence de
frottement. La seule différence est le terme sur Sf dont la variation se

calcule comme suit :

s J T, Hutﬂ ds = J T, SHutH ds

S S
£ £

et tout se raméne a calculer 6HutH. On a

u .du

Slull = 8(v u .u) = _t
t £t

lla |l
t
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Notant que

u =u - (u.n)n et Sut = 8u - (Su.n)n ,

on a

ut.aut = u.du - (u.n)(8u.n) - (du.n)(u.n) + (u.n)(du.n)(n.n)

et comme n.n = 1, il reste

[u ~ (u.n)nl.du = ut.Su

I1 vient donc

(ut)i
8 J T, 3 Hutn ds = [ e Eui das ,
S S t

£ £

ce qui devra compenser le terme de surface provenant de 1’ intégration par
parties des termes d’ intérieur, a savoir

I ne  8u ds .
V J ]t 1

On est donc conduit & la condition
(ut)i

....-'L' [
i3 £ lla ll
i t

gsignifiant que la traction de surface est Tos orientée dans le sens opposé a

la vitesse tangentielle. Ainsi, Ia condition de stationnarité de Ila
dissipation totale correspond encore a l’équilibre.
9. Minimum de la dissipation totale en présence d’un frottement & la Tresca

Nous reproduisons le raisonnement de la section 4 : soit u* un champ de

vitesses incompressible et vérifiant u* = usur S et u =u sur Sf. On a
u n n

J(u*)

Jd(@*) dV - J fu* dv - [ tu* dS + J T llu*ll dS
ii i i £ t

\ v 5 5
t £

J(u)

Jd@® dav-Jfu dv-J tu dS+ [ Tllull dS
i i i i £ t

\ v S S
t £

Soustrayons ces relations et notons Su = u* - u. On obtient

Ju*)~J(u) = [ [d{s*)-d(s)]aV - T f16uidV - J €;6uid8 + J Tf[HufH—HutH]dS

\ \ S S
t £

On procéde comme en section 4 pour la premiére intégrale, ce qui donne
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J [d(o*) = d(®)] dv = J [d(s*) - o o* ] dV + [ &d dV .
' \ ol \

Transformons d’autre part 1’ intégrale sur Sf : on a

2
Ha*l Hutﬂ - Hutﬂ
la*ll — lla |l =
t t la |l
t
* * * 2
fu*ll la Il - u*., + u*.a - lull
_ t t t't Tt t
Tl
t
lu*ll lla I - a*.u + u .du
_ t t Tt t t
lla Il
t
si bien que
Hut” Nutﬂ - u*.ut
I Tf[ﬂutu - HutH] ds = [ T, T das + [ T, BHutH ds °®
S S t : S
£ £ £

Rassemblant les résultats e et ee et notant que la variation premiére est
nulle, on obtient

Huf” HutH - ujf.ut
Ju*) - J) =J [d®*) —oc. o* 1 dV + [ = ds .
ij ij £ lla |l
\ Sf t

Le premier terme est positif, par le méme argument gu’en section 4. Quant au
second, il est également positif en vertu de 1’ inégalité de Schwarz-Cauchy

|u*.u ‘ = llu*ll fla
t7 ot t t

Au total, nous avons donc bien J{u*) = J(u) . En d’autres termes, le champ de
vitesses réel minimise la dissipation totale. En outre, comme la variation
premiére de cette fonctionnelle est nulle a la solution, une erreur du premier

ordre sur le champ de vitesses n’entraine qu’une erreur du second ordre sur la
dissipation totale.

10. Champs de vitesses discontinus

Les conditions d’applicabilité du principe de minimum de la dissipation
totale sont

® 1’ incompressibilité
® le caractére fini de ladite puissance.
Imaginons une portion de surface dS normale & l’axe 1 (fig. 1). Notons du

signe + la face située du c6té de la pointe de fléche de cet axe et du
signe - 1’autre face. On ne peut avoir U, *u_ ., car cela contreviendrait a
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la condition de conservation du flux

diva=n.{u ~-u)=u -u =20.
S + - 1+ 1-

lds ds

I-.- =2,, . 20

Figure 4 - Elément de surface de discontinuité

Par contre, on peut tres bien imaginer un saut des vitesses tangentielles u,
et u,- Supposons que la composante 112 varie rapidement sur un faible

intervalle de longueur 2e. On a donc

¢ =9 0= 1 Du
12 21 2712
et
ol =v 92 + 952 =1 |Du
12 12

21 _\/z

Quitte a modifier 1’orientation de 1’axe 1, on peut supposer u, croissant, ce
qui implique
Il = o Dlu2
V2

Par conséquent, dans le cadre du critere de von Mises,

+e
_k _ - -
J k gl @V = — dS [ Dlu2 dx1 =T, [uZ(O + g) uZ(O e)] ds

dav V2 -g
£

et pour £ » 0, on obtient une dissipation

T, [u2(0+) - uz(Om)] =T, |Au2| ds

Ainsi, le long d’une surface Iintérieure du corps, 11 peut exister des
discontinuités tangentielles des vitesses, qui conduisent 4 une puissance
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=1 [ JAull dS .
discontinuité o] g t
Le méme résultat peut étre obtenu dans le cadre du critére de Tresca. Dans ce
cas, les valeurs principales des vitesses de déformation sont

¢ = ¢ , 9 = -G , ®_ =0
1 12 2 12

et la plus grande d’entre elles vaut % Dluz. On a donc

Re
d(®) = 5= D u|

=t [Du],

0 12
soit formellement le méme résultat a ceci prés,bien entendu, que la relation
entre To et Re est différente.

11. Unicité de la solution en 1’absence de frottement

La solution d’un probléme plastique sans frottement est-elle unique ? La
question revient a savoir s’il existe plus d’une solution menant au méme
minimum de la dissipation. Soient u et u¥ deux solutions, auxquelles
correspondent les champs de contraintes ¢ et ¢*. Nous savons que

Ju*) - J(u) =J [d(s*) - ¢ o* ] dV
v ij ij

et que 1’intégrand est toujours positif ou nul. Si J(u*) = J(u), il faudra
donc que cet intégrand soit nul presque partout. Or, cela s’écrit encore

(c* -0 )o* =0 .
ij ij° 71

e Une premiére solution est (¢%¥ - ¢) = p &8, puisque les vitesses de
déformation sont incompressibles. Mails comme les deux champs de contraintes
vérifient les mémes conditions d’équilibre, on a

D(c*¥ -o¢ ) =Dp=0dans V
S i i

n(c*¥ -o¢ ) =np=0sur S
3t it i t

ce qui entraine p = 0.

e On peut encore imaginer que o* - ¢ soit orthogonal & ¢*, ce qui suppose que
la surface limite des contraintes posséde des faces planes. C’est le cas du
critére de Tresca.

e On peut enfin imaginer que o* = ¢, ce qui signifie qu’a ¢, on peut associer
les deux vitesses de déformation ¢ et 9*. Ceci n’est possible que dans le cas
d’une surface limite présentant des angles, ce qui est encore le cas du
critére de Tresca.

On arrive donc a la conclusion que le critére de von Miges méne & une solution
unique, mais que ce n’est pas nécessairement le cas avec le critére de Tresca.
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Il existe d’ailleurs, dans le cas du critere de Tresca, un contre-exemple
particuliérement simple : soit un bloc parallélipipédique comprimé entre deux
plateaux parfaitement lubrifiés (fig. 5). On a

A

]

S IHHH I I

Figure 5 = Bloc comprimé entre deux plateaux

o = 0, o =0, oc_ = - Re .
1 2 3

o — o_ = Re et ¢ - o_ = Re,
1 3 2 3

c’est~-a-dire que 1l’on se trouve au point A de la figure 6, ol les vitesses de
déformation ont pour expression générale

> T
3& 1
'6\
6y
&
1}
b"’
[}
g
ER A

Figure 6 ~ Détermination des vitesses de déformation
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avec la condition

o« + B + ﬂa =0 .

Vigsiblement, 63 est la plus grande vitesse de déformation en valeur absolue.
Dés lors, quels que soient a et 3, on obtient la méme dissipation totale, a

savolir

D = V.Re.|6 [
3

12. Le principe du plus court chemin

Considérons un bloc cylindrique de base quelconque simplement connexe, qui
est forgé entre deux plateaux (fig. 7). On néglige 1’'effet de tonneau. Le
frottement répond au modéle de Tresca. On se propose de déterminer le champ
des vitesses et 1’effort de forgeage, en adoptant le critére de Tresca.

N
4

N\lk\\\\\\\\\\\\\\\\\\[\\\\\ﬁ

Figure 7 ~ Forgeage d’une piéce cylindrique de base quelconque

12.1 - Formulation du probléeme

La puissance totale se compose de la puissance de déformation Pd et de la

puissance de frottement Pf :

J=P +P .
d £
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Pour la premiére, on note que @z = - % et on suppose que les deux autres

déformations principales 61 et ﬁé sont positives. Dans le cadre de cette

hypothése qui, nous le verrons, limite les formes possibles de la base du
cylindre, la plus grande vitesse de déformation en valeur absolue est 9 et on
Z

&

P =ReSh

= Re S W,
d

o=

indépendemment des champs de vitesses u et v. La pulssance de frottement est
donnée par

Pf=erJVu2+v2dS.
_ S

W étant une donnée du probleme, il est clair que la minimisation portera sur
Pf uniquement. Les champs de vitesses u et v sont liés par la condition
d’ incompressibilité

du ov _ W
+ =

9x 8y h
Nous écrirons donc le principe variationnel

K(u, v, A) = | v w? + v? ds - A (éE + ov E) ds stat
ax 8y h
S u,v,A

12.2 ~ Obtention des équations et des conditions aux limites

Variant u, on obtient

u—&ldS—JAnSuds+ M suds =0,
> 5 x %

u o+ v G S
S
ce qui meéne a 1’ équation

u _ oA

3% dans S (E1)

2 2
u +v

assortie de la condition de bord
Aan =0 sur 6 (B1)

On trouverait de méme en variant v, 1’équation

_..V__ = - G_A_ dans S [EZ)
ay

2 2

u + v

avec, sur le bord,
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an =0 sur € (B2)

les deux équations E1 et EZ expriment que la direction de la vitesse dérive
d’un potentiel A. Ce potentiel vérifie sur le bord

A%+ A% =2a% =0,
X y

donc
A=0 sur € .
En outre, le gradient de ce potentiel est de norme unitaire :

(gé)z + (gﬁ)z - o+ VP -
ax oy uz v

12.3 Solution de ces équations

11 est assez aisé de ftrouver une fonction A qui vérifie ces conditions :
il s’ agit de

Alx, y) = dllx, y), CS)

c’est-a-dire la distance du point (x, y)} a la frontiére (fig. 8). (S étant
ouvert, (CS est fermé, si bien que la distance est parfaitement déterminée.)

Figure 8 - Distance au complémentaire de S

Les figures 9, 10 et 11 représentent les iso-A pour un rectangle, une anse de
panier et un croissant. Les équations El et E2 expriment que la direction de
la vitesse est le gradient de A, c¢’est-a-dire la direction du plus court
chemin vers la frontiére. C'est le principe du plus court chemin, énoncé pour
la premiére fois par PreuBler [1] et repris par Siebel [2].
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Figure 9 - iso-A d’un rectangle

Figure 10 - iso -A d’une anse de panier
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Figure 11 ~ iso~A d’un croissant

12.4 - Détermination du champ des vitesses dans le cas du rectangle

La connaissance de la fonction A permet non seulement de déterminer la
direction de la vitesse, mals encore sa grandeur. Nous examinerons d’abord le
cas simple du rectangle. On y distingue 4 zones ou les directions des vitesses
sont celles qu’ indique la figure 12. A la frontiére commune de deux zones, la

Figure 12 - Direction des vitesses dans un rectangle
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Figure 13 -~ Condition cinématique a la frontiére commune de deux zones

vitesse normale doit é&tre continue, puisque la condition d’incompressibilité
implique (fig. 13)

o=

u ds -~ u ds =
n+ n-

€ ds » 0 pour £ > 0 .

Or, a la frontiére AB des deux zones I et III, les vitesse normales sont
opposées. Elles ne peuvent donc étre que nulles. La composante tangentielle
étant nulle, la vitesse est nulle sur AB. De méme, sur BC, les vitesses
normales sont de sens opposé, comme 1’indique la direction des vitesses. Il
faut donc encore que la vitesse soit nulle sur BC. On vérifie aisément qu’il
en est de méme sur toutes les frontieres intérieures.

Cela étant, considérons une zone ou les vitesses ont toutes la méme
direction. Quitte a effectuer un changement d’axes, on peut supposer que cette
direction est 1’axe des x. On a alors (fig. 14)

S /

» 0” /
o [ Q
) @
1~
7 5
s/ 2

%

Figure 14 - Détermination des vitesses (bord droit)
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ol § est la distance de la frontiére interne au bord. Sur ce dernier, on a
donc

Nous sommes a présent en mesure de tracer le champ des vitesses sur le bord du
rectangle (fig. 15)

Figure 15 - Champ de vitesses au bord d’un rectangle comprimé

A partir de la, on peut théoriquement, en procédant pas a pas, obtenir les
formes successives de la piéce.
12.5 - Détermination des vitesses dans le cas d’ iso-A courbes

Des 1iso-A courbes peuvent toujours, sur un arc assez petit, é&tre
assimilées a des cercles. Selon que la piéce est convexe ou concave, on aura

des vitesses centifuges ou centripétes.

e Vitesses centrifuges (fig. 16)
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centre de courbure

Figure 16 - Vitesses centrifuges

La condition d’ incompressibilité s’écrit

E r d¢ dr

d(urds) h

i

soit

d(ur) _
dar

=

équation dont la solution s’écrit

soit

Soit R le rayon correspondant au bord. On a donc r =R -~ A et

_WR-2x C
“h 2 R -2

Spit alors £ la valeur de A correspondant a la frontiere intérieure de la
zone. Si £ = R, le second terme disparait ; dans le cas contraire, on a

O__HR—E_ C
" h 2 R -2

ce qui donne

_W®R-?

C=f5—3

et
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2

W . R-D)
u—-E[(R ?\) T:—A-—]
Sur la frontiere,
W _®’ -7
U.--Z—E[R ""——'R————"*]

e Vitesses centripetes (fig. 18)

Figure 18 - Vitesses centripetes

I1 faut alors écrire u = - ur avec
d W
aF (rur) =g T

La solution est encore

-2
u = gﬁ (r - ;9)
Mais alors,
Yo W r,
ﬂ@=-f—=—é-ﬁ(1—;§) <0

car r < r, - Or, cecl contredit 1’hypothése fondamentale que les vitesses de

déformation dans le plan xQOy sont positives. Le principe du plus court chemin
ne s’'applique donc pas dans les cas de concavité et sa validité est restreinte
aux surfaces S convexes.
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12.6 - Effort de forgeage

La variation premiére de la fonctionnelle K(u, v, A) pour 8u

et 82 = 0 fournit la condition

2 2
S A 1o I A (QE * QX) ds = 0
JE . ox oy

g/ U+ v
ce qui, vu la condition d’incompressibilité

du av W
+ _

x 8y h
implique
I V[GE_:H;E ds = % J A ds .
S S
La puissance vaut donc
J=ReS W + 2 T, g JAdsS =FW

S
ce qui donne

F=ReS+2r< 1 J A ds
£ h <

et pour la pression moyenne,
P F 2T

_ _ £ 1
Be " Be S - 1+ e 8 ISA ds

12.7 - Effort de forgeage d’un rectangle

Dans le cas du rectangle, on a (fig. 19)

1 b b b 1
\J"S A dS = 'z (a b)-b.-z— + Zb.z.—z".*g'
1 .2, b
= -4-: ab (1 '3—5)
et
1 _ 1 b

I1 vient donc
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b b
5 (1 -35)

Pour g » 0, on retrouve le résultat obtenu au chapitre 3, section 2.3.

A= b/2

a e
< :
Figure 19 - Cas du rectangle
12.8 - Effort de forgeage d’un cercle
Pour un cercle, A =R -1 , A = R et
max
I AdS =i mR?R=L1m"
3 3
S
d’ ol
%J‘ Ads=§
)
On a donc
in..zl—{-_z_’r_f.R__
Re Re 3h

12.9 - Unicité de la solution

Nous avons trouvé la fonction A, distance au bord, comme solution des
équations E1, E2, Bl, B2. Mais est-ce la seule 7?7 Pour répondre a cette
question, imaginons qu’il existe une autre fonction p vérifiant les conditions

|grad p| = 1 dans S
=0
u=20 sur 6.
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Soit alors (fig. 20) un point A € S. Notons AC la ligne de plus grande pente
de la fonction p a partir de A, vers le bord. A priori,

Figure 20 - Unicité de A

longueur (AC) = d(A, (CS) = A(A)
Des lors,

wlA) = J grad p . ds = | ds = longueur(AC) = A(A)
CA CA

D’autre part, soit B le point du contour tel que le segment AB réalise la
distance de A & CS. On a encore

p(A) = f grad p . ds = [ |grad pu| ds = [ ds = A(A)
BA BA BA

Donc
ACA) = u(A) = A(A)

ce qui revient a dire que les deux fonctions sont égales.
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CHAPITRE 6 - PROBLEMES SPATIAUX

1. Tréfilage conique

1.1 - Introduction

Nous parlerons de tréfilage conique pour désigner le cas olU la matrice est
un céne (non nécessairement circulaire), voir fig. 1.

Figure 1 - Tréfilage conique

Figure 2 - Coordonnées

Suivant en cela 1’approche de Sachs [1], nous noterons r la distance d’un
point quelconque au sommet du coéne (fig. 2). L’angle solide du cone sera

désigné par w, ce qui signifie que la surface interceptée par le céne sur la
sphére de rayon r a pour aire

S(r) = w r2

En outre, la sphére de rayon r découpe sur le cdne un contour de périmétre Kr,
K étant un coefficient propre au céne.
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1.2 -~ Distribution des vitesses

Noug ferons 1’hypothése que dans la zone plastique, la vitesse est
toujours dirigée vers le centre du céne. En coordonnées sphériques, on a donc

I1 en découle directement

5 = d(r + udt) - dr _ du _ 2Q_

r dr dt T dr 3’
wr

Par ailleurs, la longueur d’un élément de circonférence tracé sur une sphére
de rayon r a un instant donné est de la forme Ar. Aprés un temps dt, cette
longueur devient A(r + udt), ce qui donne

_ _A(r +udt) - Ar _u_ _ Q 1
By = Oy = Ar at SrT T 37 3% -
wr
Des relations
@r
oL =K ey TP
'
R
O = K r P
9
_ ¢ _
T = K o TP

avec ﬁ@ = 9, , on déduit

L’ état de contrainte régnant dans une surface sphérique est donc isotrope.
Cette remarque permet de réduire le critére de von Mises &

1 2 2, _ 2

5 [(o*P - 0@) + (Gr 0@] ] = Re
soit

or - Uﬂ = Re
Comme

g - 9
_ r [

om0y K >0
on a en fait

o - o_ = Re
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En conclusion,

oﬁ = w¢ = mr - Re .

La pression sur les parois est constamment égale a

o) --n®e_ -nc,=@®e-0) (02 +n°) =Re - o .
r G r

paroi g O ¢ ¢

¢

Par conségquent, la contrainte de frottement sur la paroi a pour grandeur

= U Pp =pn (Re - o)
r

paroi " paroi

1.3 - Distribution de or

Pour établir la distribution de

dans la tranche (r, r + dr)

@ Puissance de traction : dPt =

1l

e Puissance de retenue : dpP
r

@ Puissance de déformation :

ol =5 Vi1+2+t=0 V3
, I 2

r

=

d=101/2_{1191f=10\/§0 = Re ©

r
dD = d.wrdr = 2 Re Q ?‘
® Puissance de frottement :

dP_ = p (Re -~ or) |u| s,

ol
ds = périmétre.dr = Krdr
lat
et
lu| = Q
2
wr
Donc

dP =pu (Re - o ) KQ dr
f r wr

Le bilan s’écrit donc
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dP = dP + dD + dP
t r £

soit

KQ dr

dr
Q o= Q (or + dor) + 2 Re Q —tHu (Re - OP) 5T

Divisant par Qdr, on obtient
do

—._0\ ot
dr Wwr r

P, o JRe g, M
r w

L’ introduction du nombre sans dimension

B ""’K

T 2w
permet d’écrire cette équation sous la forme
do

r 2B -
dr r

=—2R—e(1+B)
r r

I’ équation homogéne associée, qui s’ écrit

do
ro_ dr
dr 2B r

2

admet pour solution générale

Quant a 1’équation compléte, elle admet visiblement pour solution particuliére

_ 1 +B
o} = Re B .
p

La solution générale de 1’équation compléte est donc

o = C rZB + Re 1+8B .
r B

Notons Gr la contrainte radiale a 1’entrée de la filiére. On a donc
1
2B 1 + B

UP = C rl + Re B

ce qui fournit

C=c r—zs _ Rel + B r—ZB
r 1 B 1

Il en découle

1+ B
B

r 2B
c =¢ (=) + Re
r r r

r ,2B
[1 - (?—) ]
171 1
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2
Comme la surface en r vaut S = wr, on a encore

— S (B 1 +B _ (S B

o =0 (§~] + Re —5 [1 (§—) 1

1 1 1
En particulier, a la sortie,

) S

2.8 1 +B 2.B

o =0 (§—) + Re B [1 (§_) 1
2 1 1 1

1.4 ~ Examen des conditions aux limites

Sachs [1] considérait que 1’essentiel du travail se fait dans la partie
conique. Il admettait donc o= 0 et il déduisait la contrainte de traction o
1
a la sortie par la condition de conservation de la puissance :

1 +B Sz B
¢ =06 = Re [1 - (z=)71 (Sachs, 1928)
r B S

2 1

Le processus n’est évidemment réalisable que si o < Re, ce qui fixe une limite
inférieure au rapport Sz/Sl.

En 1940, Kérber et Eichinger [2] ont fait remarquer que 1’entrée et la
sortie de 1la filiére supposent une réorientation des vitesses, ce qui
nécessite un travail secondaire ou marginal (redundant work). Ils proposent
de le considérer comme une discontinuité des vitesses tangentielles. C’est ce
que 1’on appelle 1’effet de Kbrber et FEichinger. Examinons d’abord 1’entrée
{(fig. 3). la discontinuité de vitesse est nécessairement tangente & la sphére.

B

Figure 3 - Discontinuité a 1’ entrée
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donc

Au

u tg o .
T

La puissance d’entrée est donc

- - - 1 -
P = IS T, |Au| dS = T, IS tg ® dS =7t Qg J tg ®ds = T, QB

1 S
1 1 1

ou

L ¢ tgeads

1 S
1

B::

|

On remarquera que ce nombre est indépendant de r-

Le travail Pe doit étre fourni par les tractions radiales o , ce qui
r

1
implique

0~rl Q= Pe =% QB

et, par conséquent,

[0 =T .
r OB
1

A la sortie (fig. 4), la situation est semblable et on a encore

Figure 4 -~ Discontinuité & la sortie
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Psz:TOQB'
I1 en découle

c Q=0 Q+P
r s

Au total, on obtient

Sz B 1 +B 52 B
c =T B + o =T, B+ o (§—) + Re 5 [1 - (g—) ]
2 11 1
soit
S S
_ 2,8 1 +B _ [ 24B
o = TO g [1 + (§;) 1 + Re B [1 (é:) ]

La présente formule est trés légérement différente de celle de XGrber et
Eichinger qui se contentent en fait d’une approximation un peu plus grossiere.

1.5 - Cas de la matrice de révolution

La plupart des résultats de la littérature concernent le cas simple mais
important ou la matrice est un cbne de révolution de demi-angle «. Dans ce
cas, on a

o
w=2nf sin % do = 2n (1 - cos «)

4]
et K, périmétre en r = 1, vaut (fig. 5)

K =2m sin «

Figure 5 ~ Détermination de K
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I1 en découle

.o o
2 sin = cos =

K _psina = 2 _"Z_¢p o
B 2w 2 (1 - cos «) 2 . 2o 2 cotg 2
2 sin” =
2
Il nous reste a calculer
1
B=xJ tg®sds .
S
S
On sait que
S = 2ur® (1 - cos «)
Par ailleurs,
« 2 2 « s'nzﬁ
I tgodS =2n ) tgd.risind do = 2nr° J 22 Y g .
S 0 0 cos®
I1 vient donc
B = 1 I“ sinaﬂ
1 - cos « 0 cos 9
Calculons 1’ intégrale. On a
® sinzﬁ o 1 «
J o5 dg = [ o5 B d¢ - J cos o9 do =1 - II
0] 0 0]
On a visiblement
IT = gsin o .
Pour I,
f“ d¢  _ fa cos ¢ d¢ _ f51na d(sin 9) _ I81nu du
0 cos & 0 coszﬂ 0 1 - sinaﬁ 0o 1 -
Or,
1 - A + B _A+B+ (A - Blu
1 - u? 1 ~u 1 +u 1 - g2
Par identification, on trouve
A+B=1 |, A-B=0 |,
soit
A=B=1/2 .
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On obtient donc
. 1 I51noc du . 1 I51nm du _ 1 I51nm du
2 0 1 -u 2 0 1 +u 2 0 u -
1 1 1+ sinaf _1 in 1 + sin «
Tz MM sin - 1 2 1 - sin a °
On notera que
i = L = 2 _«
1 +sina =1 + cos(2 o) 2 cos (4 2)
et
i =1 - r_ = in2 (¥ . %
1 - sina = 1 cos(2 o) 2 sin (4 2).
I1 vient donc
. 1+ tg% tgi’z‘- 1+ tg%
I = 1n p o = 1ln p o = 1n @
Au total, on obtient
1+ tgg
1 2 .
B = [1n - sin o]
1 - cosa o

Cette expression est rigoureuse,

Y

et nous aurons a 1’employer lors de 1’étude

de 1’extrusion. Mais dans le cas du tréfilage, 1’angle a n’est que de quelques

degrés, et on peut approcher B comme suit.
développements
x* %
In(1 + x) = x - 5t gt
¥ X
In(1 - x) =-x -5 -3+
qui, soustraits, donnent
1+ x x3
1n T % 2 x + 2 3 *
donc
o
1 + tgs
In— 2-2tg%+21t°% 4
o« 2 2
1"tg§

Par ailleurs,
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i = =3 g— 3%
gin a = ;—:—;—E—E 2 2 tg 5 2 tg 5
€ 3
Enfin,
2 o
tg” =
1 - cosa=2 sin® £ =2 2 = tg2 x
2 1+t 2 2
& 3
On a donc, en notant t = tgla/2),
ot + 23— ot 42t 848
Bﬁ 3 :3 =§:_th
2t2 > t2 3 2

(Une approximation souvent valable est

L2
B=§(X -)

A partir de ce résultat, on peut finalement écrire la contrainte de
traction sous la forme

S S

+ B Pl g r e (D y
1

1
¢ =Re { —— [1 - (
B S1 3v3 2

ol 1’on notera que
2 20,7698 .
3v3

1.6 - Recherche de 1’angle optimal

Pour un méme coefficient d’étirage & = S1/Sz’ on peut utiliser des

filiéres d’angle différent. La contrainte de traction ¢ sera modifiée en
conséquence. La question quil se pose est de choisir 1’angle pour lequel elle
est minimale : c’est ce que 1'on appelle l’angle optimal. L’expression de ¢
étant une fonction assez complexe de cet angle, 11 est nécessaire de la
simplifier quelque peu. On a

€ P= exp (- B 1n &)
Nous supposerons que le groupement
X=Bln &
est suffisamment petit pour que 1’on puisse écrire
G

exp (- X) =1-X+ 5 e 1 -X.

La théorie des séries alternées montre que le reste de la série est majoré par
le premier terme négligé. Nous supposons donc que
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2
X

= << 1 -

> 1 -X

Dans le cadre de cette hypothése, on a

1 -¢g"

IR

B 1In &

et

1+8°

R

2-Bln & .

De plus, comme

et

oc2Re { (1 +B) In & + A 1 (—1~ -1 In &) } .

3vV3 B 2

Cherchons la valeur de B qui minimise o :

— =Re { 1In & ~

do 4 I y
9B 3v3 B°

ce qui donne

Cela équivaut a

2o _p® _ 3V3

tg" s =~~—=— pu ln &
2 4B2 16
soit
o
(tg z)mﬂ = v/0,3248 B 1ln (81/82)

Pour valider cette expression, il reste a vérifier que
2
X" <1 ~-X.

On notera que pour la valeur optimale de «,

% In &
X"""'M_"Eh”;: = ¥0,7698 i In & = 1,540 (tg )
2 tg 5 V0,3248 1 In & opt
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Généralement, mopt ne dépasse pasg 0,2 rad, ce qui correspond a X = 0,15 et

X2 = 0,0225 << 1 - 0,15 = 0,85 .

1.7 ~ Exemple -~ Soit 4a obtenir un coefficient d’étirage & = 1,25. Le
coefficient de frottement vaut 0,05. Déterminer 1’ angle optimal et calculer la
contrainte de traction. Le processus est—il réalisable 7

e Angle optimal

(tg &y = V0,3248.0,05.1n(1,25) = 0,06020
2 opt

« /2 = 3,445° : o« = 6,890°

opt opt |

On vérifie que

1

X = 1,540 (tg %)Op 1,540.0,06020 = 0,09271

t
donc

X% = 0,008595 << 1 ~ X = 0,90729

e Contrainte de traction

=E g‘: 0’05 1 =
B 5 cotg > 5 *5,06020 0,4153
1+ B _

B = 3,408

0, 4153

(sz/sl)B = (0,8) = 0,9115

1 ; B - (s,/5)"1 = 3,408 [1 - 0,9115] = 0,3016
A i % [1 + (SZ/SI)B] = 0,08858
3v3

c/Re = 00,3016 + 0,08858 = 0,3902 < 1 : le processus est réalisable.

1.8 —- Approche de Siebel

Siebel a proposé de remplacer le frottement coulombien sur la paroi par un
frottement a la Tresca avec

T, T M Re.

Nous savons qu’en réalité, la contrainte de frottement est donnée par

T=u (Re - mr)
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L’ approximation de Siebel a donc pour effet d’exagérer la perte par frottement
et donc également la contrainte de traction o, ce qui va dans le sens de la
sécurité. Elle permet une formulation énergétique particulierement simple. On
a en effet le bilan suivant :

@ Puissance principale de déformation

Pd = Re Q In (Sl/Sz)

e Puissance marginale de déformation

8 TO o
Fan =27 BA=—75 te30

@ Puissance de frottement

r T QK r T QK
P =7 <t uds=7 5> L wrar=-L_7r2¥ - ns/8)
f £ £ 2 w T 2w 1 72
S r wr r
lat 1 1
avec
I—(—=}‘C0tg"
o0 2 °& 7
En posant T, =M Re, cela donne
= [ &
P_=Re Q 5 cotg 5 ln(Sl/Sz)
Au total, il vient donc
Sl 1) o 8 Yo o
P=ReQ [In §; (1 + 5 cotg i) *3 R tg 5 ]

soit, pour de faibles angles «,

" S1 4 TO
=(1+&) 1n§;+m

o P

Re Re Q

o .

C’est la formule de Siebel [3]. Cet auteur pose T, = Re/2, en accord avec le

critére de Tresca. Il obtient 1’angle optimum en dérivant par rapport a «, ce
qul donne

}_l
o
U), H(II\

let
[

+
Wl
W‘ «
ol|lo

soit

3 Re
% e S v/z 1] %; ln(Sl/Sz)
c'est-a~dire
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a =v1,5 u In(S /S]) par le critere de Tresca
opt 1" "2

@ = V1,299 p ln(Sl/SZ) par le critere de von Mises.
op

Dans le cas de 1’exemple précédent, on obtiendrait

o = 7,411° (Tresca)
opt

o = 6,897° {(von Mises)
opt

On constate que dans ce dernier cas, on obtient pratiquement la méme valeur
qu’ auparavant [6,890°]

1.9 - Probleme

Johnson et Mellor [4] disent "It was also established from further tests
that, all other thigs being equal, the greater the friction, the lower the die
pressure". Justifier cette constatation 4 la lumiére du modeéle théorique.

Suggestion : Pour p croissant, on a nécessairement de plus grandes valeurs de
c . Or,
r

p=Re -0 .
r

1;10 ~ Mesure du coefficient de frottement en tréfilage.

Le coefficient de frottement moyen en filage peut &tre mesuré par le
disposgitif suivant, proposé par Wistreich et Yang en 1961 [7]. Il s’agit d’une
filiére fendue, permettant de mesurer simultanément 1’effort de séparation des
deux demi-filiéres et 1’effort axial (fig. 6)

coupe AA

Figure 6 - Mesure du coefficient de frottement en tréfilage
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Calculons 1’effort de séparation F1' La composante radiale des tractions de

surface agissant sur un élément de surface ds.Rd¢ de la filiere vaut (fig 7)

p (cos a« - u sin «) ds.Rd¢ .

Sa composante verticale est, en choisissant la verticale comme origine de
1’angle ¢,

p (cos a - p sin «) ds. R cos ¢ d¢

On a donc

n/2 1
F = (cos o — pu sin «) [ cos ¢ dgp . J p R ds
1
-1/2 0
1
=2 (cos « -~ pu sin «) [ p R ds.
0

Figure 7 - Calcul de F1 et F
4

La force axiale agissant sur un élément ds.Rd¢ vaut quant a elle
p (4 cos « + sin «) ds.Rd¢ .

En intégrant sur la filiére, on obtient

1
FZ =2n (L cos o + sin «) J p R ds
0

On a donc
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Fz _sina + pcos o _ tg o+

™ F, T cos « - usina 1 - p tgo

soit

F
(1 - ptg ) ﬁfgr =tg o+ p
1

ce qui donne

F

z

nk
1

p= F
1 + EE_ tg o
1

- tg o

En introduisant 1’angle auxiliaire & défini par

F

8 €=
1

cela donne

_tgg-tga - _
=T rtgtiga ~ 8 E-®

2. Extrusion
2.1 - Introduction

A 1’ inverse du tréfilage, 1’extrusion consiste & presser un lopin dans une
matrice pour réduire sa section. On distingue

e l’extrusion directe (fig. 8) ol le métal se dirige dans le méme sens que le
piston

/////////////////////////

pt.storn

’/ //////////////////////

Flgure 8 - Extrusion directe
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e !’extrusion inverse (fig. 9), ou le mouvement du métal est opposé a celui du
piston.

//////////////////////\///////////////

- TR

pieg

._.__._....__{ A e - -~ -

ﬂ 2
TRl

yiisissiiissiiiiiig

Figure 9 - Extrusion inverse

NSNS AR

7/

7

Fig. 10 - Analyse de la déformation plastique

2.2 ~ Analyse de la déformation plastique

On admet généralement qu’il existe, au voisinage de la filiére, une zone
morte délimitée par un cdne de demi-angle égal & 45° (fig. 10). Le processus
est alors analogue & celui d’un tréfilage avec frottement collant sur la
paroi. La puissance se compose donc des termes suivants (voir section 1.8) :

® Puissance principale de déformation

Pd = Re Q 1In & (& = 81/82 = coefficient d’étirage)
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e Puissance de frottement sur les parois
P =7 Q—L _In€=Req L In € = 0,6969 Re Q 1n &

£00 o % 2 V3 .0,4142

© Puissance de déviation a 1’entrée et a la sortie

P =2 7, B Q

dév

I1 faut ici utiliser la formule exacte de B, car 1’angle « est loin d’étre
petit :

o
B = [ In —— - gin a ] = 0,5950
1l - cos « 1 -t o
g3
Donc
Pd, = %_ . 0,5950 Re Q = 0,6870 Re Q .
ev \/§

Au total, il vient donc
P =Re Q (0,6870 + 1,6969 In &)

La pression a appliquer a 1’entrée de la zone de déformation est donc

p _ P
Re Re Q

= 0, 6870 + 1,697 1In & .

2.3 - Frottements supplémentaires dans le cas de l’extrusion directe (fig.11)

| ]

)

7

Figure 11 - Frottements supplémentaires dans le cas de 1’extrusion directe
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Un rapide calcul montre que la pression calculée ci-dessus est dans le
domaine plastique des que

1 - 0,6870

In & = — 057

= 0,1844

soit & = 1,203, ce qui est une valeur trés faible. Par conséquent, la partie
non déformée du lopin ne peut étre que dans un état de contrainte
hydrostatique et ce sont les parois qui empéchent 1’écrasement du lopin. Il y
a donc nécessairement du frottement sur les parois. Si 1’on adopte un
frottement & la Tresca, on a alors (fig. 12) '

7.2nR dx

[ -

(prdp) R n R

Figure 12 - équilibre du lopin

dp . m R =1 . 2n R dx
1 £ 1

soit

2T
dp _ £
-d-.i _— RT an

Il en découle un supplément de pression au piston

2T

pour la position x du piston calculée & partir de la fin des zones mortes. Dés
lors, tant que le piston n’entame pas lesdites zones mortes, la pression
motrice diminue au cours du travail.

2.4 - Frottements supplémentaires dans le cas de 1’extrusion inverse

Dans le cas de 1’extrusion inverse, fig. 13, le lopin est fixe dans la
matrice, mais la zone morte frotte le long des parois. Sa longueur étant

(Rl - Rz)’ il en résulte une puissance de frottement
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—->‘
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7////////////////////////// ""”' ' ///

Figure 13 - Frottements supplémentaires en extrusion inverse

AP =t (R -R.) . 2rR .V
£ 1 2 1

Le débit de métal étant

=7 B -RY) V,
1 2

cela donne un supplément de pression motrice

T (R -R_).2rR_ .V R
£ 1 2 1 1
= =2 7T

Ap:: P
n(R? - Rz).V £ R1 * Rz

D]l>
vl

Ici, 1’effort reste constant pendant le travail,

tant que la zone morte n’est
pas entamée.

2.5 - Phase non stationnaire

NI

ot
—H— B ﬁLL - ! - i ”

Figure 14 - Phase non stationnaire
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Lorsque la distance entre le piston et la matrice devient trop faible, le
mécanisme de déformation décrit ci-dessus cesse d’étre possible. La valeur
limite de la distance x entre la filiére et le piston se détermine (fig. 14)
par le fait que la sphére délimitant la zone de déformation touche le piston.
On a alors

Rl = 1 sin(45°) = 1/V2 ,

et

1=R1V§

ce qui signifie que la distance x du piston a la filiére vaut

x =RVZ2 - R_.
1 2

A ce moment, 1’écoulement stationnaire entre le piston et la filiére cesse
d’ étre possible. Nous n’étudierons pas la phase non stationnaire dans ce cas
précis, car elle a relativement peu d’intérét. Par contre, nous devrons
1’ étudier pour 1’extrusion des godets.

2.6 - Formule de Johnson

Sur base d’expériences sur des extrusions bien lubrifiées, Johnson [4] a
obtenu la formule empirique suivante :

§g=0,8+1,51n8

qui est assez voisine de la nétre, comme le montre le tableau ci-dessous :

valeurs de pm/Re
& Johnson présente analyse A%
2 1,840 1,863 + 1,3
3 2,448 2,551 + 4,2
5 3,214 3,418 + 6,3
8,333 3,980 4,285 + 7,7
16,67 5,020 5,462 + 8,8

Nous obtenons donc des résultats légerement supérieurs a ceux de Johnson, ce
qui était prévisible, car notre analyse est du type cinématiquement admissi-
ble, avec un choix arbitraire de 1’angle «.

2.7 - Solution plus fine

On peut raffiner la solution précédente en choisissant 1'angle « qui rend
la puissance minimale. rappelons que
Ri 9" (1 + L —i—& ) 1In & + 2 B
2V3 tg 5 V3
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avec

1 1+ tg
B=m(ln -s.1noc)

1 - tg

NIRINIR

Pour des angles allant jusqu’a 60°, 1’ expression approchée
L 4 o« 2 3 «

conduit & une erreur inférieure a 0,9 % , ainsi gue le montre le tableau
ci-dessous :

o (°) 0 10 20 30 40 50 60

B 0 00,1170 0,2381 0,3680 | 0,5134 | 00,6849 0,9019
B approché 0 0,1171 0,2388 | 0,3701 0,5174 | 00,6893 0,8981

A% - 0,07 0,2 0,5 0,9 0,6 -0,4

En adoptant cette approximation et en notant, pour alléger les écritures,

P = (1 + 1 i) ln & + 8 Lo+ = 3

Re Q o3 * 33 33

Annulons la dérivée de cette expression par rapport a t. Il vient, apreés
multiplication par v3/4,

-lme. . L2420,
8 2 3
t
ce qui équivaut a
4 2,2 1 _
o+ 3 t 3 In & =0

La solution de cette équation bicarrée est

ce qui permet d’établir le tableau suivant

P
Re Q

& In & t o (°)|prés. an.|Johnson | A % |ajusté [A %

2 0,6931 0, 3337 33,72 1,781 1,840 3,3 1,890 6,1

3 1,099 0,4063 39,10 2,466 2,449 |-0,7 2,469 0,1
5 1,609 0,4749 43,53 3,251 3,214 |-1,1 3,196 -1,7
10 2,303 0,5461 47,52 4,264 4,255 |-0,2 4,186 -1,8
20 2,996 0,6029 50,33 5,234 5,294 1,1 5,175 -1,1
50 3,912 0,6643 53,03 6,478 6,668 2,9 6,482 -0,7
| 100 4,605 0,7038 54,51 7,394 7,708 4,2 7,470 1,0
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On constate que dans 1’ intervalle considéré par Johnson, soit
2 = & = 16,67 ,

nos résultats théoriques sont en bonne concordance avec sa formule. Un
ajustement de nos résultats dans 1’ intervalle

2 <= & = 100

donne la formule

P
Re Q

2 0,9010 + 1,427 1n &

qui convient mieux pour les irés grandes valeurs du coefficient d’étirage &
{voir figure 15).
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3. Extrusion inverse d’un godet
3.1 - Introduction

Nous nous intéresserons a la fabrication de godets. Le processus est le
suivant : un piston presse sur une pastille et 1’oblige a sortir sous forme
d’un cylindre (fig. 16). C’est ainsi que 1’on fabrique des godets de piles.
Pour fixer les idées, la cadence ggt de 80 & 150 coups par minute et
1’ extrusion proprement dite dure 6.10 " s [5]. Nous ferons de ce probléme une
analyse cinématiquement admissible {(borne supérieure).

0000000

S

A/ /422

+

FN}\\

L —
it

Figure 16 - Extrusion de godets

3.2 - Champ des vitesses

Nous admettrons que dans la zone de sortie II, la vitesse est uniformément
égale 4 W. Dans la zone I (fig. 17), nous admettrons que

I

u wiz)

Z

ulr, z)

u
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Figure 17 : Systeme d’ axes

La condition d’incompressibilité s’écrit

1 8 dw

T 3r (ru) + 3z = O
soit

9_ {(ru) = - r dw

ar dz

Intégrons : il vient

(1)

Fig. 18 - Continuité de la vitesse normale

139



Une deuxiéme condition s’obtient en exprimant la continuité de la vitesse
normale a4 1’interface BE (fig. 18)

W =ucos & — W sin o =W sin o ,
n

ce qui implique
u-witgaoa=Wtg «a
avec (fig. 17)

_ dR
tg o = I

Tenant compte de 1’ expression (1) de u, écrite en r = R, on obtient

R dw dR _ ., dR
"Zdz Yaz o "az (2)

L’ équation homogéne associée a (2) s’ écrit

dw _ dR
el

et a pour solution générale

o= C/R? . (3)

Par ailleurs, il est clair que 1’équation (2) admet la solution particuliére

W= (4)

Comme w = 0 en R = Rz’ onaC=W Rz , soit

w=W(-—-1) (5)

En particulier, pour R = R1 , on obtient

ce qul donne bien

- 2 _ 2 _ .2
Q=mn R1 V=mn (R2 Rl) W,
expression de la conservation du flux.
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De la structure (5) du déplacement w, on déduit

2 2
R R
gg =W (-2 —% gg )= -2W —g tg o
R R
et, par (2},
r dw Rz r
u=—§-d-z-=WR3 tgoc (6)

3.3 - Puissance de déformation dans la zone I

Les vitesses de déformation sont

2

dw Rz
G = —— = -2 W = tg «
z dz 3
R
2
R
g = g% =W —g tg «
i R
o K
g, = —=WW—=tg «
0 r R3
2 2
Ror R
_1 6u 06w, 106u_ 3 2 2 _ 2 3r
'&rz—z(—z gf)wzg— zw thL-— W—gtg(x é—ﬁtgoc
R R
On en déduit
Mol = [9° + 05 + 95 + 2 9° |2
r G z rz
Ri 9 rz 2 1/2
=W—-3-tg(x[1+1+4.+—2-—-5tg OC]
R R
2
R
=W -2 tgo V6 .v/1 v 3 & tg o)?
R3 4 R

Intégrons cette expression sur le cercle de rayon R. On a
R 2
on [ sl rdr =21 W —g tga V6 . 3
0 R

avec
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R
3 ,r 2
3 = f V/1 * 7 (ﬁ tga)” r dr .
0

Cette intégrale se calcule aisément en posant

¢=1+2(%tgo¢)2

¥

ce qui donne

2
dp = 2 L g dr ., rar=2%_ 44
2 .2 3 2
R tg
Par ailleurs, 1l est clair que ¢ varie entre 1 et (1 + % tgza). On a donc
1 + 3 tgza
2 4 2 372 11 + 3 tgza
5 = 2 R ¢1/2 dp = 2 R ¢ 4
3 2 3 2 3/2
tga tg o 1
1
4 R2 3 2 .3/2
= - —— [(1 + = tg"a) - 1]
9 2 4
tg o

A ce stade, notons que pour les petites valeurs de tgo, on a

3 2 .3/2 9 2
(1 + vl tg ) 1 3 1+ 3 tga - 1 9
tgza tgza 8
et
L
T2

Pour une valeur quelconque de 1’angle «, nous écrirons donc

2
R
3 = 5 o) (7)
avecC
(1 + % tg?0)¥? - 1
fla) = 5 (8)
2
= tg «

8

La fonction f(a) vaut 1’unité pour a = 0 et varie relativement peu tant que

1’angle « est modéré, ainsi que le montrent le tableau ci-dessous et la figure
19.
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o (°) f(o)

10 1,006
20 1,024
30 1,060
40 1,122
45 1,169
50 1,232
60 1,440
70 1,907
80 3,452
89 33,10
20 o0

=~ e S S BN -
? ). AD-. J 4o | 50 60 1J0 ‘80 .90
e O/ig_ 20 _ ~3é Ao 50 60 H ) .

i

Figure 19 - Graphe de f(a)

Il vient donc
R R>

2n L ol rdr = 1 W ==

tga V6 f(a)
0 R

Il nous reste a intégrer selon z :

dz tga

h
T 1ol dV =7 WR> V6 f(a) [ ,
2 R

I 0
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ol 1’on remarque que (dz tga) n’est autre que dR, si bien que

h dz tga Rz dR Rz
J —5 = J 7 = 1n "
0 R 1
1
Finalement,
2 Rz
P.=1 v2 [ ol dVv = 2t V3 f(a) nR° W In == (9)
I 0 I o] 2 R1

3.4 ~ Puissance de déformation a 1’ interface BE

La figure 20 servira de support au calcul du saut de vitesse tangentielle.
Du cb6té de la zone I, on a

ut = - W cos® - u sino .
I

Figure 20 ~ Discontinuité de la vitesse tangentielle

Du coté 11,

ut = W cosa .
11

Soustrayant, on obtient

Aut =u -~u = (W + w) cosae + u sina .
11 I

Tenant compte des expressions (5) et (6) des vitesses, on trouve
R’ R?

AL =W cosa + W ( 2~ 1) cosa + W —=2 tgo sino
t R? e
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Rz sinza RZ 1
=W 2 ( cosa cosa) = W "2 'cosa
R R
I1 nous faut alors calculer
T J | Au | ds
0 BE t
avec (fig. 21)
N7
dR
Figure 21 -~ Géométrie de 1’ interface
dS = 2nR ds , ds = ?R .
sino
Cela donne
R 2 2
r @ Rz 1 2uR dR 2n To W Rz Rz
= T W — . L = - In — (10)
BE 0 2 ‘cosa sino sinae cosa R
R R 1

3.5 - Frottement sur la face inférieure du piston

Nous admettrons qu’il s’agit d’un frottement a la Tresca,

caractérisé par
une contrainte tangentielle Tfp . Par (6), le déplacement vaut

3
u=Ww — T tgo .
R
1
On a donc
R1 Ri 2 5 .
PAB = Tfp J W gg r tga 2nr dr = T Tfp W R2 tga (11)
0 1
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3.6 - Frottement sur le fond de la matrice

Nous distinguerons la contrainte de frottement sur la matrice et sur le
piston, car on peut trés bien imaginer qu’ils sgoient faits de matériaux
différents. Nous noterons en conséquence T, la contrainte de frottement sur

m

la matrice. Comme la vitesse sur le fond est donnée par
r

R
2

u=W tga,

on a
R
2

= r =
= rfm I W R tgo 2ur dr
0

WwinN

2
PFE T W Rz tgo (12)
2
3.7 - Frottement sur la partie cylindrique de la matrice

La vitesse étant W, on calcule aisément

P =1 WZ2Z2nR_h (13)
ED £m 2

3.8 Puissance totale, effort au piston et pression moyenne sur le piston
La puissance totale est

P=P +P +P + P + P

1 BE AB FE ED
2 2 R1 1 Tfm+ Tfp Tm b
m
= TOW.Z'IIRZ [('\/§ fla) + m)ln §~ + 3 "-'—%———— tgo + P -—R——]
2 0 o 2
On en déduit la force au piston par la relation
_P
F= v
avec
R. - R
V=W 5
R
1
Tenant compte du fait que Re = TOV§ , 11 vient
Rz Rz 2 Rz 1 % * Tf Tem b
F = 27 Re > 2[(f(0€)+—'——*)lnR—*+§——E—R-e—-EthC+R—EE§] (14)
R - R V3 sin 2a 1 2

ce qul méne a la pression moyenne
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p g
m TIRZ
1
Rz R T + T T
=2Re — 2 [(fl@) + —2——) In 2+ LSBT pge 4 IR (g
RZ-Rl V3 sgin 2« 1 2

3.9 - Simplification pour le cas des grands coefficients d’étirage

Lorsgue le coefficient d’étirage

est grand, on peut écrire

R =R + e
2 1

avec

Ry Ry
8:_ = >> 1
R° -R° 2Re+e
2 1 1

ce qui implique e/R1 << 1
dans ce cadre,

R
2e '

Nous noterons alors R pour Rl. I1 est clair que
& =

On a alors

’;U!‘.'»U
N

in = 1n (1 + %) s S

R
1

et, en adoptant les notations du type coefficient de frottement a la Tresca
T T
= _%P

- _fm
p_l?e— ’ Am Re °

A

on obtient & partir de (15)

R

b

m

+

2 Re b [(fla) + —2—) £+ L
Ze p

A) tga + A
V3 sin 2« " "

R

Re [(f(a) + —2
v3 gin 2«

1 h
} o+ §(7\p + Am) tgo + Am E]

On notera (fig. 22) que
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4 oK

Figure 22 - Relation entre « et h

G

7

cotga = h

tga = S

e

h ?
I1 est raisonnable d’admettre que le processus s’ arréte pour h = e, ce qui
correspond a tga = 1, c’est-a-dire a o = 45°. Or, pour o = 45°, la fonction
f(a) est trés correctement approchée par 1’expression simple

fla) =1 + 0,17 tg°x = 1 + 0,17 (%)2. .
Par ailleurs,
2 &
. 2 tga h _ 2
sin 2a = =
1 + tga e® h + 2
1'*"—5 e h
h
I1 vient donc
P e.2 1 h _ e, 1 R e h
=21 +0,17(2)" + — (= + ) + 2 (A+A) ==+ A = (16)
Re h ‘/—e h 3 p m e h m €
3
3.10 - Exemple - On désire réaliser des godets de 0,3 mm d’ épaisseur, d’un

rayon de 1 cm, la virole ayant une longueur de 5,5 cm. Le matériau a une
limite élastigue de 200 MPa. Déterminer

1) L’ épaisseur de la pastille servant de brut

2) La courbe de 1’effort en fonction de h/e, en supposant que A = A = ],
m

A prenant les 5 valeurs suivantes : 0 ; 0,03 ; 0,1 ; 0,25 ; 1/V3 .
Solution

® Hauteur de la pastille
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Le volume du brut est

V=mnR" h
Le volume final est
V=V +V = mR% + 2mRel
fond virole .

L’égalisation de ces deux volumes donne

ho=e (1 + %l) = 0,2 (1+2 §%§) = 0,3.12 = 3.6 mn

o Calcul des efforts

Le point de départ est
. — 3’6 —
\- ho/e ”5—5.*' 12 .

?

Nous avancerons par pas égaux a l’épaisseur:. On a -

R 10
s-5,3° %

I1 vient donc

pm
ﬁé-=A+>\B
avec
A=1+0,17 (%)2 + L (g + %)
V3
e h
B=22o+2

On obtient le tableau suivant :

p /Re
m
h/e A B A =0 [A=0,03/A =0,1/A= 0,25/a= 1/V3
12 7,977 13,83 7,977 8,392 9,361 11,44 15,96
11 7,405 13,00 7,405 7,795 8,705 10,65 14,91
10 6,833 12,20 6,833 7,199 8,053 9,883 13,88
9 6,262 11,44 6,262 6,606 7,407 9,124 12,87
8 5,694 10,75 5,694 | 6,016 6,769 8,381 11,90
7 5,127 10,14 5,127 5,432 6,142 7,663 10,98
6 4,565 9,667 4,565 4,855 5,532 6,982 10,15
5 4,009 9,400 4,009 4,291 4,949 6,359 9,436
4 3,464 9,500 3,464 | 3,749 4,414 5,839 8,949
3 2,943 10,33 2,943 3,253 3,977 5,527 8,909
2 2,486 13,00 2,486 2,876 3,786 5,736 9,991
1 2,325 23,00 2,325 3,015 4,625 8,075 15,60
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On notera que 1’effet des

23.
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3.11 - Amélioration de la solution pour les grandes valeurs de h/e.

Les trés grandes valeurs des efforts calculés ci-dessus pour h/e grand
sont surprenantes dans le cadre d’une extrusion inverse. En fait, la
cinématique évoquée ci-dessus n’est pas réaliste, car on congoit bien que pour
de faibles valeurs de 1’angle o, le frottement interne empéchera la sortie de
la zone II. On peut imaginer un autre mécanisme, ol le métal ne s’ écoule que
sur une hauteur h*, avec frottement collant sur une zone morte (fig. 24). la

£ o

zone morte

m|m st

==

000000

Z

Figure 24 : Cinématique modifiée

puissance est alorg celle qui correspond a une pastille d’épaisseur h* avec,
sur le fond, une contrainte de frottement TO . On aura donc

p *
m e .2 1 h e
= 1 + 0,17 (h-—%') + — (é— +

m 1 1 E e h*
Re e

7 'h—*)‘*‘g(}tp’*‘;_:;) — t* A = - (17)

=y
E]

La valeur de h* sera choisie de maniére & minimiser Ila puissanceé Nousg
négligerons, dans la recherche de 1’optimum, le petit terme 0,17 (e/h*)” qui a
peu d’ influence. Il vient ainsi

P 2 2
'B—BT ﬁ% = 1—_ (1 - e—'—z—) - % (A. + '1"—) I';“ '?—5 + >\ = O
8(-) V3 h* Pv3 h#* n

k)

ce qui donne
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R
1+ =— (1 +AV3) (12
h* [ 3e P ] (18)

1+ AV3
m
Cette valeur étant déterminée, on calcule pm/Re par (17). Cette formule est a

utiliser chaque fois que h* < h et que la valeur correspondante de p /Re est
m

inférieure a la valeur donnée par (16).

3.12 - Retour a 1’exemple précédent
Dans le cas de 1’exemple précédent, on a

B'.:]_l
e .

et par conséquent,

h*_[12+11\/§?\]1/2
e

1 +V32a

Cette valeur étant connue, on calcule

p
1

*
2 =1+ 0,17 (%)2+ - e Db
V3

* e
+12F)+A(11B~*—+-€—),

ce qui donne le tableau suivant :

0 0,03 0,10 0,25 0,5774
3,479 3,366 3,467 3,451 3,427

5,032 5,235 5,699 6,701 8,883

‘;U| ] m];:r;u
o3 *

La solution ainsi corrigée est représentée en figure 25.

3.13 - Comparaison avec la littérature

Les courbes obtenues sont en bon accord qualitatif avec le comportement
indiqué par Johnson et Mellor [4], qui est représenté en figure 26. Rappelons
que ces auteurs donnent, pour le cas d’une extrusion bien lubrifiée, la
formule

P, 5

e 0,8 + 1,5 1In §;

pour la phase stationnaire. Dans notre cas, cette formule devient

p
mo R 33
RTG—O,S + 1,5 lnz—e——O,S + 1,5 an——S,OOS .
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il

Nous trouvons quant a nous 5,014 pour A = 0 et 5,215 pour A = 0,03. Cet accord
est trés satisfaisant.

On notera par ailleurs 1’importance considérable du frottement dans ce
probléme. Ainsi que le dit Magnée (5], "la maitrise du coefficient de friction
dans 1’opération d’extrusion inverse a chaud constitue la clé permettant de
contréler la cinétique du phénoméne d’usure proprement dit". 11 faut en effet
se rappeler que l’usure du piston dépend essentiellement de la pression qu’il
subit. Plutét que de chercher des matériaux de piston trés spéciaux et trés
coliteux, il convient de développer des procédés de lubrification efficaces.

3.14 - Quelques considérations pratiques [6].

L’extrusion est un procédé relativement récent. Pour les tubes en plomb,
cela date du 19° siécle. mais ce n’est gqu’a la fin du 19° que 1l’on parvint a
pratiquer 1’extrusion du laiton. Pour diminuer sa limite élastique, il fallait
le chauffer. Mais il en résultait un nouveau probléme, car les matrices et les
pistons devaient de ce fait supporter a la fois de fortes pressions et des
températures élevées.

L’ extrusion de 1’acier ne fut applicable commercialement que vers 1930,
mais elle progressa rapidement, notamment par 1’ introduction par Séjournet [8]
de la lubrification au verre fondu en 1955. Cela constituait un progrés
considérable par rapport a la lubrification au graphite : pressions plus
faibles, meilleure durée de vie de 1’outillage, possibilité d’utiliser des
lopins plus longs. L’extrusion de la plupart des aciers se fait aujourd’hui a
environ 1200°C, avec le verre comme lubrifiant.
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Pour les alliages durs, on parvient a réaliser des coefficients d’étirage
51/S2 de 1’ordre de 20. Pour des matériaux plus tendres, comme 1’alumi-

nium, on arrive a obtenir E = 60 a 100.
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CHAPITRE 7 - METHODE CINEMATIQUE DES GLISSEMENTS CONCENTRES

1. Introduction

I1 s’agit d’une méthode grapho-numérique applicable aux problémes plans
sans frottement ou avec un frottement a la Tresca. L’idée fondamentale est de
diviser le corps en triangles et de supposer que dans chaque triangle, la
vitesse est constante. On admet gqu’a 1’ interface de deux triangles, 1l peut se
produire un glissement tangentiel. Ceci méne a construire un hodographe comme
en cinématique classique. La puissance se calcule alors par

P =T T ¢ . Au

interfaces

ot £ est la longueur de 1’interface, et Au, la discontinuité de vitesse
tangentielle sur cette interface.

Cette méthode peut étre considérée comme une forme trés élémentaire de la
méthode des éléments finis. Conformément a la philosophie habituelle de cette
méthode, les connexions sont choisies de maniére & assurer tfout juste
1’existence de la fonctionnelle a calculer. En élasticité, les déformations
doivent étre de carré intégrable, ce qui signifie que les déplacements doivent
avoir des dérivées de carré intégrable (espace de Sobolev H ou W ’2), et ceci
nécessite la continuité aux interfaces. Dans le cas présent, il suffit que les
dérivées des vitesses solent intégrables (espace de Sobolev leJ et cette
continuité n’est pas nécessaire. Comme nous 1’avons vu au chapitre 5, les
vitesses normales doivent étre continues pour assurer 1’ incompressibilité,
mais il n’en est pas de méme des vitesses tangentielles. Le fait de permettre
une telle discontinuité conduit & des modéles de la plus grande souplesse et,
nous le verrons dans ce qul suit, on obtient ainsi une convergence en
pulssance avec des modéles treés simples.

2. Extrusion directe plane

Nous considérerons le cas d’une extrusion directe plane, avec un
coefficient d’élongation de 2.

2.1 - Premier modele

On admet 1’existence d’une zone morte & 45°. lLa figure 1 illustre le
découpage et 1’hodographe. On obtient

Interface L/b Au/u1 produit
1.2 2 1
2.4 V2 V2 2
2.3 V2 V2 2
TOTAL | 6

I1 vient donc

PP =61 bu
0 1
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et la pression au piston vaut

Yy

BHH

A

| . N
1 . :
T - |
0. Uy 1 3
2

Figure 1 - Extrusion plane - premier modéle
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Figure 2 - Extrusion plane - Deuxiéme modéle

2.2 - Deuxieme modéle

Un deuxiéme modéle est représenté en figure 2. On a ici

On obtient donc

P=5,2907t bu
0 1

et

m

= = 1,322
T ———
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Interface L/b Au/u1 Produit
1.2 1,080 0,760 0, 8208
1.3 1,080 0,760 0,82083
2.3 V2 0,580 0,8202
3.5 V2 1 1,414
2.4 V2 1 1,414

TOTAL 5,290
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Figure 3 - Extrusion plane - Troisieme modéle

2.3 - Troisieme modeéle

Un troisiéme modéle est représenté en figure 3. Le tableau s’établit comme

suit :

Interface L/ Au/u1 Produit
1.2 0,56 0,72 0,403
1.4 0,52 0,72 0,374
1.5 0,52 0,72 0,374
1.6 0,56 0,72 0,403
2.3 vZ 0,88 1,245
2.4 V2 0,26 0,368
4.5 V2 0,29 0,410
5.6 V2 0,27 0,382
6.7 V2 0,86 1,216

TOTAL 5,175

La puissance vaut donc

PP =5,175 t_ b u s
0 1
ce qui correspond a
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p

m —
—ZTO = 1,294

La solution exacte de ce probléme est connue [1]. C’est

La figure 4 illustre la convergence des modéles successifs.

.. nb elts

Figure 4 — Extrusion plane : convergence des approches successives

3. Forgeage plan
Nous considérerons le forgeage plan d’une piéce dont la largeur b vaut

trois fois sa hauteur. Le modéle et 1’hodographe sont représentés en figure 5.
En raison de la symétrie, il suffit de considérer la moitié de la piéce.
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Figure 5 - Forgeage plan
Le tableau s’établit comme suit :
Interface L/h Au/vV Produit
1.2 12 1/vV2 1/2
5.2 1/V2 1/vV2 1/2
1.3 1 1 1
2.3 1/V2 1/V2 1/2
2.6 1/V2 1/vV2 1/2
5.6 1 1 1
3.4 1/v2 1/v2 1/2
4.6 1/V2 1/V2 1/2
TOTAL 5

Ainsi,

PP =7 .2.5hV =101t hV
0 o]

et

‘ o]
E]
g




Rappelons que 1’ approximation classique est

p
mno_ b _
é?; =1 + i = 1,75 .

On a donc obtenu un résultat meilleur.

4. Rétreint

Voici un modéle trés élémentaire de rétreint (fig. 6)

0,3

4
[} q‘ 'K
2
+ ’ v z
3
> o
b
> i q
|
7
70777077077,
Figure 6 - Un modele élémentaire du rétreint
Ce modéle conduit au tableau suivant :

Interface L/h v/V Produit

1 1 1
1.2 2 cosa 2 cosa 4 cosza

1 1 1
2.3 2 cosa 2 cosa 4 cosza

SOMME 1
2 cosza
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Le résultat est

, hV T hV
PP == 2 =
0 2 2
2 cos o Ccos o
Comme
_ b
tg o« = 5o
on a
2
L =1+ tgfa=1+ =
cos o
et
p° h b
P =1 Vh({(1+—=)=1 Vb (- + =)
s} hz o) b h

On a donc

5. Indentation

L’ indentation est 1’ enfoncement d’un couteau dans une piéce supposée
semi-infinie (fig. 7)

Figure 7 - Indentation
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On obtient le tableau suivant :

Interface v/V L/b Produit
1.2 2/V3 1 2/V3
0.2 1/V3 1 13
2.3 1/V3 1 1/V3
0.3 1/vV3 1 1/V3
SOMME 5/V3
On en déduit
PP=T . 2. -—~5Vb=210bv.§—-
V3 V3
soit
p
_2_':__ =2 = 2,887 .
o V3

La vraie valeur est [1] 2,57 . Le présent modéle est donc en erreur de 12% .

6. Rétreint ou indentation ?

I1 est bien connu qu’il se produira un rétreint ou une indentation selon
que la pression est répartie sur une largeur suffisante ou au contraire trés
petite. En nous fondant sur les deux modéles ci-dessus, nous pouvons affirmer
que c’est le mécanisme de plus faible pulssance qul prévaudra. Dans le cas du

B

_/r\
b o

T T

Fig. 8 - Rétreint et indentation
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rétreint, nous avons trouvé

P’ =T Vb (E + E)
0 b

rétreint h

Dans le cas de 1’ indentation, il faut prendre garde au fait (fig. 8) que la
vitesse relative outil/piéce est répartie symétriquement des deux cotés,
c’est~a~dire que dans la configuration de la figure 8,

10rob 1OTob 1OrOb
p’ dentation (v -v )+ (v.. ~-0)= \'
indentation ‘/§' piece _\/'3" plece _\/3‘
= 5,774 rObV.
Le rétreint prévaudra sur 1’indentation si
h b
=+ =) <
IDbV (b + h) 5,774 TObV
soit si
h b
5 + 5 < 5,774
Cette condition équivaut a
h,2 h
(B)_5,774E+1<O.
Les racines de ce trinbme sont
h 2 5,595
— 4 — - »
5 2,887 * v/(2,887) 1 { 0.1790
Partant de h/b = o , cas ou il y a certainement indentation, on se trouve
entre les racines dés que
h
— <
= 5,595
La plus petite racine n’a pas de sens physique, car pour h/b = 0,1790, le

modéle de rétreint proposé est trop simpliste. En résumé, pour effectuer un
rétreint, il faut une largeur b telle que

h . b
5 < 5,6 soit 5 > 0,18

Cette conclusion cadre assez blen avec les prescriptions technologiques
habituelles spécifiant que b doit étre suffisant.

7. Bibliographie
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CHAPITRE 8 - PRISE EN COMPTE DE L’ECROUISSAGE

1. Introduction

Jusqu’a présent, nous avons toujours supposé que le matériau était
parfaitement plastique, c’est-a-dire que la contrainte plastique équivalente
ne variait pas au cours de la déformation (fig. 1)

)

Re

Figure 1 - Matériau rigide-parfaitament plastique

Or, treés souvent, on rencontre des courbes de contrainte plastique croissant
avec la déformation. On dit qu’il y a écrouissage (fig. 2)

= £

Figure 2 -~ Matériau rigide-plastique avec écrouissage

Dang un matériau écrouissable, la limite élastique varie avec la déformation.
Supposons dque 1’on reldche la contrainte en un point B (fig.3). Le matériau
effectue un retour élastique suivant une parallele a la loi de Hooke, Jjusqu’au
point C de contrainte nulle. De ce point, une nouvelle mise en charge sera
élastique Jjusqu'au point B qui constitue la nouvelle 1limite élastique,
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supérieure a Re.

=

- nouvelle

Nlimite
élas{ique

C >&

Figure 3 - Décharge et remise en charge subséquente

Cela signifie que le matériau a une certaine mémoire de 1la déformation
précédente. Cette mémoire peut étre représentée macroscopiquement par la
variation d’un certain nombre de paramétres internes qa. (non directement

mesurables) que nous appellerons en 1’ occurence parametres d’ écrouissage.

Dans un matériau parfaitement plastique, la puissance de déformation est
purement dissipative et

d®) = o o5 . (1)
1j 1]

Au contraire, dans un matériau écrouissable, une partie de la puissance de
déformation sert a modifier les parametres internes et on a

O‘ij’ﬂij = d(9) + E Xk qk 2)

ou q, est le taux de variation du parametre q, et Xk, la force généralisée

associée.

2. Modéle a écrouissage isotrope [1]

Nous nous limiterons au cas de 1’écrouissage dit isotrope, caractérisé par
un seul paramétre interne . On a donc par (2)

d = d('&,q) = 0_"8._ s X q
ij ij

On admet que cette fonction de dissipation est positive et homogene de degré
1. Dans ces conditions, on peut montrer [2] qu’il existe une fonction de
charge ¢(o, -X) telle que
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¢, -X) < O & rigide
¢le, -X) =0 e3> plastique (3)
¢(c, -X) > 0 impossible

et que la déformation plastique vérifie les lois de normalité

a¢
s _, 09 _ _ 5 0¢
1I=2 3%~ " * & (5)

En somme, tout se passe un peu comme s’il existait une composante
supplémentaire de vitesse de déformation g et une contrainte supplémentaire
(-X).

En outre, on postule 1’existence d’une relation fonctionnelle
X = k(q) (6)

que 1’on peut déduire d’un essai a préciser. Lors d’une déformation plastique,
la fonction de charge doit rester constamment égale a zéro, ce qui s’écrit

0_6¢ . a¢ .—o -
¢-%_i—j_oij+m(X) 0

soit, en tenant compte de la relation (6),

op - o9
aoij T i

qa=0.

Tenant compte de 1’expression (5) de &, on obtient

8¢ - _ » (982 _
o 0ij Ak (52) =0 (7)
ij

C’est ce que 1’on appelle la condition de consistance de Prager. On en déduit

a¢ .
aw_j oij
» (992

Ainsi, contrairement au cas de la plasticité parfaite, les vitesses de
déformation sont univoquement définies par 1’accroissement de contrainte et
non plus de grandeur arbitraire.

3. Ecrouissage isotrope avec modele de von Mises

Rappelons que la contrainte équivalente de von Mises g’écrit

1
o=V 3 (015 "3 011815)(01j 3 gﬁmaij) ()
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Dang le cas de la plasticité parfaite, elle est constamment égale a Re. Pour
un matériau écrouissable, nous poserons
(10)

¢loc, -X) = o Re - X
La variable X s’identifie donc avec la différence entre la limite élastique

actuelle et la limite élastique initiale Re. Les équations (4) et (5)

s’ écrivent alors

1
o\.‘_"-c‘ - =
'19._=§~7\ ij 3 11 1j (11)
ij 2 o
c
et
En outre, on déduit de (8)
1
3%; 73 0‘11813' .
= o
2 UC ij
A= Y (13)

Mais on peut trouver une autre expression de A en partant de la relation
(11)

1
(e, - 50.8 ), - =0 8 )
s =2917\2 ij 3 11 132 ij 3 "kk ij =%>\2 (14)

(o

ce qui implique par (12)

5[=?\=\/—§-1919 (15)

ij ij

4. Identification de la relation X = k(q)
La relation entre X et g peut étre identifiée a 1’aide d’un simple essal

de traction. Dans ce cas, on a

c =0 |, c =0 , o =0
1 2 3
et
c /3 =0/3 |,
kk
ce qui entraine
c o o
o - Kk _2 c - Xk _ _ O c - Xk __C
1 3 3 ’ 2 3 3 ’ 3 3 3

et
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(16)

Si la barre a une longueur initiale lO et une longueur actuelle 1 = 10(1 + €)

et si elle est fixée en x = 0,

le déplacement en x = 1 est donc 108. En une

abscisse initiale X, quelconque, le déplacement est X € et la vitesse est donc

du_
dx
o

du é

@:...-:.___z___::_d_.ln(l+8)

x dx §§_ 1 +¢ dt
dx0

L’ incompressibilité implique

g + 9 + 9 =0
b4 v Z

et par symétrie, on doit avoir ﬂ& = ﬂz

§ = -8 /2 ,
x

¢ = -9 /2
y X

z

et

. 2 1 1
G=lo | VE0 ey

Comme la déformation est croissante,

_ _d
R A

(17)

Par conséquent,

In(1 + €)| .

on peut faire abstraction des barres de

valeur absolue et g n’est autre que la déformation logarithmique :

g = 1ln(l + &)

Insistons sur le fait que la contrainte

contrainte vraie, ¢’ est-a-dire

o =L
Q

(18)

intervenant dans (16) est la

(19)

ol  est la section réelle et non la contrainte nominale

o =

§O|'T]

0

(20)

ou QO est la section initiale. Or, la machine de traction mesure précisément

la contrainte nominale,
exige

Q1 =Q1=01(1+c¢)
o o 0
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Q= T+ & - (21)

On a donc

c=0 (1 +e) =c¢ e (22)

Pour une valeur donnée du paramétre d’écrouissage q, X est la différence entre
o et Re.

5. Relations empiriques [3]

On utilise fréquemment des ajustements de la fonction X = k(g) ou, ce qui
revient au méme, de la fonction 0C(q) = Re + X(q).

5.1 - Formule de Ludwik

la formule de Ludwik, proposée en 1909 [4], consiste a poser

o

. = Re + Kq" (23)

avec 0 = n = 1. Ecrite sous forme logarithmique,

ln(oC ~Re) =1nK +n lngqg , (24)

elle se préte trés bien a un ajustement linéaire (fig. 4)

hde(o-R,)

In K

Figure 4 - Ajustement d’une loi de Ludwik

5.2 - Formule de Swift
Cette formule, proposée en 1946 [5], s’écrit

o, =K (B + " (25)
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1A

avec O n = 1. Elle est surtout connue sous sa forme restreinte

n

= (26)
T K qg

qui ne peut visiblement convenir que pour les grandes déformations, puisqgu’ en
g = 0, elle donne o= 0 au lieu de o, = Re. la formule restreinte de Swift

équivaut a

in o, = InK +n lnq (27)

et se préte bien & un ajustement par les moindres carrés. Par contre, la
formule compléte équivaut a

1n o= In K + n In(g + B) (28)

et nécessite un ajustement non linéaire.

Selon Johnson et Mellor [3], la formule de Swift restreinte représente
convenablement le comportement d’un matériau recuit. Pour le méme matériau, a
1’état écroui, la constante B exprime 1’écrouissage initial et les constantes
k et n sont les mémes qu’a 1’état recuit.

6. Instabilité plastique en traction

F_;»F

F
=

AT

F*

A
e e

Figure 5 - Action F et réaction F* dans une barre en traction

Soit une barre soumise & une force F (fig. 5). Le point d’application de
cette force subit de la part de la barre une réaction F¥ et 1’équilibre est

atteint pour F = F*, La stabilité de cet équilibre dépend de la loi donnant F*
en fonction du déplacement.

Soit d’abord une loil F*(u) croissante (fig. 6). Alors, si A est le point
d’ équilibre, considérons une petite perturbation AB du déplacement. La force
appliquée n’a pas changé, mais la réaction F* est donnée par le point C situé
par la verticale passant par B. On a donc F*¥ > F et le déplacement tend a
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décroitre pour revenir en A. Pour une perturbation négative du déplacement, la
réaction est figurée par le point E et on a & présent F¥ < F, si bien que le
déplacement tend & croitre pour revenir en A. On constate donc que le systeéme
tend toujours & reprendre sa position d’équilibre : il est stable.

AF, F¥ F*
¢

D A
Fr— B

Figure 6 - Stabilité

Figure 7 ~ Instabilitée

Soit & présent une loi F*(u) décroissante (fig. 7). Alors, si A est la
position d’équilibre, une perturbation positive AB du déplacement provoque une
diminution de la réaction F¥ et on a donc F > F¥. Le gsystéme tend & prendre
des déplacements plus grands encore et par conséquent, a s’éloigner de la
position d’équilibre. De méme, une perturbation négative du déplacement
provoque 1’augmentation de F* et comme F* > F, le déplacement tend encore a
décroitre. on s’éloigne a nouveau de plus en plus de la position d’équilibre.
le systeme est donc instable.

De cette analyse, on déduit que l’équilibre est stable si dF*/du > 0 et
instable si dF*/du < 0.

Or, la force de rappel de la barre est donnée par
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F* = Q o (29)

ol ¢ est la contrainte nominale. Le déplacement est quant a 1lui 1ié a 1la
variable g. Il est bien connu que la courbe de la contrainte nominale possede
un maximum pour une déformation donnée q (fig. 8).

|
|
|
|
|
9 1

Figure 8 - Courbe de traction

A gauche de ce maximum, 1’équilibre est stable, mais a droite, il est
instable. La rupture est donc, dans un essal de traction, une instabilite
plastique. Une fois que la contrainte maximale Rm est atteinte, 11 devient

impossible, sur une machine de traction a force imposée, d’arréter 1’essail car
méme si on réduit la force, on se trouve dans la zone d’équilibre instable. On
notera que la contrainte vraie ne cesse de croitre (du moins dans la zone de
striction : dans le reste de la barre, on assiste a un retour élastique). mais
comme

o -q

CErTg=0e R (30)

il y a une compétition entre la crolssance de la contrainte et la diminution
de la section. Au départ, la contrainte vraie croit plus vite que la section
ne décroit, et la contrainte nominale croit. Le maximum de la contrainte
nominale correspond a la compensation exacte de ces deux tendances. Pour des
déformations plus grandes, c’est 1'effet de diminution de la section quil
prévaut.

Il résulte de tout ceci que si 1l’on connait la loi liant la contrainte
vraie a la déformation logarithmique q, il est possible de prévoir la
contrainte de rupture Rm et la déformation correspondante q en cherchant le

maximum de ¢. La dérivation de la relation (30) par rapport & q donne

Le maximum de o correspond donc & la condition

do _
3 - o (31)
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ce qui signifie géométriquement que la sous-tangente & la courbe o(g) atteint
au point critique la valeur 1 (fig. 9).

AT

Figure 9 - Détermination graphique de la valeur critique q

Pour un matériau suivant la lol de Swift, la condition (31) s’écrit
Kn B+ =k B+"
soit tout simplement

B+q =n (32)

c =Kn (33)
m

et on a
R =Kn"e" (34)

Un matériau sera donc d’autant plus ductile (grand qm) que son module

d’ écrouissage n sera plus grand.

Pour un matériau vérifiant la loi de Ludwik, la condition (31) devient

Kng = Re + K qn (35)
m m
Sous cette forme, elle est peu parlante. Mais si 1’on note que

n
o= Re + K a

on a évidemment
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ce qui permet de transformer (35) en

D (¢ -Re) =0 ,
m m
m

soit

q =n (1 - ?S). (36)

m

Cette relation, bien qu’implicite, montre que q croit avec n. Elle montre

également que

< n =
q, <D =1

7. Forme intégrée des équations plastiques

Un certain nombre de problémes de formage peuvent étre considérés comme
des écoulements et, & ce titre, traités dans un cadre eulérien comparable &
celui de la mécanique des fluides. Nous considérerons donc un volume V
possédant une entrée Sl, une sortie 82 et des parois Sp {(fig. 10). C’est

4

notamment le cas d’une filiére.

Figure 10 -~ Ecoulement plastique

Soit a un champ quelconque défini sur V, et soit

a = Da _ da +uba
Dt at 373

sa dérivée lagrangienne par rapport au temps. On a
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f aav=J g% &V + [ uDa dv .
\' v vy 1

La derniére intégrale peut étre transformée comme suit :

J uDadvVv=_[ nu adS - aDu dv ,
v J i g 47 v j ]

et le dernier terme du second membre est nul en vertu de 1’ incompressibilité.
Quant au premier, 1l se développe en

I nu ads + nju. ads + [
j

g 1/ S S
1 2 P

nu adS .
i

le terme relatif aux parois est nul, car sur celles-ci, la vitesse normale est
nulle. Sur S1’ le débit vaut

Q=~-J nu ds .
i

S
1

On a donc

T njuj adsS=-Q 51 , (37)
S
1

en définissant la moyenne
3z =- L J nu ads . (38)
Q ij

t s
1

De la méme fagon, le débit passant par Sz’ égal au précédent, est donné par

Q=J nu adsS
S J ]
2

Nous écrirons donc

J nu adS=Qa (39)
g J ] 2
2
avec
— 1
a ==/ mnu ads . (40)
2 Q g J
2
Au total, il vient donc
F aav=f P awsig@E -3 (41)
. ot 2 1

\ \'
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et, pour un écoulement stationnaire, g€ = 0, ce qul simplifie encore la

question.

Appliquons d’abord 1’équation (41) a la variable d’écrouissage . Comme

s 2
1=V 3 ﬁijﬁij

on a tout simplement

52—51=%J" VZs 5 av -

1 aq
3 Y555 o) J 3t dv . (42)

v 3

La méme méthode permet d’évaluer la puigssance de déformation. Les
relations (11) et (12) permettent d’écrire

1

c - =0 9d
ij 3 "kk ij

c

ce qui entraine
L)
o9 =qc0
ij ij C

Or, e est une fonction de g. Introduisant la fonction

q % t 3
wp(q) = j aC(q ) dg (43)
0

on a visiblement

e =W (44)
1] 1] P

Dés lors, par (41), la puissance de déformation vaut
ow _ _
P =J o o dV=_ ﬁEdV+Q(wp~w) (45)

d 1 ij
v ;o A% 2 Py

A ce stade, il faut consentir a 1’approximation qui consiste & écrire

%]
i

wp(ql) , wp = wp(qz) . (46)

s
N

I1 vient alors

aw
o~ P oy - .
Pd = IV 3t dav + Q [wP(qa) Wp(ql)] . (47)
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Dans le cas simple d’un écoulement permanent et d’un matériau réputé
vierge (q1 = 0), on a simplement

q,=50 VZe s av (48)

et
Pd =Q wp(qz) . (49)

P

Si 1’on note qu’en 1’absence d’écrouissage, la puissance de déformation vaut

P =Ref V%0 5 av ,
do v 3 Tij ij

on constate que

— Pdo

%, = R0 ’ (50)
et

Pd 1 PdO

e Qg Re 'R : (51)

Si 1’on adopte la loi de Swift,

_ K n+l

Wp(q) = m (B + q)
et

P P

d _ K d0 \n+1
Re Q@  (n + 1) Re (B + Re Q) ’ (52)

Dans le cadre de la loi de Ludwik,

qn+1
wp(q) =Re q + K =0
et
Pd PdO K Pdo n+1
"0 ReQ GmF D ®e (Reg ) - (53)

Ces relations permettent une transposition- aisée des modéles cinématiquement
admissibles vus précédemment au cas d’un matériau écrouissable. Les termes de
frottement & la Tresca sont a transposer tels quels puisque la cinématique n’a
pas changé et

P=P +P.
d £
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8. Contrainte équivalente

On méne souvent les calculs en faisant abstraction de 1’écrouissage, mais
en corrigeant la contrainte Re. La valeur exacte Re* & utiliser est celle qui

donne le méme travail plastique que le systéme avec écrouissage :
* =
Re* q, = w (q,),

soit

w (g

)
Re* = 22

2

Dans le cadre de la loi de Swift, c’est

n+l

(B + qz)

Re* =
1 q

K
n +
2

Si 1’on utilise la lol de Ludwik, il faut poser

K n

* =
Re Re + n+ 1 qz
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