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MOTIVATIONS

Pourquoi un cours de stats/probas ?

Cours
Urban planning & transportation (Master II), Travail de fin d’Etudes
(Master 1I)

Débouchés de la formation :

Bureau d’Architecture (statistiques descriptives, interprétation de
données, ...)

Administration (statistiques, enquétes, recensements, ...)
Recherches (expériences, tests d’hypotheses,...)

Acquis et compétences :
Connaissance des outils statistiques
+ éléments listés ci-dessus



ORGANISATION DU COURS
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V. Denosl Le cours est calqué sur le bouquin de référence :
Statistique théorique et appliquée, Tome 1, Pierre Dagnelie, Ed.
De Boeck.

objectifs : favoriser I’apprentissage autodidacte, la consultation de références
externes

Table des matieres :
® (Collecte des données
® Statistique descriptive

® Lois de probabilité

® Statistique inférentielle
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ORGANISATION DU COURS

Le cours est calqué sur le bouquin de référence :
Statistique théorique et appliquée, Tome 1, Pierre Dagnelie, Ed.
De Boeck.

objectifs : favoriser I’apprentissage autodidacte, la consultation de références
externes

Table des matieres :
® Collecte des données
® Statistique descriptive
® Lois de probabilité

® Statistique inférentielle

Les travaux pratiques se feront “on-the-fly”, par groupes de deux
étudiants (— venir avec un ordinateur portable personnel).
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Statistique
Statistique inférentielle Théorie des
descriptive < > probabilités

échantillon

population
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PROGRAMME PREVISIONNEL
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8:30-12:30

1 19/09/23 Collecte données - Stat descriptives 1-D (jusque stats 1-D, moyenne)
2 26/09/23 Stat descriptives 1-D (dispersion & suite)
2 3/10/23 Stat descriptives 2-D (régression linéaire + exercices)
3 10/10/23 Loi de probabilité - Axiomes - Bayes
4 17/10/23 Loi de probabilité - PDF CDF - exercices
5 24/10/23 Loi de probabilité - exercices
- 31/10/23 Toussaint - respiration
6 7/11/28 Inférence statistique
7 14/11/23 Inférence statistique
8 21/11/23 -
9 28/11/23 -
10 5/12/23 -
" 12/12/23 -
12 19/12/23 -

Pas d’exercice personnel. Tests possibles en fin de séance, avec valorisation
non pénalisante.
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PARTIE I : COLLECTE DES DONNEES

ACQUIS D’APPRENTISSAGE :
® comprendre les différences entre enquéte et expérimentation, et leurs
spécificités
® maitriser le vocabulaire dédicacé

® mettre au point rigoureusement un recensement, une enquéte, une expérience
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Enquéte

Expérimentation

Nature

Enregistrement
et Traitement
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GENERALITES I

Enquéte : ensemble des opérations qui ont pour but de collecter de
fagon organisée des informations relatives & un groupe d’individus ou
d’éléments observés dans leur milieu ou dans leur cadre habituel.

Individus, Eléments : personnes, animaux, plantes (ou groupes de
personnes, animaux, plantes), entreprises, machines,...

Population : ensemble (complet!) des unités auxquelles on s’intéresse.

® si 'enquéte touche ’ensemble de la population : enquéte compléte,
erhaustive — recensement

® si ’enquéte touche une partie de la population : enquéte partielle
ou enquéte par échantillonnage — sondage
Echantillon : partie de la population qui est réellement étudiée (!
choix de cette fraction de la population)
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S > Avant une enquéte, il est important de bien définir les individus et la
population — délimitation de U'enquéte (buts & objectifs)
Exemple : recensement national de population humaine (étude individuelle de
chacun des groupes de personnes qui vivent en commun, dans un méme
logement). Q : partir de notion de famille ? De ménage ? Définir ces notions.
Quid des militaires 7 Couvents ? Quid des étrangers de passage pour une
courte durée ? Des autochtones a I’étranger 7

— important de bien délimiter ’enquéte (au cas par cas)
nb : important de bien maitriser tous les éléments de ’enquéte (reproductibilité)
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GENERALITES 11T

> Avant une enquéte, il est important de bien définir les observations et
la méthode de collecte des données (moyens)

Observations qualitatives (état civil, profession) : définir tous les termes
utilisés

Observations quantitatives (nombre de pieces d’une maison, superficie
d’une annexe) : définir tous les termes utilisés et le mode de
détermination des valeurs numériques données (protocole de mesures)

Important de fixer la date d’observation ou la période couverte par
Penquéte (surtout lors d’observation de progression de
maladie/pandémie)

Envoi d’un questionnaire par la poste, d’enquéteurs, ...
nb : utilité d’une pré-enquéte, ou enquéte-pilote
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METHODES ECHANTILLONNAGE I

1. Echantillonnage (complétement) aléatoire : Choisir une & une et
indépendamment les unes des autres chacune des unités qui seront
observées en donnant a chacune des chances égales d’étre choisies.
exemple : numéroter les unités puis tirer au hasard
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METHODES ECHANTILLONNAGE II

2. Echantillonnage systématique : choisir une premiere unité au
hasard, puis les autres de fagon systématique, selon une regle choisie au
préalable.

exemple : dans une liste de personnes, choisir un nom au hasard, puis
une personne sur 20.

— facilement applicable en 2-D (sélection de parcelles représentatives)
— plus simple a mettre en ceuvre que ’échantillonnage aléatoire,
demande également un échantillon de plus petite taille a qualité de
résultat égale

— attention lorsqu’il existe une périodicité dans I'arrangement initial
des unités




METHODES ECHANTILLONNAGE III

Université
de Liege [

3¢ Bac AR, 3. E"chantillonnage stratifié : subdiviser la population en strates, puis
sozaa0n sélection des individus dans chaque strate indépendamment les unes des
autres. La sélection dans chaque strate se fait soit par échantillonnage
completement aléatoire, soit par échantillonnage systématique.
Enquéte — idéale lorsque la population est hétérogene et que ’on désire
représenter chacune des composantes
— idéalement, définir les strates de facon a ce qu’elles soient toutes
aussi homogenes que possible

V. Denoél

exemple : échantillonnage dans une commune, avec différentes catégories
socio-professionnelles (! les strates ne sont pas choisies en fonction des
catégories socio-professionnelles - pas besoin donc de les identifier).
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METHODES ECHANTILLONNAGE IV
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32 Bac AR, 4. Echantillonnage a deux ou plusieurs degrés - Echantillonnage
sozaa0n en grappes : identifier plusieurs types d’unités statistiques
correspondant aux deux ou plusieurs degrés. Echantillonner (de fagon
arbitraire ou systématique) a chaque niveau, en arborescence.

Enquéte exemple : échantillonnage de commune, puis de rue, puis de maison.
exemple : caractérisation de la résistance d’un sol sur chantier — unité
de premier degré : échantillon de sol — unité de second degré : type
d’essai (écrasement, triaxial, plaque...)

— avantage en cas d’enquéte géographique : cela limite les déplacements
— perte de précision ; pour une méme taille d’échantillon,
I’échantillonnage par grappes est moins précis qu’un échantillonnage
complétement aléatoire

V. Denoél
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METHODES ECHANTILLONNAGE V

5. E"chantillonnage par la méthode des quotas : donner une
composition aussi semblable que possible a celle de la population, en
fonction de quelques criteres de classification considérés a priori comme
particulierement importants, mais sans définir de fagon précise la
maniere dont les individus devront étre choisis & 'intérieur de chacune
des classes.

exemple : choisir 15 ouvrieres agées de 20 & 30 ans en Belgique (laisser
le choix aux enquéteurs)

— utilisé largement dans les sondages d’opinion

— plus rapide et plus facile que ’échantillonnage completement
aléatoire

— erreurs possibles liées au choix des enquéteurs
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METHODES ECHANTILLONNAGE VI

La réalisation d’un échantillonnage ne peut se faire valablement que si
on posséde au départ, pour I’ensemble de la population, un minimum
d’informations qui constituent la base d’échantillonnage ou base de
sondage (listes, répertoires, documents cartographiques, photos
aériennes, etc)

Important que ces documents soient de qualité (& jour, sans
répétition,...) : la qualité de I’échantillonnage dépend de la qualité des
documents qui ont servi de base a ’échantillonnage.

nb : la base de sondage ne doit pas nécessairement s’étendre a toute la population;
par exemple, dans le cas d’un sondage a deux degrés, on imagine une liste complete
de toutes les communes (unité de premier degré), et pour les communes choisies
uniquement, une description des unités de second degré.
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TAILLE D’ECHANTILLON I

Elle est soit fixée en valeur absolue (nombre d’unités observées) ou en
valeur relative (fraction du nombre total d’individus dans la
population).

En valeur absolue — taille ou effectif de l’échantillon

En valeur relative — intensité d’échantillonnage, intensité de
sondage

La précision des résultats obtenus a l'issue d’une enquéte par
échantillonnage dépend a la fois de I'importance de 1’échantillonnage et
du caractere plus ou moins homogene ou hétérogene de la population
(la précision est d’autant meilleure que I’échantillon est de taille
importante et que la population est plus homogeéne).

nb : a rediscuter apreés le chapitre sur les statistiques inférentielles, car la taille
d’échantillon infuence fortement 1’écart-type sur ’estimation d’une propriété de
population - cf. test d’hypotheses.
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Collecte des Données

Expérimentation
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GENERALITES I

Expérimentation : réalisation d’une ou plusieurs expériences ou d’un
ou plusieurs essais ou ’on suppose que 'apparition des faits que ’'on
désire étudier est volontairement provoquée, dans des conditions
maitrisées, au moins partiellement.

L’expérimentation est souvent plus efficace que I’observation par
I’enquéte — favoriser dans la mesure du possible ’expérimentation
lorsque c’est réalisable.

Toute expérience doit étre 'objet d'une préparation et d’une
planification minutieuse.

Le plan d’expérience ou protocole expérimental regroupe
Pensemble des questions & étudier : (i) définition du but et des
conditions d’expérimentation, (ii) définition des facteurs que 'on désire
étudier, (iii) définition des unités expérimentales, (iv) définitions des
observations a réaliser, (v) définition du dispositif expérimental.
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«~ définition de la population-parent dans le cas d’une enquéte par
V- Denodt échantillonnage

Objectif : que les résultats de ’expérience puissent s’appliquer & un
ensemble plus vaste que simplement celui des échantillons testés
Important donc de bien définir la population ciblée, et que les
échantillons choisis en soient un exemple représentatif

Expérimentation

Importance de la variabilité spatiale et temporelle (discuter selon que
Pon veut la mettre en évidence ou non)

Importance des échelles de temps et de longueur (ex : statistiques
météo)
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nb : facteurs qualitatifs .vs. facteurs quantitatifs

Modalités (variantes ou niveaux) : éléments individuels qui constituent
- A un facteur (ex : différentes variétés de différents produits

Frperimentation phytosanitaires, différentes doses d’engrais, etc.)

Facteurs qualitatifs : généralement les variantes sont définies a priori,
en méme temps que le but de 'expérience

Facteurs quantitatifs : généralement les niveaux sont choisis de fagon a
définir une progression arithmétique ou géométrique

Dans le cas d’'une expérience a plusieurs facteurs, associer chaque
facteur a chaque autre — expérience organisée de fagon factorielle
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GENERALITES IV

> définition des unités expérimentales
«~ définition de I'unité de base dans le cas d’une enquéte par
échantillonnage

L’unité peut étre naturelle (arbre, animal), artificielle (parcelle de
terrain). Dans ce cas, il est important de définir adéquatement la
surface/la forme des unités a tester.

Nombre de répétitions : nombre de fois que chaque unité est testée

(> définitions des observations & réaliser) comme pour l’enquéte par
échantillonnage

> définition du dispositif expérimental : il détermine la fagon dont les
objets seront associés aux unités de base

1. répartir les objets tout & fait au hasard parmi les unités
expérimentales — dispositif complétement aléatoire

2. réunir les unités expérimentales en groupes aussi homogenes que
possible et répartir les objets au hasard a l'intérieur de ces groupes
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GENERALITES V

(blocs) — dispositif & blocs aléatoires complets (si chaque bloc

constitue une répétition aléatoire complete)

3. il existe encore des méthodes différentes :

en blocs incomplets, en parcelles divisées

hypercube latin, dispositifs
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EXEMPLES 1

1. Exemple d’expérience a deux facteurs sur céréales
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Nature,

Enregistrement
et Traitement
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GENERALITES I

> Les différents types de données

a. Observations quantitatives

o Dénombrements ou comptages : nombre entier non négatif —
variables discontinues et discretes

o Mesures ou mensurations : variables continues (attention aux
unités et a la précision)

b. Observations qualitatives

Elles concernent des caractéres ou des attributs que possédent les
individus

nb : souvent codé sous forme numérique comme des variables
quantitatives discontinues.

ex : 0 ou 1 dans le cas d'une variable binaire.

Prudence dans 'interprétation de 1’échelle de valeurs et dans
I'utilisation d’opérations mathématiques!
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Université
de Liege

3e B'ac AR,
sozaa0n c. Autres types de données
o Rang : numéro d’ordre des individus classés selon l'ordre croissant

de la caractéristique considérée

Bnqu ex : tests de dégustation, classement par expert, etc.

""" — les valeurs ne sont pas indépendantes les unes des autres.

ot Traitement o Données directionnelles ou circulaires : angle(s), avec la
particularité que 0°=360°
ex : direction du vent

V. Denoél
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> L’enregistrement et le traitement des données

a. Sous forme manuscrite : sur un carnet, calepin
Eigec ! soin pour éviter les erreurs de relecture et transcription
o — si besoin utiliser des feuilles de pointage

b. Traitement des données : a I’aide de logiciel d’analyse comme R,
Statistica, Excel, Matlab

vérifier I'introduction des données (double encodage)

c. Enregistrement direct des données (sur PC portable, iPad, ...)

29/249



EXEMPLES ET EXERCICES 1

Université
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v Donosl Imaginez une étude statistique par enquéte.
Par écrit, décrivez le but et les conditions de I’enquéte, les unités
d’observation, le mode d’échantillonnage, la taille des échantillons, la
Nature, nature des échantillons, le mode de collecte des données,...

Enregistrement - .
et Traitement 15-20 minutes

Imaginez une étude par expérimentation.

Par écrit, décrivez le but et les conditions de I'expérience, le plan
d’expérience, les facteurs, le protocole expérimental, les unités, le

dispositif expérimental...
15-20 minutes
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Stat.
Descriptive

PARTIE II : STATISTIQUE DESCRIPTIVE

ACQUIS D’APPRENTISSAGE :
® connaitre les différents indicateurs de position et de distribution
® maitriser notion de corrélation et d’indépendance statistique
® synthétiser des séries de données
[ ]

utiliser la régression linéaire (au sens des moindres carrés) et non linéaire
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Stat. Desc. 1-D

s pee 20 Statistique Descriptive
Statistique Descriptive a une dimension
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GENERALITES I

La statistique descriptive a pour but de présenter les données observées
sous une forme telle que ’on puisse en prendre connaissance facilement.
Elle peut concerner une, deux ou plusieurs variables

A une dimension, il y a trois formes condensées distinctes :
® un tableau statistique indiquant les distributions de fréquences
® parametres scalaires visant a la réduction de données

® un diagramme des fréquences
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Présenter les données par énumération
V. Denoél
X1y, X2y «eey Xn
ou par ordre croissant
Stat. Desc. 1-D X1 S X2 S S Xn

Stat. Desc. 2-D

n = effectif, nombre total d’échantillons

Exemple 1 :

Nombre de personnes actives par secteur statistique & Liége (Age-2001.xls) :
Saint-Lambert : 508

Feronstrée : 584

Pierreuse : 207

Saint-Jean : 441

...ou de facon compacte...

508, 584, 207, 441, 629, 324, ... (179 valeurs)

Exemple 2 :

Nombre de personnes actives de moins de 20 ans par secteur statistique a Liege :
1,1, 0, 3, 3, 2, ... (179 valeurs)
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DISTRIBUTIONS DE FREQUENCES II

> Les distributions non groupées (pour variables discrétes)

Lorsque les distributions sont nombreuses, il est utile ou nécessaire de
grouper les données sous forme d’une distribution de fréquence.
Fréquence absolue : nombre d’occurrences d’une méme valeur observée
Distribution de fréquences : couples des différentes valeurs observées
X1, X2, ..., Xp €t des fréquences correspondantes ny, no, ..., np

P
E ni—=n
i=1

Fréquence relative n’ : nombre d’occurrences d’une méme valeur
observée rapporté a 'effectif

n; 2
/ 1 /
n; = — — g n =1
n
i=1

Distribution de fréquences cumulées N] (d’une valeur observée x;) :
somme des fréquences relatives correspondant a cette valeur et &
I'ensemble des valeurs inférieures. nb : N, = 1.



DISTRIBUTIONS DE FREQUENCES III

Université
de Liege

3e Bac AR,

2023-2024 Exemple 2 :

V. Denodl Nombre de personnes actives de moins de 20 ans par secteur statistique a Liege
(Age-2001.xls) :
1,1, 0, 3, 3, 2, ... (179 valeurs)

Stat. Desc. 1-D

Stat. Desc. 2-D
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llﬂ DISTRIBUTIONS DE FREQUENCES [V

de Lisge | g

35 Bac AR, Nb de personnes | fréq. abs. fréq. rel. fréq. abs. cum | fréq. rel. cum

2023-2024 x; n ! N’ (x)

V. Denoél
0 42 0.2346 42 0.2346
1 36 0.2011 78 0.4358
2 18 0.1006 96 0.5363

Stat. Desc. 1-D 3 18 0.1006 114 0.6369
4 15 0.0838 129 0.7207
5 15 0.0838 144 0.8045
6 14 0.0782 158 0.8827
7 9 0.0503 167 0.9330
8 2 0.0112 169 0.9441
17 0 0.0000 177 0.9888
18 1 0.0056 178 0.9944
19 1 0.0056 179 1.0000
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3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D

38/249

DISTRIBUTIONS DE FREQUENCES V

> Les distributions groupées

Lorsque effectif est encore plus important, on peut condenser les
tableaux statistiques en groupant les observations en classes ou
catégories. Elles sont définies par leurs limites. (nb : intervalle de
classe et nombre de classes & choisir adéquatement).

Fréquence de classe relative n/ : nombre d’observations d’une méme
valeur observée rapporté a effectif

nb : lorsque les intervalles de classe sont identiques, on peut représenter
les classes par leurs points centraux.

nb : toujours utiliser des distributions groupées en présence de variables
continues

Exemple 1 :
Nombre de personnes actives par secteur statistique a Liege (Age-2001.xls) :

508, 584, 207, 441, 629, 324, ... (179 valeurs)



| &

B ] ’
weeligl DISTRIBUTIONS DE FREQUENCES VI
de Lidge | g
3¢ Bac AR,
2023-2024
V. Denoél Nb de personnes | fréq. abs. fréq. rel. fréq. abs. cum | fréq. rel. cum
al i N (x)
0-200 78 0.4358 78 0.4358
201-400 46 0.2570 124 0.6927
Stat. Desc. 1-D
401-600 29 0.1620 153 0.8547
601-800 19 0.1061 172 0.9609
801-1000 4 0.0223 176 0.9832
1001-... 3 0.0168 179 1.0000

MATLAB : Utiliser les fonctions cumsum(x) et find(x,k) pour réaliser les tableaux de
distributions groupées.
1istk=200:200:1000;
for i=1:length(listk);
k=1listk(i);
disp ([k,length(find(data<=k))1);
end
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Université |
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE
POSITION I

> Moyenne (arithmétique)
La moyenne arithmétique est la somme des valeurs observées divisée
par le nombre d’observations

1< 1<
X = — Xi ou X = — n;iXx;

p ; - i;( )
ol les x; représentent les valeurs observées (données brutes), ou les
centres des classes (distributions groupées) et les fréquences
correspondantes.
nb : pour les distributions groupées, on commet une petite erreur en
remplagant chaque valeur par le point central de la classe
correspondante.

Propriétés de la moyenne arithmétique

a. La somme des écarts x; — X entre les valeurs observées et la moyenne
est nulle

b. C’est par rapport a la moyenne que la somme des carrés des écarts
est la plus petite



Université |
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE
POSITION II

c. Le calcul de moyenne passe a travers une opération de
transformation linéaire
x{=a+b; = x =a+bx

la moyenne est donc affectée par un changement d’origine et d’unités.

MATLAB : mean(x)



]

Université |
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE
POSITION III

> Moyenne géométrique

n 1/n
Xg = \/X1...Xn = <H x,-)
i=1

a. La moyenne géométrique est toujours inférieure & la moyenne
arithmétique

b. Elles sont égales lorsque toutes les valeurs observées sont égales entre
elles

MATLAB : geomean (x)



1

Université |
de Liege |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE
POSITION IV

> Moyenne harmonique

_ n n _ n
Xp =3 — = =n ou Xp==p
o T 2oim (1/x7) i=1 (ni/xi)
a. La moyenne harmonique est toujours inférieure & la moyenne

géométrique
b. Elles sont égales lorsque toutes les valeurs observées sont égales entre
elles

MATLAB : harmmean(x)



1

Université |
de Liege |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE
POSITION V

> Moyenne quadratique

1< 1<
Xq = - x2 ou Xg= - (n-x2)
9= i 9= iX
n “ n<
i=1 i=1

a. La moyenne quadratique est toujours supérieure a la moyenne
arithmétique

b. Elles sont égales lorsque toutes les valeurs observées sont égales entre
elles

MATLAB : sqrt(mean(x."~2))



Université |
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE
POSITION VI

> Médiane
La médiane est un parametre de position tel qu'une moitié des
observations lui sont inférieures (ou égales) et Pautre moitié lui sont
supérieures (ou égales).

o Pour les séries statistiques ordonnées et pour les distributions non
groupées,

5 {X(HH)/Z si n est impair

Xn/2Xn/241 si n est pair
2

o Pour les distributions non groupées, on peut également chercher le
point d’ordonnée n/2 (ou 1/2) sur le polygone des fréquences cumulées.

o Pour les distributions groupées, la classe médiane est celle qui
contient la médiane

a. Dans le cas de distributions symétriques, la moyenne est confondue
avec la médiane



Université |
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE
POSITION VII

b. Souvent la médiane est inférieure a la moyenne pour une distribution
asymétrique gauche, et supérieure a la moyenne pour une distribution
asymétrique droite

MATLAB : median(x)



REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE
POSITION VIII

Université
de Liege

32 Bac AR, > Mode
2023-2024 3 . . . , 7

Le mode d’une distribution non groupée est la valeur observée de
fréquence maximale.
La classe modale d'une distribution groupée est la classe fréquence
maximale

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D

Stat. Dese. 2-D — on distingue les distributions unimodales et plurimodales
MATLAB : mode (x)

Exemple 1 :

Nombre de personnes actives par secteur statistique & Liége (Age-2001.xls) :
508, 584, 207, 441, 629, 324, ... (179 valeurs)

moyenne (artihmétique) : mean(data)=306.79

moyenne géométrique : geomean(data)=166.02 (attention aux valeurs nulles)
minimum : min(data)=0

maximum : max(data)=1716
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REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE
POSITION IX

Université |
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D

Propriété d’ordre sur les moyennes
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Université
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE
DISPERSION 1

> Variance, écart-type, coefficient de variation
La variance s> d’une série statistique est la moyenne arithmétique des
carrés des écarts par rapport a la moyenne

Sz:li(xi_yf ou s %i[n,(x,-—y)Z]

i=1 i=1

Le carré moyen ax d’une série est défini par

ZX ou :7Z[n,-x,-}

%2

[y
©
N

]

Propriété importante : s? = x2 —

MATLAB : var(x)
[nb : on divise parfois par n — 1 au lieu de n |

L’écart-type est la racine carrée de la variance
MATLAB : std(x)



REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE

“ilieYgd  DISPERSION 11
3t Bac AR, Le coefficient de variation cv est le rapport entre I’écart-type et la
2023-2024 . . oy
moyenne (si elle est strictement positive)
V. Denoél

cv

|| «»

Stat. Desc. 1-D
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Université |
de Liege |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE
DISPERSION III

a. I’écart-type est nul ssi tous les écarts par rapport a la moyenne sont
nuls
b. L’écart-type est affecté par les changements d’unités, mais est
indépendant d’un changement d’origine. En effet

xl =a+bx = s%=>b2

c. Le coefficient de variation est indépendant d’un changement d’unités.
En effet

X,-’ =bx; = cvu =cvx
d. Propriété de minimum de la variance : on remarque que l’expression
suivante

1 n
EZ(X{—C)z =524+ (X—c)?
i=1

est minimale lorsque ¢ = .



# REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE

Université O
e iege DISPERSION IV
3¢ Bac AR, > Ecart interquartile
2023-2024

Les trois quartiles g1, g2 et g3 sont définis comme la médiane, par
V. Denoél

1 1 3
N’ == ; N == ; N ==
(aq1) 2 (92) > (g3) 2

Les trois quartiles divisent ’ensemble des observations en quatre

Stat. Dese. 1-D ensembles de méme effectif
Stat. Desc. 2-D MATLAB : quantile(x,p) or prctile(x,p)

L’écart-interquartile est défini par g3 — q1
nb : il existe également les quantiles (ou fractiles) d’ordre k, qui correspondent a

d’autres fractions de 'unité. D’autres cas particuliers sont les déciles et les

pourcentiles.
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REDUCTION DES DONNEES, PARAMETRES DE
DISPERSION V

Université
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D

> Amplitude
L’amplitude w est définie par w = x, — x1. Elle n’a de sens que pour
les données brutes (sinon, perte d’info sur les valeurs extrémes)

Souvent, s ~ w/4 ou s ~ w/5 (distributions en cloche)

53/249



Université
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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REDUCTION DES DONNEES, MOMENTS
D’ORDRES SUPERIEUR I

> Les moments
Les moments non centrés d’ordre k sont définis par

n P
_ 1 k _ 1 vk
ax = — X ou ax = — n;iXx;
n< n

i=1

MATLAB : moment (x,k)

Les moments centrés d’ordre k sont définis par

n P

my = %Z(X,‘ —y)k ou my = %Z [n;(x,- —y)k]
i=1 i=1

a. Le moment centré d’ordre 1 est nul, m; =0

b. Le moment non centré d’ordre 1 est la moyenne, a; =X

c. Le moment centré d’ordre 2 est égal a la variance, m, = s

d. Le moment non centré d’ordre 2 (le carré moyen) s’écrit aussi

a=s4+x

e. Les moments centrés d’ordre pair représentent une dispersion

f. Les moments centrés d’ordre impair représentent une symétrie

2



REDUCTION DES DONNEES, MOMENTS
D’ORDRES SUPERIEUR II

Université |
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

sut. pese. 1o > Coefficients de Fisher (parameétre de dissymétrie et d’aplatissement)
Les coefficients de Fisher sont définis par

MATLAB : skewness(x), kurtosis(x)
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EXERCICES

Université
de Liege [

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

1. Donnez une représentation sous la forme d’une distribution de

Stat. Dese. 1.D fréquences groupée de ’age de la population active dans le secteur
statistique de Sainte-Marie. Quel est I’dge moyen de la population
active dans ce quartier 7 (Age-2001.xls)

2. Quantifiez la dispersion du nombre de femmes dans les différents
secteurs statistiques (Population-2001.xls)

3. Dressez un tableau de distribution de fréquences du nombre de
femmes dans les différents secteurs statistiques (Population-2001.xls)
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Université |
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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REPRESENTATIONS GRAPHIQUES I

> Diagramme de fréquences non cumulées (absolues ou relatives) -
histogramme

® diagrammes en batonnets (pour les distributions non groupées)
® histogrammes (pour les distributions groupées)

® polygone de fréquences



i
[ 7]

R A
Université 0
de Liege v

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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REPRESENTATIONS GRAPHIQUES II

Nombre de personnes actives de moins de 20 ans par secteur statistiqu
45

[ diagramme en batonnets ]



Université
de Liege

3e Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
Stat. Desc. 2-D
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REPRESENTATIONS GRAPHIQUES III

n~

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

[ diagrammes en batonnets ]



P

llﬂ REPRESENTATIONS GRAPHIQUES IV

Université
de Liege

Nombre de personnes actives par secteur statistique
3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D

0
100 300 500 700 900 1100

X
i

[ histogramme |
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REPRESENTATIONS GRAPHIQUES V

Université
de Lidge |

Nombre de personnes actives de moins de 20 ans par secteur statistiqut
50

3¢ Bac AR,
2023-2024
V. Denoél 40

30

=

Stat. Desc. 1-D 20

10

0

0 5 10 15 20

[ polygone des fréquences |
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REPRESENTATIONS GRAPHIQUES VI

Université |
de Liege |

3t Bac AR, > Diagramme de fréquences cumulées

soasmmon — utilisation de polygones de fréquence : en escalier pour les
distributions non groupées, avec une ligne brisée pour les distributions
groupées

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D Nombre de personnes actives de moins de 20 ans par secteur statistiqu¢
Polygone des fréquences cumulées
180 T

160
140
120
100
80
60
40

20 b

0 i i i
0 5 10 15 20

[ polygone des fréquences cumulées ]
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Université |
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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REPRESENTATIONS GRAPHIQUES VII

> Boxplot

Diagramme constitué de deux rectangles contigus délimités par les
quartiles et de segments de droites qui s’étendent vers les valeurs
extrémes de fagon & indiquer également I'amplitude.

Distribution des personnes actives par secteur statistique

of  — ]
|
|
|
|
|
|
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@
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S
T
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Pl o

FERONSTREE PIERREUSE SAINT-JEAN CATHEDRALESAINT-JACQUES



REPRESENTATIONS GRAPHIQUES VIII

Université |
de Liege |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

> Les principaux types de distribution de fréquence

® distribution en cloche (zones de fréquence maximum, symétrique
ou non, distribution des fréquences cumulées en S)

Stat. Desc. 1-D
® distribution en I (distribution de fréquence monotonement
décroissante, distribution des fréquences cumulées & concavité vers
le bas)

® distribution en J (distribution de fréquence monotonement
croissante, distribution des fréquences cumulées & concavité vers le
haut)

® distribution en U (il existe un maximum de fréquence & chaque
extrémité de la distribution)
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Université
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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EXERCICES |

1. {MATLAB :} A l’aide de la fonction randn, générez une réalisation d’un
échantillon de taille n = 1000 d’une variable aléatoire de moyenne 10 et
d’écart-type 5. Etudiez la variabilité de la moyenne de cet échantillon, en
répétant plusieurs fois ce tirage aléatoire. Discutez en fonction de la taille n de
I’échantillon la variabilité sur la moyenne d’échantillon obtenue.

2. {MATLAB :} Pour un échantillon de taille n = 1000 tiré au hasard dans une
population normale, trouvez un bon compromis pour la valeur du nombre
d’intervalles utilisé dans la représentation. Répétez la démarche avec n = 10*
et n = 10°. Evaluez votre proposition par rapport & la loi de Scott (1979),
3.50’/n1/3. NB : choisissez la moyenne et 1’écart-type o de la population de
fagon arbitraire.

3. {MATLAB :} Représentez I’histogramme du nombre de logements
exclusivement destinés a ’habitation. Voir fichier datal.mat. Caractérisez la
forme de la distribution (cloche, I, J, U). Représentez ces données a l'aide
d’une boxplot. Source :(Logement-2001.xls)



Université
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D
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EXERCICES 11

4. Soit les résultats suivants, en pourcents, pour un test de connaissances :
67,70,72,74,76,76,78,80,82,85

Calculez la médiane, la moyenne, le mode et ’écart-type. Quel pourcentage
des résultats se trouvent a moins d’un écart-type de la moyenne ?

5. Dans une petite localité, on a relevé de nombre de piéces par appartement :

Nb pieces : 1 2 3 4 5 6 7
Nb appartements : 48 72 96 64 39 25 3

Le m nombre de piéces par appartement m est & considérer comme une variable
aléatoire discrete a valeurs entieres.

® Quel est Deffectif total ?

® Etablissez le tableau des fréquences relatives, des fréquences relatives
cumulées.

® Evaluez la moyenne et I’écart-type du nombre de piéces par appartement
dans cette localité.



EXERCICES III

Université
de Liege [

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 1-D

6. ...

Réponses

4. moy=med=mod=76, }_ x; = 760, > x? = 58034, var=27.4, std=5.23; 60%
des données dans p + o

5. n = 347, moy=3.18 pitces, c.moy=12.24pieces?, std=1,47 picces.
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Université
de Liege

3e Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Des

< -D
sae pese 20 Statistique Descriptive

Statistique Descriptive a deux dimensions
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DISTRIBUTIONS DE FREQUENCES I

Université
de Liege

3¢ Bac AR, > Les séries de données (séries statistiques doubles)
2023-2024 s. . . .
Une série statistique double est une suite de n couples de valeurs

V- Denotl observées (x;, ;) appariées, éventuellement rangées dans 1’ordre
croissant d’une des deux variables :
X1, X2y .nt Xn
St Desc -D
Stat. Desc. 2-D Yi, Y2,..-  Yn

Exemple 3 :

Nombre d’hommes et de femmes par secteur statistique & Liege
(Population-2001.xls) :

Saint-Lambert : 720 hommes, 597 femmes

Feronstrée : 682 hommes, 594 femmes

Pierreuse : 274 hommes, 235 femmes

...ou de facon compacte...

(720,597), (682,594), (274,235), ... (173 valeurs)
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DISTRIBUTIONS DE FREQUENCES II

3t Bac AR, > Les distributions de fréquences 4 deux dimensions

2023-2024 . . . » N . . . .
Distribution de fréquences a deux dimensions : tableau statistique

a double entrée dont une ligne est réservée a chaque valeur observée de

x et une colonne & chaque valeur observée de y.

[groupée = utile lorsque Deffectif est grand (idem 1-D)]

V. Denoél

Stat. Desc. 2-D Les fréquences nj; représentent, pour chaque cellule du tableau, le
nombre de couples d’observations (x;, y;).

nb : existence de distributions groupées ou non groupées
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de Liege

llg DISTRIBUTIONS DE FREQUENCES III

3¢ Bac AR, Xi
2023-2024
yj 0-200 201-400 401-600 601-800 801-1000 1001-... Total
V. Denoél
0-200 52 2 - - - - 54
201-400 6 31 - - - - 37
401-600 - 11 24 - - - 35
601-800 - - 7 2 1 - 10
Stat. Desc. 2-D
801-1000 - - - 13 6 1 20
1001-... - - - 6 8 3 17
Total H 58 ‘ 44 ‘ 31 ‘ 21 ‘ 15 ‘ 4 H 173 ‘
Exemple :

Distribution de fréquences du nombre d’hommes (x;) et de femmes (y;)
de chaque unité statistique (enquéte INS).
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llﬂ DISTRIBUTIONS DE FREQUENCES IV

de Liege
3¢ Bac AR, Xi
2023-2024
Yj 0-500 501-1000 1501-2000 2001-2500 2501-... Total
V. Denoél
0-200 75 30 23 5 0 133
201-400 - 9 14 8 1 32
401-600 - 1 2 3 4 10
601-800 - - - 2 4 6
Stat. Desc. 2-D
801-1000 - - - 1 - 1
1001-... - - - - 2 2
Toal | 5 | a0 | s | 1 | u | 13|
Exemple :

Distribution de fréquences de la population belge (x;) et étrangere (y;)
de chaque unité statistique (enquéte INS).
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Université
de Liege

3e Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

St Desc. 1-D
Stat. Desc. 2-D
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DISTRIBUTIONS DE FREQUENCES V

On définit également les fréquences relatives

="
v n
et les fréquences unitaires
/
" nij
njj = —— —
AxiAy;

+ distribution de fréquences relatives cumulées



DISTRIBUTIONS DE FREQUENCES VI

Université
de Lidge |

3% Bac AR, > Les distributions marginales
2023-2024 . .
Les fréquences marginales njs et ne; sont obtenues en calculant les

totaux de chaque ligne ou chaque colonne.

q P
Nie :Zn,-j et n.j:Zn,-j
j=1 i—1

V. Denoél

Stat. Desc. 2-D On a la propriété

n n
/ e / L7}
nig = — et Nej =
n n
de sorte que
P q P q
- ro_ ;o
dome =2 my=3 > =1
i=1 Jj=1 i=1 j=1
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DISTRIBUTIONS DE FREQUENCES VII

Université
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

> Les distributions conditionnelles

Les fréquences conditionnelles correspondent aux lignes et colonnes
du tableau de distribution des fréquences. On définit ainsi les
fréquences conditionnelles de “y si x” et de “x si y”

Stat. Desc. 2-D

/ /

ni n’. ni n'.

/ [ 1 / [ 1
nj‘l— = T.J = T’J et ”i\j — n/- — n/J
4 i® °J o

On a la propriété

nb : illustrer avec ’exemple 3
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REPRESENTATIONS GRAPHIQUES I

Université
de Lidge |

3¢ Bac AR, > Nuage de points
2023-2024

V. Denoél

N
a
=3
S

n
=3
S
=]

2000
1500

1500 o
1000

Stat. Desc. 2-D
1000 @B o

133

=}

=)
@
=3
=]

Nombre de femmes par unité statistique
o
S

Nombre d’étrangers par unité statistique

0 0
0 500 1000 1500 2000 0 1000 2000 3000 4000 5000

Nomhra d’hammes nar 1inité statictione Nombre de Ralaes nar ninité ctatistiane

nb : introduire aussi le diagramme de régression (vs distribution)
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REPRESENTATIONS GRAPHIQUES II

o
a=
2
7
2
c
b= |

@
o0
o
=
o
o

ac AR,

B

3e

2023-2024

V. Denoél

101S

istogramme a deux dimensi

> H

9
&
J
8
3
=]
3
a

Nb. étrangers

Nb. femmes Nb. Belges

2000

Nb. hommes
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REDUCTION DES DONNEES : GENERALITES I

de Liege [

3¢ Bac AR, Il existe deux types de parametres. Ils visent :

2023-2024

v Donosl ® 3 caractériser une seule variable a la fois — distributions
. Denos

marginales et conditionnelles

® 3 caractériser les relations existant entre deux séries d’observations,
considérées par valeurs appariées — caractéristiques croisées

Stat. Desc. 2-D
> Parameétres de position
Moyennes marginales :

_ 1

X = ;Zx, et

Moyennes conditionnelles :

<|
I
S|

Il
iR

1

p 1 U
D O
e Nie ‘3

n.J
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REDUCTION DES DONNEES : GENERALITES II

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denogl > Parameétres de dispersion
Variances marginales :

1 _ 1 _
53:;Z(X,-—X)2 et S}%:;Z(YI_Y)z
i=1 i

Variances conditionnelles :

t Desc. 1-D
Stat. Desc. 2-D

P q

1 _ 1 _
Sf‘jzrzny (Xi—Xj)2 et Sﬁ\i:?Z”ij (yj—y,-)2

* =1 ® j=1

> Caractéristiques croisées
le 4+ important (!7), en tout cas spécifique aux valeurs appariées...

- les moments croisés et la covariance
- coefficient de correlation et de détermination
- régression linéaire et non linéaire
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LES MOMENTS ET LA COVARIANCE I

3& Bac AR,
2023-2024 Généralisation de la notion de moment — moments croisés

V. Denoél

LS -9 i - g
i=1

(dans le cas de données brutes)
o 1‘3 2:; Elles représentent les moments d’ordre k en x et d’ordre / en y, par
rapport a ¢ pour x et par rapport a d pour y

[le plus souvent, on choisit ¢ et d égaux & 0 ou aux moyennes de x et y]
Notamment, si ¢ = X et d =y, on obtient les moments centrés
CTO15€S

1< _ =
mg =~ (xi - %) (vi —y)
i=1

Cas particulier 1
Les variances marginales sont des cas particuliers

mpy = S)% et mo2 = Sf
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V. Denoél

Stat. Desc. 2-D
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LES MOMENTS ET LA COVARIANCE II

Cas particulier 2
La covariance est obtenue pour k =/=1

n

cov (x,y) = my = %Z(Xi —X)(yi —¥)

i=1

MATLAB : cov(X)

La covariance est positive ou négative selon que la relation entre les
deux séries de données est croissante ou décroissante.

Démo : considérer les deux catégories de points (x; —X) (yi —¥) > 0
d’une part et (x; —X) (yi —¥) < 0 d’autre part.

nb : la covariance s’annule lorsque les deux catégories de points
s’annulent.

nb : elle s’annule aussi lorsque tous les points observés sont situés sur
une des deux droites x =X ouy =Yy.
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3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 2-D
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LES MOMENTS ET LA COVARIANCE III

a. La covariance est influencée par les changements d’unités, mais pas
par les changements d’origines. En effet,

x! = a+ bx;
= cov(x,y') =bdcov(x,y)
y; =c+dy

b. La covariance est toujours inférieure (en valeur absolue) au produit
des écarts-types

[cov (x,y)| < sxsy

Démo : observer que £ 37 [b(xi —X) — (yi — y)? > 0.



LE COEFFICIENT DE CORRELATION ET DE
DETERMINATION I

Université
de Liege [

3¢ Bac AR, > Le coefficient de corrélation est défini par
2023-2024
V. Denoél , o Sov (x,y)

SxSy

MATLAB : corrcoef (X)

Stat. Dese. 2-D a. Le coefficient de corrélation posseéde le méme signe que la covariance
b. Le coefficient de corrélation est inférieur a I'unité, en valeur absolue

—1<r<1
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V. Denoél

Stat. Desc. 2-D
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LE COEFFICIENT DE CORRELATION ET DE
DETERMINATION II

Pour r = 1, tous les points observés se trouvent sur une droite de pente
positive

Pour r < 1, tous les points observés se trouvent & proximité d’une
droite de pente positive

Pour 0 < r < 1, tous les points observés se trouvent sur un nuage plus
ou moins dispersé autour d’une droite de pente positive

Pour r ~ 0, le nuage de points est elliptiques a axes paralleles aux axes
des données

Pour —1 < r < 0, tous les points observés se trouvent sur un nuage plus
ou moins dispersé autour d’une droite de pente négative

Pour —1 < r, tous les points observés se trouvent & proximité d’une
droite de pente négative

Pour r = —1, tous les points observés se trouvent sur une droite de
pente négative

Le coefficient de corrélation mesure donc la netteté avec laquelle
les points s’alignent sur une droite.



LE COEFFICIENT DE CORRELATION ET DE
DETERMINATION III

Université
de Liege

3e Bac AR,
2023-2024 _
(sx>c¥y Oy = Oy (sx<o'y
V. Denoél
10 10 10
p=-1 0 [T 0 \ 0
Stat. Desc. 1-D
10 -10 10
Stat. Desc. 2-D -10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
10 10 10
p=0 of W ¢
10 10
10 0 10 10
10 10
p=+1 0 0 / 0
10 -10 10
10 0 10 -10 0 10 10 0 10
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LE COEFFICIENT DE CORRELATION ET DE
DETERMINATION IV

Université
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024 a. Le coefficient de corrélation n’est pas influencé par les changements
V. Denogl d’unité, ni par les changements d’origines. En effet,

x/ =a+ bx;

/ !
= r(xX,y)=r(xy)
/
yi =c+dy;

Stat. Desc. 2-D . , . . , . , 7
> Le coefficient de détermination est défini comme étant le carré du

coefficient de corrélation

> Corrélation et causalité ? (si x et y sont fortement corrélés, c’est car :
(i) Pun est la la cause/conséquence de l'autre, (ii) ils sont tous les deux
la conséquence d’une méme cause, (iii) il s’agit d’un corrélation fortuite)

Une étude a montré que « s’endormir avec des chaussures » était
fortement corrélé avec « se réveiller avec un mal de téte ». Donc
s’endormir avec des chaussures cause un mal de téte.

Discuter et commenter cette affirmation. Expliquez ce qu’est la
corrélation et son lien avec la causalité.
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REGRESSION AU SENS DES MOINDRES CARRES I

Université
de Liege

3¢ Bac AR, Le diagramme de régression de y en fonction de x est défini par

2023-2024 . oy —
les points moyens conditionnels (x;,y;).
V. Denoél

Il donne une premiere idée de la fagon dont la variable dépendante y
varie, en moyenne, en fonction de la variable explicative x.

Stat. Desc. 2-D < 2500
g
B o
£ 2000
o o
g o
5 1500 5
@ %o
Q
E 1000 000
3 5°
I} o
g 500 5°
Z ol
0 500 1000 1500 2000

Nombre d’hommes par unité statistique

nb : il peut avoir une allure linéaire ou non linéaire
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V. Denoél

Stat. Desc. 2-D
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REGRESSION AU SENS DES MOINDRES CARRES
IT

Lorsque le diagramme de dispersion (ou le diagramme de régression) a
une allure relativement linéaire, on peut tenter de préciser la relation
linéaire qui lie y et x — droite de régression

La droite de régression est la droite obtenue en minimisant la somme
des carrés des écarts entre les points observés et les points
correspondants de la droite (méthode des moindres carrés).

Si ’équation de la droite est
y = a+ bx,

la somme des carrés a minimiser est

n n
d(ab)=> li—y()P =D (vi—a—bx).
i=1 i=1
Le minimum est obtenu en annulant les dérivées de cette fonction par
rapport a aet b
% o . 0
da b

et 0



REGRESSION AU SENS DES MOINDRES CARRES
IIT

Université
de Liege [

3¢ Bac AR, 3 A ati < " Q

e On obtient les équations normales

v penos Shabi—a=bi)=0 o fantb30ix =50,
Z?:lxi(}’i_a_bxi):o Zfle+bz, 1 X; —Z?lel'yi

On déduit donc que

Stat. Desc. 2-D

y=a+ bx
et donc que la droite de régression passe par le point moyen (X,y).
De plus,
S0 Gav) = 3 (S0 %) (Sav) _ cov(x,y)

(27:1 Xi2 - % (> Xf)2 st

La droite de régression a donc pour équation

_ cov(x,y
y:y+4—%Ll
SX

(x=%)

89/249



i REGRESSION AU SENS DES MOINDRES CARRES
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3¢ Bac AR, % 2500
2023-2024 2 °
®
V. Denoél % 2000
2
E
5 1500
a O,
@ o
g 1000
E o
8
(0]
Stat. Desc. 2-D o 500
S5
5
z 0
0 500 1000 1500 2000

Nombre d’hommes par unité statistique
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REGRESSION AU SENS DES MOINDRES CARRES
v

Université

de Liege [

3% Bac AR, > On appelle les résidus de la régression linéaire les écarts
2023-2024

V. Denoél d=yi—y(x)=yi—a—bx

a. les résidus sont de moyenne nulle
Les résidus donnent une indication quant a la qualité de la régression

Stat. Desc. 2-D linéaire, c’est-a-dire, quant a l’existence d’une relation linéaire entre les
vi et les x;.
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REGRESSION AU SENS DES MOINDRES CARRES
VI

Université |
de Lidge |

20 Dac AR > La variance résiduelle est précisément la valeur de la fonction que
nous avons tenté de minimiser
V. Denoél
1o 1o cov (x,y) 2
2 2 - ) _
S5x=—2 i—y(CiP==> (vi-vy——5=(x—-%)) .
n 4 n “ s
i=1 i=1 X
ou
Stat. Desc. 2-D 2 2 cov?(x,y) 2 (1 _,2 2 2
Syx =Sy =s5,(1-r) s, <5

Sz

. . 2 _ 2 . _ 2 _ . _
avec comme cas limites s; , =5, (si r =0) et s, , =0 (si r = £1).

2
La quantité C°"s(2x’y ) correspond # la réduction de variance de la variable

dépendante y qlxli est liée a la prise en considération de la variable x.
Elle est considérée comme la partie de la variance de y qui est expliquée
par la régression linéaire de y en x, tandis que la variance résiduelle sfx
est la partie qui ne peut étre expliquée de la sorte.

On note également que
cov? (x,y)
r2 = (752 ) /S}%
X
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ILLUSTRATIONS - EXERCICES

1. Ilustration de 'ajustement de courbes de régression dans Matlab
(Basic fitting, residual plots, choix du degré du polynéme).

2. Choisissez* deux séries données appariées dans les données de
Penquéte INS, et représentez les données sur un nuage de points et sur

un histogramme a deux dimensions.

3. Déterminez I’équation de la droite de régression de I'une des séries en
fonction de 'autre. Représentez-la sur le nuage de points.

4. Calculez la variance résiduelle.

* 712
dont vous suspectez qu’elles sont corrélées...



REGRESSION CURVILINEAIRE I

Université
de Lidge |

3¢ Bac AR, Lorsque le diagramme de dispersion (ou le diagramme de régression)

2023-2024 P s . 7 . . TS
n’a pas une allure linéaire, on peut tenter de décrire la relation qui lie y

V- Denotl et x par une autre expression analytique.

Le choix de cette équation peut se faire sur une base empirique ou

théorique.

Stat. Desc. 2-D

Exemples :
o Régression exponentielle

Iny =a+ bx ou y=ce
o Régression polynomiale

y = by + bix + box® + ... + byxk
o Loi de Mitscherlich

_ Ymax
Y= 1+ e—a—bx
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V. Denoél

Stat. Desc. 2-D
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REGRESSION CURVILINEAIRE II

> dans certains cas, ’ajustement d’une courbe de régression non linéaire
peut se ramener au cas d’une régression linéaire

Ezemple :
La régression exponentielle

Iny = a+ bx

est linéaire en a et b.

> dans d’autres cas, la méthode des moidres carrés peut étre appliquée
sans difficulté

Exemple :

Régression polynomiale

y = by + bix + byx® + ... + byx

On minimise
n

¢ (bo, ..., b)) = Z (y,- — by — bix; — ... — bkxk)2

i=1
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V. Denoél

Stat. Desc. 2-D
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REGRESSION CURVILINEAIRE 111

en annulant les k + 1 dérivées partielles

0 _o 90 _, 99 _

% — Y 87b1 — Yy Tbk
Les équations normales s’écrivent
bon+b12, 1X,+b22] 1XI+ +bkz: =1% i :zl,',:lyi

bo >27_q Xi 4 b1 3oy X7+ b2 307 X7 4+ bk Zi:l xf =X

bo 37y X +blzl 1 ,k+1+b >l ,k+2+~~+bk27:1’<f2k =3 ,y,

et sont simples a résoudre.
[ nb : il existe une version matricielle des équations normales.]

MATLAB : polyfit(x,y,n)
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V. Denoél

Stat. Desc. 2-D
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REGRESSION CURVILINEAIRE IV

> dans certains cas, ’ajustement d’une courbe de régression non linéaire
ne peut pas se ramener au cas d’'une régression linéaire

Ezxemple :
Loi de Mitscherlich

Ymax

y:1+ch

On minimise .
n
Ymax
P d) = P T v
& (Ymax ) ?:1 (YI 1+c dx)
en annulant les dérivées partielles

9 o % _g o %_

OYmax ’ Oc ¢ od

0

(nécessité d’utiliser une méthode numérique)
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3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denosl 1. [Juil3] Le tableau ci-dessous représente la distribution de fréquences

du nombre d’hommes (x;) et de femmes (y;) de chaque unité statistique
(enquéte INS).

Xi
e yj 0-200 | 201-400 | 401-600 | 601-800 | 801-1000 | 1001-... || Total

0-200 52 2 - - - - 54
201-400 6 31 - - - - 37
401-600 - 11 24 - - - 35
601-800 - - 7 2 1 - 10
801-1000 - - - 13 6 1 20
1001-... - - - 6 8 3 17

[ Total [[ 58 | 44 | 31 | 21 [ 15 [ a4 [ 113 |

(a) dressez le tableau des fréquences relatives
(b) donnez les tableaux des fréquences marginales (homme et femme)
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EXERCICES 11

(c) donnez le tableau des fréquences conditionnelles du nombre
d’homme par unité lorsque les femmes sont en effectif compris entre 401
et 600. Discutez la signification du résultat.

(d) estimez le coefficient de corrélation de ces deux variables aléatoires

2. Deux méthodes différentes ont été utilisées pour déterminer le
coefficient d’isolation d’un batiment. Elles ont été testées sur cing
batiments différents, en vue de leur comparaison. Voici les résultats
obtenus (1.23;1.56), (2.13;2.43), (0.98;1.23); (0.7;0.65), (1.8; 1.65).
Comment quantifier la similitude/dissimilitude entre ces deux séries de
résultats ?

3. [Sept2015] On réalise une étude dont objectif de déterminer si les
investissements dans ’isolation de batiments d’habitations existant
permet de réduire les émissions calorifiques. Voici les résultats d’une
étude-pilote qui présentent le coit d’investissement C en fonction de la
diminution de consommation de chauffage, exprimée en litres de
mazout.
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EXERCICES III

C k€]

6.3

7.9

11.0

9.8

10.2

10.1

Agq [

268

266

326

560

728

360

242

306

248

332

432

Quantifiez la corrélation existant entre les deux grandeurs et concluez

quant aux résultats de cette étude.
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V. Denoél

Stat. Desc. 2-D
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EXERCICES IV

]..Xy=[5220000;6310000;01124000;007210;000136
1; 000 6 8 3];

n = sum(xy(:));

disp (’f relatives’)

disp(xy / n)

disp (’Marginale x’)

x = sum(xy); disp([1:6; x/n]l’)

disp (’Marginale y’)

y = sum(xy’); disp([1:6; y/n]’)

disp (’Conditionnelle’)

disp([(1:6)’ xy(:,3)/sum(xy(:,3))])

v = 100:200:1100;

xmoy = v*x’/n; ymoy = v*y’/n;

disp (’Moyennes’), disp([xmoy ymoy])

x2moy = (v."2)*x’/n; y2moy = (v."2)*y’/n;

disp (’Ecarts-types’), stdx = sqrt(x2moy-xmoy~2); stdy = sqrt(y2moy-ymoy~2);
disp([stdx stdyl)

covxy = sum(sum( (v’*v).*xy/n )) - xmoy * ymoy; r = covxy / (stdx*stdy);
disp (’Coefficient de correlation’) disp(r)
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Total revenue generated by arcades

3¢ Bac AR, correlates with
2023-2024 Computer science doctorates awarded in the US
V. Denoél 200 20 2 03 20 20 2006 207 2008 209

2000 degrees

1500 degrees

op a3uaps aanduiod

1000 degrees

500 degrees

Stat. Desc. 2-D 2000 2000 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
o Computerscience doctartes - rcaderevenve
‘ 2000 ‘ 2001 ‘ 2002 ‘ 2003 ‘ 2004 ‘ 2005 ‘ 2006 ‘ 2007 ‘ 2008 ‘ 2009
x 861 830 809 867 948 1129 1453 1656 1787 1611
vy | 1196 | 1.176 | 1.269 | 1.24 | 1.307 | 1.435 | 1.601 | 1.654 | 1.803 | 1.734
x = Nb. doct, y=Revenu -10°6 — Corrélation : r = 0.9851
Les doctorants qui font un doctorat en sciences informatiques (aux

Etats-Unis) sont de vrais gamers! Discutez.
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EXERCICES VI
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3& Bac AR,
2023-2024 Incidencevs. Vaccination Coverage per Municipality 5/10/2021
@ lkry S B U @ ket @ oot @ Yot Bobmtite ® N @ Aewen ® Westandrn @ Ootari
V. Denoél 121
Collecte .
Stat S 5oy :
Descriptive fa o= N
H B
Stat. Desc. 1-D i -—._®
Stat. Desc. 2-D
Lois de
Probabilité
o w0
Statistique
inférentielle Incidence vs. Vaccination Coverage per Municipality N
Six weeks later ... 22/11/2021
25
Fo
Y=t
i
3
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EXERCICES VII

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Stat. Desc. 2-D
(i) Peut-on dire que I'incidence de la pandémie de covid-19 est influencée par

la vaccination ? (ii) Quid des petites communes de la province de Liege & forte
incidence ? (iii) Discutez la question de causalité & partir de ce graphique.
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V. Denoél

Lois de
Probabilités

‘ PARTIE III : LOIS DE PROBABILITE

e probabilit ACQUIS D’APPRENTISSAGE :

® classification des différentes lois de probabilité

® importance de la distribution normale et théoréme limite central
® modélisation probabiliste & I’aide de variable aléatoire
[ ]

opérations algébriques et transformation de variables aléatoires
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Variables
aléatoires
Distr
de pr

Lois de Probabilités
Variables aléatoires
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3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Différence entre statistiques et probabilités ?

Variables
aléatoires

o relation entre statistiques et probabilités
o probabilité conditionnelle

o indépendance stochastique

o espérance mathématique

o distributions de probabilité essentielles
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V. Denoél

Variables
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NOTION DE PROBABILITE II

> Définition classique de la probabilité

La définition de la probabilité est liée aux notions d’expérience et
d’évenement aléatoire. Une expérience est dite aléatoire quand on ne
peut pas en prévoir exactement le résultat, en raison du fait que tous
les facteurs qui déterminent ces résultats ne sont pas parfaitement
maitrisables. Un événement aléatoire est un événement qui peut ou
non se réaliser au cours d’une expérience aléatoire.

Exemple : tirage d’une carte d’un paquet de carte
expérience = tirage de la carte
événement = obtenir une coeur

Si m résultats peuvent se produire avec des chances égales au cours de
I'expérience aléatoire, et si k de ces résultats conduisent a I’évenement
A, on définit la probabilité d’occurrence de ’événement A par le rapport
du nombre de cas favorables au nombre de cas équiprobables possibles

P(A):%

P(coeur) = 13/52 = 1/4
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NOTION DE PROBABILITE III

Probleme 1 : on définit la notion de probabilité a partir de la notion
d’égales probabilités... (17)

Probleme 2 : cette “définition” ne fonctionne que si on est capable de
définir des cas “équiprobables” et dénombrables.
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V. Denoél

Variables
aléatoires
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NOTION DE PROBABILITE IV

> Définition fréquentiste de la probabilité

On répéte une expérience (un grand nombre) n fois et on dénombre le
nombre de fois que I’événement A est observé, sa fréquence absolue na.
On définit la probabilité associée a I’évenement A par

P(A) = lim ™ = fim n),

n—oo n n— oo

nb : existence de cette limite est garantie par le phénomene de
stabilité des fréquences relatives (régularité stochastique)

— probabilité = version idéalisée de la fréquence relative

Probléeme 1 : Elle ne peut étre déterminée que d’une fagon
approchée... nb : est-ce vraiment un probleme ? quelle est la masse d’un
objet ?

~ lien avec les statistiques descriptives : propriétés d’une population
“théoriquement infinie”. La théorie des probabilités vise & caractériser
cette population théorique(ment).
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Variables
aléatoires
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NOTION DE PROBABILITE V

Exemple : Jet d’une piece de monnaie

Définition classique de la probabilité : on admet 1/2 comme valeur pour
la probabilité d’obtenir “face” (2 résultats équiprobables)

Définition fréquentiste de la probabilité : pour une piéce donnée, on

)
peut déterminer la fréquence relative associé a I’événement “obtenir
face”.

o.J\N\M 0_5V‘--———.—~ °~5f”*—————

0 0
0 50 100 0 500 1000 0 5000 10000
n
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Variables
aléatoires
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NOTION DE PROBABILITE VI

MATLAB : On peut utiliser la fonction randi(imax,M,N) pour générer
un tableau de MxN nombres entiers tirés aléatoirement entre 1 et imax.

Generate integer values from the uniform distribution on the set 1 :10.
r = randi(10,100,1);

Generate integer values drawn uniformly from -10 :10.

r = randi([-10 10],100,1);

Exemple du jet de la piéce :

N=10000; results = randi(2,N,1)-1;
plot(cumsum(results)./(1:N)’)
xlabel (’n’); grid on



Université
de Liege

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Variables
aléatoires

113/249

NOTION DE PROBABILITE VII

Les axiomes de base

a. La probabilité est toujours comprise entre 0 et 1
0<P(A)<1

(puisque la fréquence relative est toujours comprise entre 0 et 1)

b. La probabilité d'un événement qui doit nécessairement se réaliser est
unitaire — événement certain
(nombre de solution équiprobables = 1)

c. Soit deux événements A et B associés a la méme expérience aléatoire,
mais ne pouvant pas se produire simulténament (événements

exclusifs)
exemple : A = obtenir une coeur / B = obtenir une pique
contre-exemple : A = obtenir une coeur / B = obtenir une dame
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NOTION DE PROBABILITE VIII

Si on observe na réalisations de I’événement A et ng réalisations de
Pévénement B (mutuellement exclusifs), avec na + ng < n, parmi un
nombre n de réalisations de ’expérience stochastique, on a

o, =4 ng = — n, —Matns
A n ’ B n ’ Aou B n

et donc
/ / /
Maoug ="nMa+ng
Par extension (a la limite n — +00),

P(Aou B)=P(A)+ P(B)
(axiome d’additivité)
e. Si on peut identifier les m seuls événements exclusifs Ay, Ao, ...An
possibles d’une expérience (événements complémentaires), on a

P(A1 ou A ou ...Am) = P(Al) + P(Az) + ...+ P(Am) =1
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NOTION DE PROBABILITE IX

f. Dans le cas de deux évenements A et B, qui ne sont pas
nécessairement mutuellement exclusifs,

P(Aou B) = P(A) + P(B) — P(Aet B)
car

P (A ou B) = P(Asans B) + P (B sans A) + P (A et B)
ou P(Asans B) = P(A)— P(Aet B) et P(B sans A) = P(B) — P(A et B).



o

PROBABILITE CONDITIONNELLE ET
dguﬂ INDEPENDANCE STOCHASTIQUE I

3¢ Bac AR, Soit une expérience aléatoire qui peut mener a la réalisation (ou la
2023-2024 , . . Y ’ .
non-réalisation) de deux événements A et B, non nécessairement

V. Denotl exclusifs. A 'issue de n > répétitions de cette expérience, on observe

’ n11 réalisations de A et B H n» réalisations de A sans B ‘

’ no1 réalisations de B sans A H n»>> non-réalisations de A et B ‘

Variables

aléatoires

La fréquence conditionnelle relative de A sous la condition B est

o _ ni _m1 n(A et B)
AIB T ni 4 o Ne1 n(B)
De méme
_ nii _om1 n(A et B)
BIA™T ni+ o i n(A)
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PROBABILITE CONDITIONNELLE ET
INDEPENDANCE STOCHASTIQUE I

Par extension, on définit (lorsque P (B) # 0), la probabilité
conditionnelle de A sous la condition B par

P (A ct B) P (A et B)
P(B) P (A)

e. Propriété de multiplicativité (ou, des probabilités composées) :

P(A|B) = et P(B|A) =

P (A et B) = P(A) P(B|A) = P(B) P (A|B)

Pour m événements :

P(A1 et Az et .. et An) = P (A1) P (A2]AL) P[As| (Ar et Ap)]
o P[Am| (AL et ... et Ap_1)]



i  PROBABILITE CONDITIONNELLE ET
“%‘Ziﬁi‘;iuﬂ INDEPENDANCE STOCHASTIQUE III

3¢ Bac AR, xi= X
2023-2024
=Y 0-200 201-400 401-600 601-800 801-1000 (A) 1001-... Total
V. Denoél
0-200 52 2 - - - - 54
201-400 6 31 - - - - 37
401-600 - 11 24 - - - 35
601-800 - - 7 2 1 - 10
Variables 801-1000 (B) - - - 13 6 1 20
aléatoires 1001-... _ _ _ 6 8 3 17
[ tow || s | @ | s | o | 15 [ 1 | im

Exemple : Distribution de fréquences du nombre d’hommes (x;) et de femmes (y;)
de chaque unité statistique (enquéte INS).

Questions : déterminer

P(A), P(B), P(AetB), P(AB), P(B|A), P(Anon-B)
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PROBABILITE CONDITIONNELLE ET
INDEPENDANCE STOCHASTIQUE IV

Université |
de Liege |

32 Bac AR, .o, .
2023-2024 L’indépendance stochastique
V. Denogl L’événement A est dit stochastiquement indépendant de I’événement

B si la probabilité de voir A se réaliser ne dépend pas de la réalisation
ou non-réalisation de B :

P (A|B) = P (A|non — B)

On démontre que, si cette condition est satisfaite,

P(AB) = P(Alnon—B)= P(;(‘j;)B) _ P(/:(ito:o_n ;)B)

_P(Aet B+ P(Aet non—B)
N P(B) + P (non— B) = PR

De plus,
o P(Act B) = P(A)P(B)
Du coup
P(B|A):M:P(B):P(B)—_P(AetB):P(non—,ietB)
P (A) 1-P(A) P (non— A)
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PROBABILITE CONDITIONNELLE ET
INDEPENDANCE STOCHASTIQUE V

Université |
de Liege |

3t Bac AR, Donc : si A est stochastiquement indépendant de B, alors B est aussi

2023-2024 . . ’ ’ . o, s . »
stochastiquement indépendant de A (réciprocité de ’indépendance

Ve Penetl stochastique) .

Pour m événements stochastiquement indépendants :

P(Aret Az et...et An) = P(A1)P(A2)---P(Am)

Variables
aléatoires

Exemple : Distribution de fréquences du nombre d’hommes (x;) et de femmes (y;)
de chaque unité statistique (enquéte INS).

Questions : comparer

P(A).P(B), et P(AectB)
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PROBABILITE CONDITIONNELLE ET
INDEPENDANCE STOCHASTIQUE VI

Exemple : deux jets d’un dé a six faces

On lance deux fois un dé a 6 faces. On considere les événements
suivants :

® A : le résultat du premier jet est impair,
® B : le résultat du second jet est impair,

® (C : la somme des résultats est impaire.

Vérifier que ces trois éveénements sont stochastiquement indépendants
deux a deux, mais qu’ils ne sont pas indépendants lorsque les trois
événements sont considérés simultanément,.



# PROBABILITE CONDITIONNELLE ET
il "gd INDEPENDANCE STOCHASTIQUE VII

3¢ Bac AR, Théoreme de Bayes
2023-2024
V. Denogl P(AIB) = P(Aet B) P (BJA) P (A)
"~ P(B)  P(B|A)P(A)+ P(B|non— A) P (non— A)

[utile dans les méthodes d’inférence statistique]

On appelle P (A) la probabilité a priori et e P(A|B) la probabilité a
posteriori.

Variables
aléatoires
probabi [Exemple (célebre exemple de Hays et Winckler, 1971)].
Une personne se réveille pendant la nuit & cause d’un mal de téte. Elle avale ce
qu’elle pense étre un calmant, en avalant dans ’obscurité un comprimé prélevé
dans un flacon trouvé a portée de main. Peu de temps apres, elle se sent plus mal
et de nouveaux symptomes apparaissent. Elle se rend compte que trois flacons se
trouvaient a portée de main, dont deux contiennent le calmant qu’elle voulait
prendre et le troisiéme contient une substance toxique. Cette personne se pose la
question de savoir si, par mégarde, elle n’aurait pas avalé un comprimé de la
substance toxique.
[nb : Son médecin I’a informée que le calmant qu’elle a voulu prendre peut
provoquer dans 5 cas sur 100 des symptomes semblables & ceux qu’elle a ressentis
et que la substance toxique provoque de tels symptomes dans 80% des cas.]
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PROBABILITE CONDITIONNELLE ET
INDEPENDANCE STOCHASTIQUE VIII

Université |
de Liege |

3¢ Bac AR,
2023-2024

Soit A (et non-A) I’absorption du calmant (de la substance toxique) et
soit B l’apparition de symptomes.

V. Denoél

On sait que
4

5
Si on suppose que le choix aléatoire parmi les trois flacons se fait de
facon uniforme (probabilités a priori),
2 1
P(A)=Z et P(non—A)=-.
(A) 3 © (non ) 3

Le théoréme de Bayes donne (probabilités a posteriori)

1
P(B|A):% et P (B|non— A)

4
z

1 2 1
20°3 1 3 _

P(AB)= 223~ => et P(non—AlB)= — =

8
2 4 1 4 1 9
%3+ts53 9 531t 23 9

cad les probabilités d’avoir ingéré (ou non) la substance toxique,
sachant que la personne a manifesté les symptomes supplémentaires.
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% VARIABLE ALEATOIRE 1-D ET DISTRIBUTION
THEORIQUE I

Une variable aléatoire X est une variable associée a une expérience
aléatoire, servant a caractériser le résultat de cette expérience. Elle est
discréte ou continue en fonction de la nature de la variable.

> variables aléatoires discrétes

[nb : on suppose que la variable ne peut prendre que des valeurs entiéres - par
extension, on peut traiter d’autres variables discrétes, voire non numérales,
qualitatives]

exemple : 4ge d’un individu

A chaque valeur x; que peut prendre la variable aléatoire X, il
correspond une probabilité

P (x;) = prob (X = x;)
La fonction P (x) est appelée distribution de probabilité.
La fonction de répartition F (x) est la distribution cumulée des
probabilités, cad

F (x;) = prob (X < x;)



% VARIABLE ALEATOIRE 1-D ET DISTRIBUTION

Université d
de inge THEORIQUE II
3¢ Bac AR, o puisque les résultats sont mutuellement exclusifs,
2023-2024
V. Denogl too
Z P (X,') =1
i=0
o la fonction de répartition est une fonction en escalier avec
0<F(x)<1
Variables avec F (—o0) =0 et F(+o00) = 1.

Exemple : jet d’un dé a six faces
Exemple : distribution uniforme discontinue

si on répete l'expérience suffisamment,
les distributions observées tendent
vers les distributions de probabilité.

125/249



Université
de Lidge |

3¢ Bac AR,

2023-2024

V. Denoél

Variables
aléatoires

126/249

B

VARIABLE ALEATOIRE 1-D ET DISTRIBUTION
THEORIQUE III

> variables aléatoires continues
[nb : la variable peut prendre des valeurs réelles sur un intervalle donné]
exemple : poids d’un individu

On peut dans certains cas déterminer la probabilité d’observer une
valeur comprise dans un intervalle donné [x; x + Ax]
prob (x < X < x 4 Ax)

En général, cette probabilité tend vers 0 pour Ax — 0 (la probabilité
d’obtenir exactement un résultat donné est généralement nulle). La

notion de distribution de probabilité n’a plus de sens.
Par contre, la notion de fonction de répartition garde tout son sens

F (x) = prob (X < x)
La probabilité d’observer X dans un intervalle est

prob (x < X < x+ Ax) = F (x + Ax) — F (x)

Si F (x) est dérivable,
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VARIABLE ALEATOIRE 1-D ET DISTRIBUTION
THEORIQUE IV

La fonction
dF
px (x) = x
est appelée la densité de probabilité de la variable aléatoire X. La
quantité px (x) dx représente la probabilité d’observer une réalisation de
X dans un intervalle de longueur dx centré sur x.

a. En raison de la définition, la fonction de répartition est un primitive
de la densité de probabilité :

X

F(x) = / px (t) dt
b. Normalisation de la densité de probabilité

+oo
[ px()dx = F (+o0) =1

—o0
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& VARIABLE ALEATOIRE 1-D ET DISTRIBUTION
THEORIQUE V

Relation entre statistiques et probabilités :

A la limite, pour un effectif infiniment grand (n — 4o00), ’histogramme
normé d’une distribution tend a se rapprocher de la densité de
probabilité.

Exemple : distribution uniforme continue sur 'intervalle [a;b]

1 sia<x<b
px (x) = ?

o

0 sinon

Exemple : distribution normale

—(x=p)?
e 202

PX(X):Um



VARIABLE ALEATOIRE 1-D ET DISTRIBUTION
THEORIQUE VI

Université |
de Liege |

3¢ Bac AR,
2023-2024 MATLAB : On peut utiliser la fonction Y=PDF(NAME,X,A,B) pour
V. Denogl estimer la densité de probabilité de variables continues et discontinues

de distributions courantes.
MATLAB : On peut utiliser la fonction Y=CDF(NAME,X,A,B) pour

estimer la fonction de répartition de variables continues et discontinues
de distributions courantes.

’beta’ or 'Beta’ ’bino’ or 'Binomial’

’chi2’ or ’Chisquare’ ’exp’ or ’Exponential’
’ev’ or ’Extreme Value’ ’f or 'F’
‘gam’ or 'Gamma’ 'gev’ or ’Generalized Extreme Value’
'gp’ or ’Generalized Pareto *geo’ or *Geometric
’logn’ or 'Lognormal’ ‘norm’ or 'Normal’
'poiss’ or 'Poisson’ ‘rayl’ or 'Rayleigh’
’t’ or 'T7 ’unif’ or 'Uniform’
’unid’ or ’Discrete Uniform’ ’wbl’ or "Weibull’
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1. Soit X une variable aléatoire normale (de moyenne nulle et
d’écart-type unitaire). Déterminez la probabilité que la variable X soit
comprise dans des intervalles [—no, no], avec n = 1,2, 3. Utilisez,

Variables éventuellement, la fonction cdf de Matlab.

aléatoires

2. L’age d’une population est supposé étre distribué selon une
distribution normale de moyenne p = 55 ans et d’écart-type o = 10 ans.
Quelle est la probabilité de dépasser I’age de 70 ans ?

(nb : quelle est la probabilité d’avoir un age inférieur & 0!7)
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%  VARIABLE ALEATOIRE 2-D ET DISTRIBUTION
il gd THEORIQUE I

3e Bac AR,
2023-2024 ’ 5 7. sor 7
Dans de nombreux cas, les résultats d’une expérience sont caractérisés

par deux (ou plusieurs) variables aléatoires. Elles peuvent étre discrétes

ou continues (ou mixtes) en fonction de la nature de la variable.

V. Denoél

> variables aléatoires discretes
A chaque couple de valeurs (X = x, Y = y) correspond une probabilité

P(x,y) =prob(X =xet Y =y)

La fonction P (x,y) est appelée distribution de probabilité.

T
=
g

L 3
D&+ Do2 IDe1-0e2)
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VARIABLE ALEATOIRE 2-D ET DISTRIBUTION
THEORIQUE 11

Université |
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3% Bac AR, La fonction de répartition F (x,y) correspondante est la distribution
2023-2024 7 1t 2 N
cumulée des probabilités, cad
V. Denoél
F(x,y) =prob(X < xet Y <y).
[forme idéalisée des distributions de fréquences cumulées]
o puisque les résultats sont mutuellement exclusifs,

+00 400

> Py)=1

x=0 y=0

o la fonction de répartition est une fonction “en escalier” avec

0<F(xy)<1

avec F (0,0) =0 et F (4o00,+00) = 1.
De plus, en sommant par rapport & une des variables, on retrouve les
distributions marginales

+o0 too
Px(x)=> P(xy) i Py(y)=>_P(xy)
y=0 x=0
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V. Denoél
> variables aléatoires continues
Si les variables aléatoires X et Y sont continues, la probabilité

d’observer une valeur de X comprise dans l'intervalle [x; x + Ax] et une
valeur de Y comprise dans lintervalle [y;y + Ay]

prob(x < X <x+Axety <Y <y+Ay)

tend en général vers 0 pour Ax — 0 et pour Ay — 0. La notion de
distribution de probabilité n’a plus de sens.
Par contre, la notion de fonction de répartition garde tout son sens

F(x,y) =prob(X <xet Y <y)
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V. Denoél

o N
AN
8RN

\
%ﬁqﬁh N

/
#@%&ﬂm“““

Variables
aléatoires

probabil Si F (x,y) est dérivable, on définit

9’F
Ox0y

pxy (x,y) =

comme étant la densité de probabilité conjointe des variables
aléatoires X et Y. La quantité pxy (x, y) dx dy représente la probabilité
d’observer une réalisation de X dans un intervalle de longueur dx centré
sur x, ainsi qu’une réalisation de Y dans un intervalle de longueur dy
centré sur y.
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V. Denoél

a. Normalisation de la densité de probabilité

+oo
// pxy (x,y)dxdy =1
— 00

b. En intégrant par rapport a 'une des variables aléatoires, on retrouve
les densités de probabilité marginales :

+oo +o0o
px (x) = / pxy (x,y)dy ;i py(y)= / pxy (x,y) dx
— o0 —o0
Exemple : distribution uniforme continue a deux dimensions
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INDEPENDANCE STOCHASTIQUE I

Université |
de Lidge |

3¢ Bac AR, Par extension de la définition de I'indépendance stochastique, on dit

2023-2024 . . . 7 .
que deux variables sont stochastiquement indépendantes si...
V. Denoél

> variables aléatoires discrétes
P(X:X,' et Y=y;)=P(X:X,')P(Y=y,') — Pxy (X,',y,')ZPX (X;) Py (y;)

Variables
aléatoires

> variables aléatoires continues

pxy (x,¥) = px (x) py (¥)
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INDEPENDANCE STOCHASTIQUE II

Université |
de Liege |

3t Bac AR, Exemple : jet de deux dés : distribution de la somme et du résultat le
2023-2024 , 7

plus élevé
V. Denoél . . . s s s
— les résultats des deux dés sont indépendants I'un de 'autre

Xi
yj 1 2 3 4 5 6 Total
! 1 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 1/6
éatorses 2 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 || 1/6
3 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 1/6
4 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 || 1/6
5 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 1/6
6 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 || 1/6

[ Totar | 176 [ /6 [ g6 [ g6 [y [y [ 1]
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soit z = x + y et v = max(x,y)
— les deux variables v et z ne sont pas indépendantes

llﬂ INDEPENDANCE STOCHASTIQUE III

z 1 2 3 4 5 6 Total
2 1/36 1/36
3 2/36 2/36
4 1/36 | 2/36 3/36
5 2/36 | 2/36 4/36
6 1/36 | 2/36 | 2/36 5/36
7 2/36 | 2/36 2/36 6/36
8 1/36 | 2/36 2/36 5/36
9 2/36 2/36 4/36
10 1/36 2/36 3/36
11 2/36 2/36
12 1/36 1/36
’ Total H 1/36 \ 3/36 \ 5/36 \ 7/36 \ 9/36 \ 11/36H 1 ‘
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TRANSFORMATIONS DE VARIABLES
ALEATOIRES I

Une transformation d’une variable aléatoire est elle-méme une variable

aléatoire. Connaissant px (x) et une transformation y (x), quelle est la
distribution py (y)?

Soit Fx (x) et Fy (y) les fonctions de répartition de X et Y.

Fx (x) =prob(X <x) ; Fy(y)=prob(Y <y)
2
29
0T T U
[ 05 10



TRANSFORMATIONS DE VARIABLES
ALEATOIRES 11

Université |
de Liege |

3% Bac AR, Si la transformation Y (X) est monotone croissante,
2023-2024
V. Denotl Fy (y) = prob (y (X) < y) = prob (X < x(y)) = Fx [x (y)]
Donc
d dFx [x (y
Py (1) = Fx e (] = X () LN ) (1)
dy dx
enrornes ® Sila transformation Y (X) est monotone décroissante,

py (v) = Ix" ()| px [x ()]
® Si la transformation est linéaire, la forme de la distribution
est conservée (voir exemples)
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TRANSFORMATIONS DE VARIABLES
ALEATOIRES III

Université
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3& Bac AR, Transformation linéaire d’une variable aléatoire uniforme
2023-2024 . . s . N . . . .
Soit Y = a+ bX, et X une variable aléatoire & distribution uniforme sur

V. Denoél [0; ]_]
1 sio<x<1
px (x) =

0 sinon
On a
_ / _
Variables y =a + bX _> y (X) - b
aléatoires
y—a ’ 1
x = — X = -
5 0=
Donc
1 : y—a 1 .
+ si0o< <1 + stafy<a+b
py(y)=4F . b = pr)=4L "
0 sinon 0 sinon

Une transformation linéaire d’une variable uniforme reste donc uniforme
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TRANSFORMATIONS DE VARIABLES
ALEATOIRES IV

Université
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024
V. Denogl Transformation linéaire d’une variable aléatoire normale
Soit Y = a+ bX, et X une variable aléatoire a distribution normale de
moyenne p et d’écart-type o
) 1 (x—p)?
px (x) = e 20
oV 2
rivwend Donc s
11 (5w 1 —(y—(a+ub)?
py (y) == e 202 =~ e 2bo)?
bov2r (bo) V2r

Une transformation linéaire d’une variable normale reste donc normale

La variable transformée est de moyenne a + ub et écart-type bo
Donc, si on considére b=c"! et a = —p/o, on réduit la variable X a
une variable Y de moyenne nulle et d’écart-type unitaire.
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2023-2024 1. On veut comparer deux méthodes différentes pour faire le relevé de
V. Denotl la hauteur d’un batiment, & savoir (i) par une méthode géométrique

basée sur la formule de Pythagore, (ii) par une méthode géométrique
basée sur la formule de Thales (voir figure ci-dessous).

Sachant que les cotes relevées sont X = 8500mm, Y = 9450mm,

X1 = 1000mm et X> = 4130mm et que les grandeurs mesurées peuvent
s’apparenter & des variables normales d’écart-type o = 1mm (lié a la
précision de la mesure), déterminez quelle méthode donne la mesure la
plus fiable.
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EXERCICES 11

2. Déterminez la distribution du carré d’une variable uniforme continue
sur lintervalle [0, 1] dont la densité est

1 sio<x<1
px (x) = .
0 sinon

Validez vos observations a ’aide de Matlab.

3. Déterminez la distribution du carré d’une variable normale de
moyenne unitaire (u = 1) et d’écart-type variable (o = 0.1, 1, 10) dont
la densité est R

—Xx

e 252

px (x) =

oV2r
Validez vos observations a ’aide de Matlab.

4. Distribution de probabilité du rapport entre la contrainte et la
résistance d’une barre de treilis
N

Safety = AF
y
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EXERCICES III

ou N, A et f, sont des variables gaussiennes représentant ’effort axial,
la section droite et la limite élastique.
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THEOREME CENTRAL LIMITE I

Somme de deux variables aléatoires continues indépendantes
Soit Z = X + Y. La densité de probabilité de z est donnée par

Démo :

Fz(z)

+oo +oo

pz ()= [ px(pv(z=x)dx= [ px(z=y)py () dy

—o0 —o0

prob(Z < z) =prob (X + Y < z)
+o0o
/ prob(x < X < x4 dx)prob(X + Y <z|x < X < x+ dx) dx

—o0

+o0 +oo
[ px(prob (¥ <z x) dx= [ px () Fy (2~ %) dx



THEOREME CENTRAL LIMITE II

Université |
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V. Denoél 1 sio<x<1 1 si0<y<1
px (x) = . popy(y) = .
0 sinon 0 sinon
donc
+oo
pz(2) = / PX(X)PY(Z*X)dXZ/dX
Variables —oo Q

aléatoires

ou Q est le domaine englobant les valeurs de x telles que 0 < x < 1 et
0<z—x<1l,cadd0<x<letz—1<x<z
Donc, z<1—-0<x<zet1l<z<2—-z-1<x<1. Etdonc,

z sio<z<1
pz(z)=K2—2z si1<z<2
0 sinon
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THEOREME CENTRAL LIMITE III

Exemple 2 : somme de deux variables normales

—(x—nx)? —(r—ny)?
()= ——e Tk py(y)=——e %
oxV2r oy\V 2w
donc
1 _(Z;:z)z
pz(z) = \/2—70_23 z

avec pz = jix + fiy et 0 = ok + oy

Une somme de variables aléatoires normales reste normale.

En fait, toute combinaison linéaire de variables normales reste normale
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Théoréme Central Limite
V. Denoél
Toute somme de variables aléatoires indépendantes tend vers une
variable aléatoire gaussienne lorsque le nombre de termes dans la
somme tend vers I'infini.
Variables

aléatoires

Somme de 2 variables Somme de 3 variables Somme de 4 variables

Exemple : distribution d’une somme de n variables aléatoires
(n=1,2,3,...)
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ESPERANCE MATHEMATIQUE I

On appelle espérance mathématique d’une variable aléatoire X la

grandeur
+oo

E[X]= / x px (x) dx

— o0

nb : analogie avec la définition de la moyenne X = 2 3~ x;n;.

Soit Y (X) une fonction de X. L’espérance mathématique de Y est donc
obtenue par

+oo +oo +oo
E[Y(X)lz/ypy(y)dy= /yx’(y) px(X () dy = [ ¥ () px (x)

—o0 —o0 —o0
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ESPERANCE MATHEMATIQUE II

a. Transformation linéaire de variables aléatoires

Ela+ bX]=a+ bE[X]

b. Espérance mathématique d’une somme ou différence

E[X+Y]=E[X]£E[Y]

c. Espérance mathématique d’un produit (si les variables sont
stochastiquement indépendantes)

E[XY] = E[X] E[Y]
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PARAMETRES DES DISTRIBUTIONS A UNE
DIMENSION [

La moyenne d’'une distribution de probabilité est ’espérance
mathématique de la variable aléatoire X correspondante

m = E[X]
La médiane est telle que
1
F(m) ==
() =3

Le mode correspond au maximum relatif de la densité de probabilité

La variance d’une distribution de probabilité est ’espérance
mathématique du carré de la variable aléatoire X déjaugée de sa

moyenne
+o00o

o =o? = E[(X —mp] = / (x — m)? px (x) dx
— 00
L’écart-type est la racine carrée de la variance. Le coefficient de
variation est le rapport entre I’écart-type et la moyenne.
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PARAMETRES DES DISTRIBUTIONS A UNE
DIMENSION I

Les moments centrés sont définis par

+oo
o= E[(X —m)] = / (x — m)* px (x) dx
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PARAMETRES DES DISTRIBUTIONS A UNE
DIMENSION III

Propriétés de la moyenne et de la variance
Soit Y = a+ bX

my = a+ bmy
2

2.2
oy = box

Soit § = X1 £ Xo (avec X1 et Xp stochastiquement indépendants)

ms = mx, & mx,

_ 2 2
0s = 0ox t0oX,



Université |
de Liege |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

155/249

PARAMETRES DES DISTRIBUTIONS A UNE
DIMENSION [V

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Quelle que soit la distribution de probabilité de la variable X, de
moyenne m et d’écart-type o, et quelle que soit la quantité
positive k, on peut démontrer que

1

P(X = m| 2 ko) < 3

— la proportion d’individus s’écartant de la moyenne de plus de k fois
I’écart-type est toujours inférieure 1/k>.

Démo : soit ¢ une constant positive et Q le domaine dans lequel
(X —m)’>c.



PARAMETRES DES DISTRIBUTIONS A UNE
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oo

o> = E [(Xf m)z] = / (X — m)* px (x) dx > /Cpx (x) dx

—o0 Q
Variabl
aléatoires

= c/px (x) dx = cprob [(X —m)? > c]
Q

En posant ¢ = k%02, on obtient
o2 > k22 prob [(X —m)?> k20'2:|

(cqFD)
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EXERCICES |

1. Calculer la moyenne et 1’écart-type d’une distribution continue sur [a; b].

2. Un industriel fabrique des axes et des coussinets de 20 mm de diamétre
moyen. Supposons que le diameétre extérieur A des axes soit une variable
aléatoire normale d’écart-type o4 = 0.05mm et que le diametre intérieur C
des coussinets soit une variable normale d’écart-type o¢c = 0.07mm. Dans
quelle proportion des cas les axes ne pourront-ils pas pénétrer dans les
coussinets 7 Que deviendrait cette proportion si on prévoyait, en moyenne, un
jeu de 0.1mm, en donnant aux axes un diametre moyen de 19.9mm ? Quel jeu
faudrait-il prévoir pour réduire cette probabilité de défaillance & 1% ?

3. Le revenu brut annuel des personnes de la population active de la ville de
Harelbeke peut étre assimilé a une variable aléatoire normale de moyenne
45100€ et d’écart-type 12600€. Quelle fraction de la population active
possede un revenu supérieur & 65000€ ?

4. [Jui2013] Un batiment non-mitoyen, de forme cubique de cété ¢ = 6.5
metres, est isolé par des matériaux isolants sur les facades ainsi que sur sa
toiture plate. Pour des raisons techniques, ces isolants sont différents. Pour les
fagades, la transmission thermique est U; = 1.15 W/mZK7 avec un coefficient
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EXERCICES 11

de variation de 10%, alors qu’elle est de U, = 1.8 W/m?K pour la toiture,
avec un coefficient de variation de 10% également (ces variables ont des
distributions normales). Pour une paroi de transmission U, la déperdition
calorifique par unité de surface s’exprime par

W=U-AT

ou AT = T; — T, = 30°C est la différence de température intérieur-extérieur.
o quelle est la densité de probabilité de la demande énergétique de ce
batiment ?

o quelle est la probabilité qu'une chaudiere de P = 10kW soit insuffisante
pour garder le batiment dans un régime de chauffage stationnaire ?

Réponses :
b5 = |b—al
1 M_ 7U_ 2\/5
2. (i) p=10.5; (ii) p = 12.3%; (iii) 0.2mm.
3.5.7%

4. pe = 8112W, 0. = 626W ; probabilité d’insuffisance = 0.13%
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DISTRIBUTION NORMALE [

Université
de Liege |
35 Bac AR, Une variable X possede une distribution normale réduite lorsque sa
2023-2024 densité de probabilité s’écrit
V. Denoél
1 2
¢(u) = —=e">
V2T

La fonction de répartition correspondante est

®(u) = /“ ¢ (x) dx

Distributions
de probabilité

importantes Densité de probabilité Fonction de répartition
0.4, 1
0.35|
08
03]
0.25) 06
s s
2 02 3
015 04
01
02
0.05|
-4 -2 [ 2 4 -4 -2 0 2 4
u u
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DISTRIBUTION NORMALE I

Université
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32 Bac AR, MATLAB : densité de probabilité
2023-2024 oqe . .
On peut utiliser la fonction Y=PDF(’norm’,u,0,1) pour estimer la

V. Denogl s s s . L.
not densité de probabilité d’une variable normale réduite.
MATLAB : fonction de répartition
ERF Error function.
iriable Y = ERF(X) is the error function for each element of X. X must be real. The
]‘D‘is‘t;i‘b‘utiuns error function is defined as : erf(x) = 2/sqrt(pi) * integral from 0 to x of
do probabilite exp(-t72) dt.

) u R L u/V2
o(u) = Wors e~ Tdx = N / e dt
7T—<X> i — 00
1 1 u/v2 ) 1+ erf (u/\/i)
= -4+ — / e_t dt = —
2 r 2
0

161/249
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DISTRIBUTION NORMALE III

Propriétés

my = E [U] =0
oy = E[(Ufmu)2] —1
o= 0 m=3
u P(U<u) | P(IUI<u) P (U] > u)
—o@) | =20(u)—1 | =2[1— & (u)]
1 0.8413 0.6826 0.3174
1.645 0.95 0.90 0.10
1.960 | 0.975 0.95 0.05
2.326 0.99 0.98 0.02
2576 | 0.995 0.99 0.01
3.000 | 0.999 0.998 0.002
3.201 | 0.9995 0.999 0.001




DISTRIBUTION NORMALE IV

Université
de Liege

32 Bac AR, Une variable X possede une distribution normale lorsque sa densité
2023-2024 1oy 2 52z .
de probabilité s’écrit
V. Denoél
1 _e=w?
PXx (X) = —=e8 252
V2o
On peut vérifier que E[X] = p et E [(X - M)2] =02

Jéat “ Densité de probabilité Fonction de répartition
Distributions o e3a-05 !
de probabilité 0.7]
importantes 0.8

0.6

05 06

Zo4 )
ol et . e
0.2
0.2
0.1
-4 -2 0 2 4 6 -4 -2 0 2 4 6
x x
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DISTRIBUTION NORMALE V

MATLAB : densité de probabilité

On peut utiliser la fonction Y=PDF(’norm’,x,moy,sigma) pour estimer
la densité de probabilité d’une variable normale de moyenne moy et
d’écart-type sigma.

Propriétés
a. Si X est une variable aléatoire normale de moyenne my et
d’écart-type ox, toute transformation linéaire
Y =a+ bX
posséde également une distribution normale de moyenne et d’écart-type

m, =a+ bmy et oy = |b|ox

b. En particulier, si X est une variable aléatoire normale de moyenne
my et d’écart-type ox, la variable réduite

7X—mx

U

Ox



DISTRIBUTION NORMALE VI
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est une variable normale réduite (moyenne nulle et variance unitaire).

c. La somme de deux ou plusieurs variables normales est également une
I distribution normale dont la moyenne est la somme des moyenne et
istributions
de probabilive dont la variance est la somme des variances.
d. Une proprité importante des variables aléatoires est celle du
théoreme central limite.
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DISTRIBUTION LOGNORMALE [

Une variable X possede une distribution log-normale lorsque son
logarithme Y = In X a une distribution normale. L’intervalle de
variation d’une telle variable s’étend de 0 & I’infini. On démontre que sa
densité de probabilité s’exprime par

1 7% (Ianmy):|2
o
Px (X) = ——=——e z
V2rnXoy
ou my, et o, sont les deux parametres de la distribution normale de la
variable Y.
Densité de probabilité Fonction de répartition
0.7 1
e tie, 1

0.6

m =26 =1 08

0.5) oo
04] m=40,=1 Ao.s
g g

0.3 04
0.2

0.2
0.1

0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
x x
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DISTRIBUTION LOGNORMALE II

MATLAB : densité de probabilité

On peut utiliser la fonction Y=PDF(’logn’,X,my,sy) pour estimer la
densité de probabilité d’une variable log-normale dont les moyenne et
écart-type de la distribution normale sous-jacente sont my et sy.

Propriétés
+o0
my = E[X]= / x px (x) dx = ™t/
0
o2 = E [(X - mx)z] = 2mrtoy <e‘75 - 1)

a. Si X est une variable lognormale, toute transformation de puissance

du type
Z=aX"

est également une variable lognormale.
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DISTRIBUTION LOGNORMALE III

Utilité : on utilise souvent la distribution log-normale pour représenter
des grandeurs qui sont nécessairement positives (longueurs, masses,

dimensions, etc.)
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DISTRIBUTION t DE STUDENT I

Les distributions t de Student sont caractérisées par une densité de
probabilité qui s’exprime par

p(t):c<1+§>7

dans laquelle t varie continiment de —oo & 400, k est une constante
entiere positive appelée nombre de degrés de liberté et ¢ une
constant entiere positive (dépendant de k) assurant la propriété
d’unicité.

k+1
2

Densité de probabilité Fonction de répartition

DA

0.8

0.6

()
F(t)

04

0.2




DISTRIBUTION t DE STUDENT II
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V. Denogl MATLAB : densité de probabilité
On peut utiliser la fonction Y=PDF(’t’,t,k) pour estimer la densité de
probabilité d’une variable a distribution t dont le nombre de degrés de
liberté est k.

Propriétés

Distributions
de probabilité

importantes m e 0

5 k
ot = — — 1
k—2 k>
k—2
= 3—— — 3
R k—4 k>

a. La distribution t est asymptotiquement normale (réduite) lorsque
k — 4o0.
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DISTRIBUTION Y? DE PEARSON I

Les distributions x> de Pearson sont caractérisées par une densité de
probabilité qui s’exprime par

2
_xX2
2 2

g_le_% ou p,o (XZ) = cxk’ e

px (x) =cx
dans laquelle la variable X varie contintiment de 0 & 400, k est une
constante entiere positive appelée nombre de degrés de liberté et c
une constant entiére positive (dépendant de k) assurant la propriété
d’unicité.

Densité de probabilité Fonction de répartition
0. 1
0.4] 08
k=1
k-2
03] k=3 06
< k=4 =
= P ic
02| 04
01 02
0
0 2 4,8 8 10 0 2 4, 6 8 10
x x
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MATLAB : densité de probabilité

On peut utiliser la fonction Y=PDF(’chi2’,X2,k) pour estimer la
densité de probabilité d’une variable x? dont le nombre de degrés de

liberté est k.

V. Denoél

Propriétés

Distributions
de probabilité m — k

importantes

N

o = 2k
v3 = 8/k
v = 3+4+12/k

a. Distribution en “i” lorsque kK = 1 ou k = 2. Distribution “en cloche”
lorsque k > 3.
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DISTRIBUTION Y? DE PEARSON III

b. Les distributions x? sont additives : une somme de deux distributions
X2 de degrés de libertés ki et ko est une autre distribution X2 de degré
de liberté ki + k.

c. Les distributions x? sont donc asymptotiquement normales.

d. La densité de probabilité du carré X d’une variable normale réduite
U, i.e. X = U?, est une variable x? de parameétre k = 1. Une variable x>
de parametre k = 1 est donc le carré d’une variable normale réduite.

e. Si deux variables U et X sont stochastiquement indépendantes et si
elles ont respectivement une distribution normale réduite et une

distribution x? de paramétre k, alors, la variable aléatoire

t =

==

possede une distribution t de Student de parameétre k.
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DISTRIBUTION F DE FISHER-SNEDECOR I

Les distributions F de Fisher-Snedecor sont telles que

kq+ko

p(x) = cx2 L (kix + ko)™ 2

dans laquelle la variable X varie contintiment de 0 & +o00, ki et k» sont
deux constantes entieres positives appelée nombre de degrés de
liberté et ¢ une constant entiére positive (dépendant de k) assurant la
propriété d’unicité.

Densité de probabilité Fonction de répartition
1
, (= tik = 12
08
—2k-12
038 b
K =3k = 12 06
= =
=08 Gk 12 T
04
0.4
02l 0.2
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
X X
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DISTRIBUTION F DE FISHER-SNEDECOR II
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On peut utiliser la fonction Y=PDF(’F’,X,k1,k2) pour estimer la
densité de probabilité d’une variable x? dont les degrés de liberté sont
k1 et k2.
Propriétés
dDeis;rriobbuaLll;i)lliltsé k2
importantes m =
ko — 2
k ko —2
0_2 _ 2[(2 1+ k2

2k (ko — 2)2 (ko — 4)
a. m—1et o — 0 lorsque (ki, k») — +o0.

b. v3 — 0 et 74 — 3 lorsque (k1, k2) — +00.
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DISTRIBUTION F DE FISHER-SNEDECOR III
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c. Si deux variables Y; et Y2 sont stochastiquement indépendantes et si
elles ont respectivement des distributions x? de parameétres ki et k»,
alors, la variable aléatoire

v

X = f

Distributions Y
de probabilité ko

importantes

est une variable de Fisher-Snedecor de parametres ki et ko.

d. Si X est une variable F de parametres (ki, k2), alors 1/X est une
variable F de parametres (ka, ki).
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PARTIE IV : STATISTIQUE INFERENTIELLE

ACQUIS D’APPRENTISSAGE :

e faire le lien entre statistiques descriptives et lois de probabilité, échantillon et
population

e prendre conscience que tout ce que I’on observe au quotidien n’est jamais qu’une
réalisation d’une expérience aléatoire

e apprendre a jauger le faculté de pouvoir extrapoler vers la population complete,
les résultats d’un expérience sur un fraction de celle-ci

e connaitre les principes généraux relatifs aux tests d’hypothése



CONTEXTE & OBJECTIFS

Université
de Liege

3e Bac AR, L
2023-2024 Statistique
V. Denosl Statistique inférentielle Théorie des
Y B ——————— e s
descriptive probabilités
échantillon
Statistique population

inférentielle

Distril
Echantillonnage

Les test
I'hypothése

o distribution d’échantillonage :
population supposée connue statistiquement — distribution de grandeurs
statistiques (contexte : échantillonnage aléatoire simple )

o tests d’hypothese
échantillon sondé / mesuré — population (avec intervalle de confiance)

exemple : age dans la classe
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QUELQUES DISTRIBUTIONS
D’ECHANTILLONNAGE I

> Distribution d’échantillonnage de la moyenne

Supposons que, dans une population infinie, on ait prélevé par
échantillonage aléatoire simple un premier échantillon de n
observations, et que ’on en calcule la moyenne correspondante

1 n
X1, X2y cees Xn = —> }:75 Xj.

Si on préleve un second échantillon, on obtient a priori un résultat
différent

1
1o ’ - _ ’
X1, X0y ey Xy = X = " E X; .

A chaque échantillon choisi correspondra une autre moyenne. Toutes
ces moyennes observées

X, x ?" ?’”

sont les réalisations d’une variable aléatoire X qui est fonction des n
observations Xi, Xo, ... X,, telle que

_ 1
X:;gx,-



QUELQUES DISTRIBUTIONS
D’ECHANTILLONNAGE II

Université
de Lidge |

3t Bac AR, Tout comme les variables aléatoires Xi, Xz, ... Xn, la nouvelle variable X
2023-2024 N . . . qes 2 . . .

posséde une distribution de probabilité. C’est la distribution
V. Denoél . .
d’échantillonnage de la moyenne.
Cadre : on suppose que les variables Xi, Xz, ... X, sont identiquement
distribuées et stochastiquement indépendantes (échantillonnage
aléatoire simple) . Leurs moyennes sont notées m et leurs variances sont

notées o2.

Distrib.

penamillonnaze  Peut on déterminer la distribution de probabilité de X ?
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V. Denoél 1< 1<
E[X] =E {nlzljx,} = ;Z;E[X;]_m

Variance de la distribution de X

n

1 1< o?
var [X] =var [n ZX,} =2 ;var [Xi] = —

i=1 n

Distrib.
Echantillonnage

La moyenne et I’écart-type (ou 'erreur-standard) de la moyenne d’un
échantillon aléatoire simple sont donc donnés par

(e

Em:m et ox=—
vn
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& QUELQUES DISTRIBUTIONS

iU D RCHANTILLONNAGE IV

3% Bac AR, Exemple : les X; sont distribués selon une distribution uniforme sur

sz [a, b] =[—1,1]; on a pu collecter n = 2 échantillons —(X1, X2)
V. Denoél

(% [ % [ %]

-0.802 0.625 -0.0885
0.792 0.847 0.8195
0.124 -0.912 -0.3940
Distrib. -0.187 | -0.632 | -0.4095
Echantillonnage

-0.654 0.812 0.0790

N = 100 —  E[X] =0.0064, 05 = 0.4061
N = 1000 —  E[X] =—0.0011, o5 = 0.4025
N = 10000 —  E[X] =—0.0042, 05 = 0.4055

1 b—a __
NN 0.4082

Théoriquement : E [X] = 0,05 =
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Distrib.
Echantillonnage
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QUELQUES DISTRIBUTIONS

D’ECHANTILLONNAGE V

Exemple : les X; sont distribués selon une distribution uniforme sur
[a, b] =[—1,1]; on a pu collecter n = 4 échantillons — (X1, X2, X3, Xa)

[ x [ % | % [ x [555%]

-0.802 0.625 -0.147 0.762 0.1095
0.792 0.847 0.986 -0.345 0.5700
0.124 -0.912 0.467 -0.951 -0.318
-0.187 | -0.632 | -0.356 0.843 -0.0830
-0.654 0.812 -0.845 0.476 -0.0527

N = 100 —  E[X] =0.0089, 05 = 0.3017

N = 1000 —  E[X] =—-0.0122, 05 = 0.2940

N = 10000 —  E[X] =-0.0024,05 = 0.2874

Théoriquement : E [X] =0,05 = %ﬁé’\g = 0.2887
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V. Denoél

Distrib.
Echantillonnage
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QUELQUES DISTRIBUTIONS
D’ECHANTILLONNAGE VI

> Sur la forme de la distribution de la moyenne X

a. Si la population-parent est distribuée normalement, la moyenne
observée est également distribuée normalement (conservation de la
normalité par transformation linéaire)

b. Si la population-parent n’est pas distribuée normalement, la moyenne
observée tend a devenir normale lorsque la taille d’échantillon n est
grande (théoréme central limite).



L
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2023-2024

V. Denoél

Distrib.
Echantillonnage
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QUELQUES DISTRIBUTIONS
D’ECHANTILLONNAGE VII

> Distribution d’échantillonnage de la variance

Supposons que, dans une population infinie, on ait prélevé par
échantillonage aléatoire simple un premier échantillon de n
observations, et que 1’on en calcule la variance correspondante

n

1

2 —\2

X1, X2, .y Xn — S :72 (x; —x)°.
n

i=1
Si on préleve un second échantillon, on obtient a priori un résultat
différent
1< 2
/ / / 2 / </
X1y X0y ey Xy — 5T = — E (x —x")".
n“
i=1
A chaque échantillon choisi correspondra une autre variance. Toutes ces

variances observées
52’ S/27 S//27 5/1/2’

sont les réalisations d’une variable aléatoire S? qui est fonction des n
observations Xi, Xo, ... Xy, telle que

1< 2
52:;Z(Xi*X)
i=1



QUELQUES DISTRIBUTIONS
D’ECHANTILLONNAGE VIII

Université
de Lidge |

3& Bac AR, Tout comme les variables aléatoires Xi, Xz, ... Xj, la nouvelle variable
2023-2024 | s e, 2 .

52 possede une distribution de probabilité. Cest la distribution
V. Denoél 52 . .
d’échantillonnage de la variance.
Cadre : on suppose que les variables Xi, Xz, ... X, sont identiquement
distribuées et stochastiquement indépendantes (échantillonnage
aléatoire simple) . Leurs moyennes sont notées m et leurs variances sont
notées .

Distrib.

eenanionnase  Pettt on déterminer la distribution de probabilité de 52?7
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3¢ Bac AR, Moyenne de la distribution de S?
2023-2024
V. Denoél 1o 2 1o 2
E[S?] = E|= Xi—X)| =E|= X; —m)?> — (X —
[ ] [n;( ) |:n11( m) ( m):|

= 1 e[oo-m) - E[x-m)]

o n—1
2 _ o2
n n

Distrib.
Echantillonnage

Variance de la distribution de S?
Dans le cas d’une distribution de population normale (y3 =0; v4 = 3),
on démontre que

— 2 —
var [52] =E [(52’1102) ] :2n 2104
n

n
De fagon générale, pour une population arbitraire,

n—1~v((n—-1)—n+3 ,
o

var [52] = p "
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QUELQUES DISTRIBUTIONS
D’ECHANTILLONNAGE X
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V. Denoél
La moyenne et 1’écart-type (ou l'erreur-standard) de la variance d’un
échantillon aléatoire simple sont donc donnés par
2(n—1) 4

E [52] :n;102 et 0o =-"———0
n n

Distrib.
Echantillonnage
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& QUELQUES DISTRIBUTIONS

Ul b BCHANTILLONNAGE XI

32 Bac AR, Exemple : les X; sont distribués selon une distribution uniforme sur
iw;fj:l [a, b] =[—1,1]; on a pu collecter n = 2 échantillons —(X1, X2)
] X \ X \ X% \ var (X1, Xa) ‘

-0.802 0.625 -0.0885 0.5091

0.792 0.847 0.8195 0.0008

0.124 -0.912 -0.3940 0.2683
Distrib. -0.187 -0.632 -0.4095 0.0495
B — -0.654 0.812 0.0790 0.5373

N =100 — E[S?] =0.1567,05 = 0.1899
N = 1000 — E[$?] =0.1718,05 = 0.1988
N = 10000 — E[S°] =0.1634,05 = 0.1949

L a2
Théoriquement : E [52] = 252 (220 — 0.1667, 052 =777 (dépend de 74)
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QUELQUES DISTRIBUTIONS
D’ECHANTILLONNAGE XII

Exemple : les X; sont distribués selon une distribution uniforme sur
[a, b] =[—1,1]; on a pu collecter n = 4 échantillons — (X1, X2, X3, Xa)

[ x [ % | x| x| 222005 T (4, X, X, X) |
-0.802 0.625 -0.147 0.762 0.1095 0.3970
0.792 0.847 0.986 -0.345 0.5700 0.2841
0.124 -0.912 0.467 -0.951 -0.318 0.3913
-0.187 | -0.632 | -0.356 0.843 -0.0830 0.3111
-0.654 0.812 -0.845 0.476 -0.0527 0.5041
N =100 E [$%] = 0.2781,052 = 0.1668

_>
N = 1000 —  E[$?] =0.2568,05 = 0.1469
N = 10000 —  E[S°] =0.2530,04 = 0.1526

P —23)?
Théoriquement : E [$?] = 432 022l — 0.25, o5, =727 (dépend de )
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QUELQUES DISTRIBUTIONS
D’ECHANTILLONNAGE XIII

> Sur la forme de la distribution de la variance S?

a. Si la population-parent est distribuée normalement, la variance
observée S est telle que
nS?
2
possede une distribution x? de paramétre k = n — 1.
[admis sans démonstration]

b. Si la population-parent n’est pas distribuée normalement, la variance
observée S% tend & devenir normale lorsque la taille d’échantillon n est
grande.

c. Si la population-parent est distribuée normalement, la variable
aléatoire

(Y—m)/ S2/(n—1)

posséde une distribution t de Student avec un parametre k = n — 1.
[quotient d’une variable normale réduite et de la racine d’une variable x?]



QUELQUES DISTRIBUTIONS

Université 92
wieegd  D’ECHANTILLONNAGE XIV
3% Bac AR, Exemple : les X; sont distribués selon une distribution uniforme sur
2023-2024
[av b] = [_1v 1]
V. Denoél
Distributions d’échantillonnage de la moyenne et de la variance des X;
pour n=2,4,8.
n=2 n=4 n=8
15 15 2
1 1
1
05 0.5
Distrib. o
Echantillonnage £ 05 0 05 1 1 05 0 05 1 1 05 0 05 1
Moyenne Moyenne Moyenne
n=2 n=4 n=8
30 3 4
20 2
2
10 1
00 0.5 1 O0 05 1 00 0.5 1
Variance Variance Variance
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# QUELQUES DISTRIBUTIONS

D’ECHANTILLONNAGE XV

Exemple

: les X; sont distribués selon une distribution normale réduite

Distributions d’échantillonnage de la moyenne et de la variance des X;

pour n = 2,4,8.

n=2 n=4 n=8
0.4 1 1
0.2 A 05 : 05 N
9 9 A 9
-10 5 0 5 10 -10 5 0 5 -10 5 0 5
Moyenne Moyenne Moyenne
n=2 n=4 n=8
2 04 04
1 02 k 02
0 L 0 0
0 20 40 60 0 10 20 30 40 0 5 10 15 20
Variance Variance Variance



QUELQUES DISTRIBUTIONS
D’ECHANTILLONNAGE XVI

Université

de Liege |
3¢ Bac AR,
2023-2024
V. Denoél
Autres distributions
rem : on parle également d’autres types de distributions, celles :
o de la médiane
o < . ~ 1
Distrib. E [X] =M ; var [X] ~
Echantillonnage 4nf2 (ﬁ'l)

donc, pour une population normale, var [5(] ~ wa?/(2n).
o de 'amplitude
o du mode

o des valeurs extrémales
o ...

195/249
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PRINCIPES GENERAUX I

> La connaissance théorique des distributions d’échantillonnage

A tout parametre v d’une population quelconque, on peut associer une
série (infinie) de valeurs observées g, g’, g”, ... qui pourraient étre
calculées a partir d’échantillons successifs de méme effectif, prélevés
indépendamment les uns des autres, dans des conditions identiques. Ces
valeurs sont des valeurs observées d’une variable aléatoire G et cette
variable est une fonction des différentes variables aléatoires qui peuvent
étre associées a chacun des individus des échantillons

G = G (X1, Xz,..Xn)

En supposant que ’échantillon est aléatoire et simple, on peut calculer
la moyenne et la variance de G

me=E[G] ; oi=E [(G - mg)Z]

et, si possible, la distribution compléte (distribution
d’échantillonnage).



PRINCIPES GENERAUX II

Université
de Lidge |

3t Bac AR, En fonction de considérations théoriques, les distributions
2023-2024 , . N
d’échantillonnage peuvent étre connues :

V. Denoél . . N
(i) soit d’une maniere exacte,
exemple : si la population-parent est normale, la distribution de la moyenne
d’échantillon est normale, celle de la variance est x?, celle du rapport
moyenne/variance est t.
(ii) soit de fagon approchée (p.ex. normalité asymptotique).
exemple : si la taille de I’échantillon est “suffisamment grande”, on peut

Distrib. approcher les distributions de la moyenne, de la variance ou de la médiane par

Echantillonnage

des distributions normales. Il suffit donc dans ce cas d’estimer la moyenne et
la variance de la distribution.
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PRINCIPES GENERAUX III

Exemple : les X; sont distribués selon une distribution uniforme sur
[37 b] = [715 1]

(1) Quelle est la probabilité que la moyenne de n = 4 nombres tirés
au hasard soit supérieure a 0.57

(ii) Quelle est la probabilité que la variance de n = 8 nombres tirés

au hasard soit supérieure a 0.57
(nb : le coefficient d’aplatissement d’une distribution uniforme sur [a; b] vaut
1.8, Va,Vb > a)
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V. Denoél
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PRINCIPES GENERAUX IV

Solution
(i) La distribution d’échantillonnage de la moyenne donne
o2 122
Em:m:O ; varXZT ZE_00833
La distribution de la moyenne peut étre approchée par une
distribution normale de moyenne nulle et d’écart-type égal a
0.2887. La probabilité de dépassement de 0.5 vaut donc

0.5
0.2887

prob (X > 0.5) :17¢( ) =4.16%

(ii) La distribution d’échantillonnage de la variance donne

-1 2
N1 T2 o017
n 812
n—1~y(n—-1)—n+3 ot
n? n

E[s?] =

= 0.01155

var [52} =



PRINCIPES GENERAUX V

Université

de Liege |

3 Bac AR, La distribution de la variance peut étre approchée par une
2023-2024 . . . , , N
v Denser distribution normale de moyenne 0.2917 et d’écart-type égal a

0.1074. La probabilité de dépassement de 0.5 vaut donc

0.5 —0.2917

2>05)=1-¢
prob(S _05) ( 01074

) — 2.60%

Distrib.
Echantillonnage
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PRINCIPES GENERAUX VI

> La connaissance empirique des distributions d’échantillonnage

(i) Lorsque la détermination de la distribution d’échantillonnage est
difficile sur des bases théoriques, on peut en obtenir une estimation sur
base des méthodes de simulation (simulation de Monte Carlo). —
génération de séries de nombres aléatoires et utilisation de la statistique
descriptive.

(ii) Lorsque la distribution de la population-parent n’est pas connue, il
est possible d’utiliser des méthodes de rééchantillonnage (p.ex.
Jackknife, Bootstrap)

Dans la méthode du Jackknife, on élimine chacun des individus
constituant ’échantillon initial de sorte a former n sous-échantillons
d’effectif n — 1. On calcule ensuite la valeur du parametre y pour ces n
sous-échantillons et on étudie ainsi la distribution des valeurs obtenues.

Dans la méthode du Bootstrap, on forme & partir d’un échantillon
d’effectif n une série de sous-échantillons d’effectif n (également!), en
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PRINCIPES GENERAUX VII

procédant a un tirage aléatoire, avec remise. On calcule ensuite la
valeur du parametre  pour les sous-échantillons formés et on étudie
ainsi la distribution des valeurs obtenues.

! GRANDE DEPENDANCE VAV DE LA QUAIAI’I‘I:D DE L'ECHANTILLON INITIAL !



PRINCIPES GENERAUX VIII

3 Bac AR, Ezxemple : utilisation d’'une méthode de simulation pour
N représenter la distribution d’échantillonnage de ’amplitude

V. Denoél . 5 , . . ,
(max-min) d’un échantillonnage de n valeurs uniformément
choisies entre -1 et 1.
n=2 n=4 n=28
14 0 18
12 0.8 B 16
0.7 : 14
1
0.6 B 12
Distrib. 08 X 05 1
Echantillonnage
06 0.4 0.8
0.3 0.6
0.4
0.2 0.4
02 0.1 B 0.2
0 0 0

5 1 15 5 1 1.5 5 1 15
Amplitude Amplitude Amplitude
calculé par simulation de Monte-Carlo (N = 10%).
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PRINCIPES GENERAUX IX

> L’importance de la notion de distribution d’échantillonnage

Toute personne qui travaille par enquéte non exhaustive, ou
expérimentation, doit étre consciente que les résultats qu’elle
obtient ne sont pas une image intangible de I’ensemble des
individus auxquels elle s’intéresse.

o Une répétition de la méme enquéte ou de la méme expérience
dans des conditions identiques devrait toujours conduire, tout
naturellement, & des résultats différents de ceux de la premiere
enquéte ou expérience.

o il est bon d’avoir une certaine connaissance de ’ordre de
grandeur des différences qui peuvent exister entre les résultats de
plusieurs répétitions éventuelles d’une méme enquéte, ou d’une
méme expérience, réalisée dans les mémes conditions (— utiliser
les distributions d’échantillonnage).
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PRINCIPES GENERAUX X

En termes de coefficients de variations,
CVy = ox _o/vn _ CVx
E [X] m NG
ou CVx est la variabilité de la moyenne d’un échantillon et CVx

est la variabilité de la variable étudiée.
Si la population-parent possede une distribution normale,

2(n—1) &2

Oc2 2
CVep =—52_ — n =
T E[S? 2152 n—1
1 1
CVe="25 ~n -

E[S] ~ V2n—3  van

Ezxemple

Soit un échantillon aléatoire et simple d’effectif n = 10 & 100, issu d’une population
supposée normale. Le coefficient de variation de la population est CVx = 10%
(usuel).

Le coefficient de variation de I’échantillon vaudra 3.16% (resp. 1%) pour les
échantillons d’effectifs n = 10 (resp. n = 100)

0.10 0.10
Vo = 222 —3.16% CVy = —— — 1.00%
X 10 * X T /100 °



LLois DES GRANDS NOMBRES I
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V. Denoél

> La loi (faible) des grands nombres

On s’attend a ce que les écarts X — m soient d’autant plus petits que les
effectifs des échantillons sont grands. On peut démontrer
(Bienaymé-Tchebytchev) que

Distrib.
Echantillonnage

lim P(|X—m|<e)=0

n—-+oo

pour toute valeur de €, aussi petite soit-elle.

206/249



EXERCICES |

32801;;“2?22( 1. Que valent la moyenne et I’écart-type des résultats qu’on peut obtenir, si

on choisit au hasard et indépendamment 10 nombres entiers pouvant aller de
149 et qu'on calcule la moyenne des 10 nombres choisis ?
[un méme nombre peut étre choisi plusieurs fois et tous les nombres ont la

V. Denoél

méme probabilité d’étre choisis]
Quelle est approximativement la probabilité que la moyenne des 10 nombres
choisis soit supérieure & 67

2. L’age d’une grande population est représenté par une distribution normale
I de moyenne 65 ans et d’écart-type 18 ans. On interroge 20 personnes, choisies
Echantillonnage au hasard par un échantillonnage complétement aléatoire.

2.1. Que valent la moyenne et ’écart-type de I’dge moyen dans ’échantillon ?

2.2. Que valent la moyenne et ’écart-type de la variance dans ’échantillon ?

2.3. Quelle est la probabilité que I’dge moyen d’un groupe de 30 personnes

choisies au hasard soit supérieur a 70 ans ?

2.4. Combien de personnes faut-il sélectionner pour que la moyenne de leur

Age soit supérieure & 40 ans, avec 1% de défaillance ?

Calculez les solutions des problémes puis validez et illustrez vos résultats a
l’aide de Matlab (par simulation).
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EXERCICES 11

3. [Jui2013] Des statistiques sur un trés grand nombre de fournisseurs
indiquent que le prix de vente du metre cube de béton est une variable
aléatoire lognormale de moyenne 100€ et d’écart-type 22€.

Afin de réduire ses chances de passer commande & la centrale la plus chére (on
imagine qu’il n’est pas possible d’obtenir de devis), un architecte décide, pour
chaque nouveau chantier, de passer commande en part égale & deux centrales
choisies arbitrairement parmi ce grand nombre de fournisseurs.

Apres un grand nombre de chantiers réalisés,

e quel est le prix moyen qu’il a payé pour un metre cube de béton ?

e quel est la variabilité du prix payé autour de cette moyenne ?

e aurait-il été plus intéressant de faire la méme chose, mais en répartissant sa
commande entre 4 fournisseurs ? Comment changent dans ce cas les
estimations ci-dessus ?

4. Chaque année, le jogging des 10km de Liége attire de nombreux
participants. Cette année, la vitesse des coureurs avait une distribution
normale, avec une moyenne de 11,45 km/h et un écart-type de 1,7 km/h.
(i) quelle est la probabilité que 15 coureurs pris au hasard sur les 500
participants courent en moyenne a plus de 14km/h?

(ii) quelle est la probabilité que la vitesse moyenne de 3 coureurs pris au
hasard soit supérieure & 12 km/h?



EXERCICES III

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

(iii) quelle est la probabilité que la variance des vitesses de 3 coureurs pris au
hasard soit supérieure & 2 (km/h)2?
Réponses
2. (1) moy=65 ans, std=4.02 ans; (2) moy=308 ans?, std=99.9 ans?; (3)
prob=6.43%; (4) n = 3 personnes
Distrib. 2.2
Echantillonnage
2.3
2.4
3
4

209/249



LES PROBLEMES D’ESTIMATION I

Université |
de Liege |

3¢ Bac AR, Objectif : estimer, & partir d’un échantillon, les valeurs numériques des
2023-2024 N . .
parametres de la population (moyenne, variance, etc.). Comment

V- Denotl chiffrer, en probabilité, I'estimation que ’on peut donner.

> Estimation de la moyenne
La meilleure estimation de la moyenne m d’une population qui puisse
étre déduite d’un échantillon aléatoire et simple, est (& premiére vue),
la moyenne X de ’échantillon :
m=Xx
Distrib:
Petandlionnnee En effet, pour ’ensemble des échantillons qui pourraient étre
rencontrés, on doit s’attendre a retrouver, en moyenne, la “vraie” valeur
de la population
E’[j(] =m
nb : la dispersion des différentes estimations de la moyenne, autour de
cette moyenne m, est mesurée par ’erreur-standard de la moyenne

ox = o//n.
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LES PROBLEMES D’ESTIMATION II

Autres estimateurs de la moyenne de population
(i) On pourrait choisir d’utiliser la médiane de 1’échantillon X (au lieu
de la moyenne), comme estimateur de la moyenne de la population

m=Xx

On retrouve également, en moyenne, la vraie valeur de la moyenne de la

population (car E [5( } = m). Cependant la dispersion est plus

importante car oy ~ o+/7/(2n) > o/+/n (si n > 2).

— P’estimation M = X est plus efficace que Mm = %

En d’autres mots, pour avoir la méme erreur-standard, il faudrait avoir
un échantillon d’effectif n’ plus grand lorsqu’on utilise la médiane
comme estimateur

o2 7wl , T

— = — n"=—-n~157n

n 2n’ 2




LES PROBLEMES D’ESTIMATION III

3¢ Bac AR, (ii) On pourrait utiliser, comme estimation de la moyenne de
2028-2024 population, la moyenne des valeurs extrémales
V. Denoél
fy — Xmin + Xmax X1+ Xn
2 2
(méthode du mid-range). Cette méthode est cependant fortement
affectée par la présence d’outliers dans les mesures.
(iii) A la place, on peut utiliser une moyenne élaguée, définie par
Distrib. 1 n—1
Echantillonnage
m= ZX,‘
n-23

212/249



LES PROBLEMES D’ESTIMATION IV

Université |
de Liege |

3% Bac AR, > Estimation de la variance
2023-2024 . . . . . .

On pourrait croire que la meilleure estimation de la variance ¢ d’une
V. Denogl population est simplement donnée par la variance s> d’un échantillon...

mais non! On obtiendrait sinon, en moyenne, une valeur différente de
la variance de la population, puisque

-1
E[s?] = 1—0o2
n
On corrige cette erreur systématique (un biais) en définissant

Distrib. n 1 n
Echantillonnage ~ —\2
62 = §? = E (xi —X)

de sorte que Iespérance mathématique soit bien égale & o°. Dans le cas
d’une population normale, 'erreur-standard de cette estimation est

nS? n n /2(n—-1) , 2,
_ / 2] — A\l S A .
var { } var [S . o o

n—1 n—1 n—1 n—1
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LES PROBLEMES D’ESTIMATION V
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32 Bac AR, Rem : 6 n’est pas nécessairement une bonne estimation de ’écart-type.
soasmmon On peut montrer que les résultats obtenus produisent systématiquement
un écart-type trop faible (de 'ordre de 6% pour 5 individus, de 'ordre
de 3% pour 10 individus, de ordre de 1% pour 20 & 30 individus)

V. Denoél

Distrib.
Echantillonnage
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LES PROBLEMES D’ESTIMATION VI

> Principes généraux de P’estimation

Considérons une population quelconque dont la distribution de
probabilité dépend d’un parametre -, ainsi qu’un échantillon d’effectif n
de cette population. On appelle estimateur du parametre -, toute
fonction G des valeurs observées (ou de certaines de ces valeurs),
susceptible de servir a estimer  par

G =G (X1, Xz, ... Xn)
o la premiére qualité d’un “bon” estimateur est I’absence d’erreur
systématique, ou de biais. Donc, en moyenne, on doit idéalement

retrouver
E[G] =~

— estimateur non biaisé (ou impartial).

Exemple : la moyenne d’échantillon est un estimateur impartial de la moyenne
de la population ; la variance d’échantillon est un estimateur biaisé de la
variance de la population.



Université |
de Lidge |

3¢ Bac AR,
2023-2024

V. Denoél

Distrib.
Echantillonnage

216/249

LES PROBLEMES D’ESTIMATION VII

o la seconde qualité d’un “bon” estimateur est de posséder une précision
suffisante. Cette précision est mesurée par le moment d’ordre 2 par
rapport a la valeur théorique

E[(c -]

Pour des estimateurs non biaisés, ce moment se confond avec la
variance de la distribution d’échantillonnage

E [(G 77)2] -E [(G - mg)Q] =02

Exemple : la moyenne d’échantillon est un estimateur plus précis que la
médiane.

o la précision des estimateurs est cependant limitée. A tout parametre
.- 2

v correspond une valeur minimum de E [(G ) } en-dessous de

laquelle il est impossible de descendre (quelle que soit la fonction G

choisie). L’estimateur G qui permet de minimiser cette variance est dit

de variance minimum.
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LES PROBLEMES D’ESTIMATION VIII

Dans le cas d’estimateur non biaisés, on peut démontrer que cette
variance minimum est

1

o X; 2
nf*e (%W) f (x;) dx

(cette valeur ne dépend donc que de la distribution de la population et
de Veffectif d’échantillon).

Un but poursuivi consiste donc a trouver un estimateur G qui permet
d’atteindre cette valeur minimale, mais cette solution n’existe pas
toujours.

A défaut, certains estimateurs sont asymptotiquement de variance
minimum, cad que cette variance minimum peut étre atteinte pour une
taille d’échantillon tendant vers l'infini.

o une autre qualité d’un “bon” estimateur est d’étre relativement
insensible aux valeurs anormales (outliers).

Exemple : la moyenne des deux valeurs extrémales (max et min) d’échantillon
est plus sensible aux outliers que la médiane d’échantillon.
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LES PROBLEMES D’ESTIMATION IX

Exemple : Estimation de la variance d’une distribution normale

Puisque la distribution de probabilité est donnée par

la variance minimale vaut

L’estimateur

n’est qu’asymptotiquement efficace puisque

f (x,07) 1 _tem?
x,0°) = e 20
V2mo?
1 . 20*
. aInf(xi7) )2 a
nIE () F ) ax "
2= _" g2
n—1
2 2 4 4
2(n—1 2
1) Var[sz}:(njl) e n2 o nil
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METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
|

La méthode du maximum de vraisemblance est une méthode qui
permet de déterminer les estimateurs qui possedent les qualités
discutées avant.

Elle consiste & choisir, comme estimation de tout parametre ~, la valeur
la plus vraisemblable, cad celle qui a la plus forte probabilité de
provoquer l'apparition des valeurs réellement observées.

La fonction de vraisemblance est la probabilité relative aux valeurs
observées xi, ..., Xn, exprimée en fonction du parametre v de la
distribution de la population. Pour un échantillon aléatoire et simple, la
fonction de vraisemblance s’écrit

L(v;x1,...xn) = F (x1;79) f (x2;7) ...f (Xn; )
Les estimateurs du maximum de vraisemblance correspondent au
maximum de cette fonction (définition). On les obtient en résolvant
oL
= =0
Oy
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METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
11

ou en annulant la dérivée de son logarithme

OlnL :zn: Alnf (xi;7) —0
oy oy

i=1
a. On peut démontrer que cette méthode fournit toujours des
estimateurs de variance minimum.

b. La distribution des estimateurs obtenus est toujours
asymptotiquement normale.

c. Les estimateurs obtenus ne sont pas toujours non biaisés.



METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
111

Université |
de Liege |

3% Bac AR, Exemple : Estimation de la moyenne et de la variance d’une
2023-2024 . . .
distribution normale

V. Donotl Puisque la distribution de probabilité est donnée par
1 _ (xfm)2
f(x,0%) = e 202
( ) V2no?
L= S nf(in) = —3 | Lin (o) + G2
n _Zn (xi;v) = —Z ~In(2mc®) + =
i=1 i=1
Eenantillonnage n 2
Seha age - N o1 (x — m)
= 77|n(2ﬂ'a)7527

et donc I'annulation de la dérivée par rapport a la moyenne donne

alnL:i(xifm):o

om ; o2
i=1

soit,
1
n
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V. Denoél

L’annulation de la dérivée par rapport a la variance donne

dlnlL n +12'1:(X,-7m)2 0
do? 202 24~ o4

Distrib. .

Echantillonnage SOlt7

1 n
&2:72(x,-—m)2.
N
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METHODE DES MOMENTS I

La méthode des moments est une autre approche permettant de
déterminer les estimateurs pour les k parametres d’une distribution
d’une population. Elle consiste a imposer 1’égalité entre les k premiers
moments estimés de la population (exprimés en fonction de k
parametres) aux k premiers moments de 1’échantillon.

En termes de moments non centrés, on obtient ainsi un systéme
d’équations

Gk (A1, 9k) = ak

a. La distribution des estimateurs obtenus est toujours
asymptotiquement normale.

[Exemples]
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INTERVALLES DE CONFIANCE I

Principe de ’estimation :

Objectif: estimer, & partir d’un échantillon, les valeurs numériques
des paramétres de la population (moyenne, variance, etc.). Comment
chiffrer, en probabilité, l’estimation que 1l’on peut donner.

Donner la valeur estimée ne suffit pas. Compléter par :

- I’erreur-standard ;

- la détermination d’un intervalle (autour de la moyenne) dont on a de
bonnes raisons de croire qu’il contient la “vraie” valeur du parametre
recherché — intervalle de confiance

Soit le parametre v et I'estimateur G. On cherche G < G < G, tels que
Pintervalle de confiance [G1; G2] a une forte probabilité de contenir ~.
On se donne un degré de confiance (ou niveau de confiance) proche
de 'unité, noté 1 — a (avec @ < 1) et on détermine G; et G, de fagon a
ce que

P(G<y<G)=1-a.

Souvent, o = 0.05, @« = 0.01 ou o = 0.001.
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INTERVALLES DE CONFIANCE II

Dong, en affirmant que Uintervalle [Gi; G2] contient la vraie valeur de 7,
on commet une erreur dont la probabilité est a.

Attention : le risque total « peut étre réparti d’une infinité de facons
différentes (une équation, deux inconnues).
P(y<G)+P(G<7v)=a.

Souvent, on divise le risque en deux parties égales

o
P(’Y<G1)=P(Gz<7)=§~



INTERVALLES DE CONFIANCE III
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om0 Intervalle de confiance de la moyenne (d’une population normale)

V. Denoél J—
Nous avons déja un estimateur X de la moyenne. L’intervalle de

confiance de la moyenne |Xj; Yz] est défini par

P(m<X1)=P(Xo<m)=2

Soit L L
X1=X—di ; Xo=X+do
Distrib.

e lonnage On cherche donc di et d> tels que
P@_m>m)zpm_Y>@):§

[nb : pour une population normale, on sait que X est une variable aléatoire
normale de moyenne m et d’écart-type o/+/n]

Dans le cas d’une population normale, la variable réduite

X-m
NG
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32 Bac AR, est une variable normale réduite. On cherche donc d; et d» tels que
2023-2024
. di —db @
V. Denoél P U> ):P(U< ):—
( G ojvn) 2

Si on note u;_ /2 le nombre tel que ¢ (U1_a/2) =1-a/2

@ & di=d Z

= = uq_ = = uy_ .

o/v/n  ojyn o2 VTR T a2l
L’intervalle de confiance est donc

. o o
I= m*“1-a/2ﬁ;m+ul—a/2ﬁ

L’écart-type o de la population-parent n’est pas toujours connu. On
peut le remplacer par son estimation & (si n 2 30) de sorte que

Distrib.
Echantillonnage

N 6, &
I'= {m— ul—a/Qﬁ; m+ ul—a/Qﬁ:|
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INTERVALLES DE CONFIANCE V

Quelques remarques générales

Les développements peuvent étre étendus facilement aux intervalles de
confiance de n’importe quel parametre v de distribution normale (ou
asymptotiquement normale) et dont l'erreur standard o¢ est connue :

I =[8—th_a/06; &+ U1_0/206]

o Lorsque l'erreur standard o¢ n’est pas connue, on peut
éventuellement obtenir une estimation en la remplacant par 6¢, ce qui
est valable lorsque 'effectif n est grand (! pas toujours 30, cela dépend
de la distribution).

o Lorsque la distribution du parametre v n’est pas normale, on peut
reproduire le méme raisonnement (ex : intervalle de confiance de la
variance d’une population normale).
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Attention & interprétation erronnée. L’intervalle de confiance :
o N’EST PAS l’intervalle tel qu’il y ait une probabilité 1 — a d’y
trouver la moyenne de la population,
Distrib. o est tel que, en moyenne, si on répétait 'opération d’échantillonnage
Fenentilonnase un grand nombre de fois, la vraie valeur de la moyenne aurait une
probabilité 1 — a de se trouver dans 'intervalle.

229/249
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ESTIMATION DU NOMBRE D’OBSERVATIONS I

Question : quel est le nombre minimum d’observations a réaliser pour
atteindre, lors de 'estimation des parametres, une précision donnée,
avec un degré de confiance 1 — a?

Dans le cas de la moyenne, on choisit n de fagon & ce que ’écart
|X - mL ne dépasse une valeur fixée d (choisie a priori) qu’avec une
probabilité «, cad

o2

_ 2
— n= ul—a/zﬁ

g
d= ulfa/Zﬁ
Exemple, si o = 0.05, il faut que n > 3.8402/d>.

nb : on peut remplacer ¢ par &.
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EXERCICES |

1. Les résultats au test d’anglais de base en premiere année d’ingénieur sont
distribués suivant une loi normale de moyenne m = 62 et d’écart-type o = 25.
On fait passer le test & 30 nouveaux étudiants. Quelle est la probabilité pour
que la moyenne de I’échantillon soit comprise entre 70 et 80 [%)] ?

2. La taille d’'un ensemble de gymnastes est représenté par une distribution
normale de moyenne 155cm et d’écart-type 20cm. On sélectionne 30
gymnastes via un échantillonnage aléatoire. Déterminez

(i) la moyenne et I’écart type de la taille moyenne de 1’échantillon

(ii) la moyenne et Décart type de la variance de I’échantillon

(iii) la probabilité que la taille moyenne d’un groupe de 10 personnes soit
inférieure & 130cm

(iv) admettons que la moyenne de la population (155cm) soit inconnue, mais
que 'on désire 'estimer a partir d’un échantillon. Quelle est la taille de
I’échantillon & considérer pour que ’on obtienne un intervalle de confiance de
10cm (avec un degré de confiance de 0.95) ?
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Réponses
1. p = 4,002%.
i — [ — - (i1 2] — 2. —
— 2. (i) E [X] =155 cm; o = 3.651 cm; (ii) E [S?] = 386.7 cm?; 052 = 101.5

Echantillonnage cm2 ; (111) p= 4 . 1075 ; (1v) n 2 62.
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20282034 Test d’hypothése ou test de signification : vérification, a partir des
V. Denosl données d’un ou de plusieurs échantillons, la validité de certaines

hypotheses relatives & une (ou plusieurs) populations.

11 existe différents tests :

> test d’ajustement : vérification si un échantillon observé peut étre

considéré comme extrait d’une population donnée.

ex : une variable observée/sondée est-elle extraite d’une population qui possede

une distribution normale 7 - voir si les écarts entre les fréquences relatives
D observées et la densité de probabilité normale peuvent étre dus au hasard de
S I’échantillonnage, ou s’ils doivent étre attribués a d’autres facteurs

Les tests
d’hypothése

> test d’indépendance : controler, a partir d’un échantillon,
I'indépendance stochastique de deux ou plusieurs critéres de

classification (généralement qualitatifs).
ex : le type de profession au sein d’une population est-il indépendant de la
situation d’état civil ?

> test de conformité : visent également & comparer un échantillon
observé et une population théorique, mais dans un but plus restreint : il

234/249
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PRINCIPES GENERAUX II

vérifie si un échantillon donné peut étre considéré comme extrait d’une
population possédant (non pas une distribution entiérement spécifiée
mais) seulement une moyenne donnée ou une variance donnée, ou tout
autre parametre.

(souvent utilisé pour vérifier si un échantillon prélevé satisfait & des
prescriptions normatives)

— test de conformité de moyenne, test de conformité de variance, test
de conformité de coefficient de corrélation, etc.

On vérifie si la différence entre la valeur observée et la valeur théorique
peut étre attribuée au hasard de I’échantillonnage ou non.

> test d’égalité ou d’homogénéité : comparer entre elles
différentes populations, a I'aide d’un méme nombre d’échantillons.
— test d’égalité de moyenne, test d’égalité de variance, test
d’égalité de coefficient de corrélation, etc.
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PRINCIPES GENERAUX III

On vérifie si la différence entre les valeurs observées (moyennes,
p.ex.) de deux séries de mesures peut étre attribuée au hasard de
I’échantillonnage ou non.
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PRINCIPES GENERAUX IV

Principes
1. Emettre un hypothese a tester (hypothése nulle Hy)

2. On mesure [’écart observé entre (i) certaines caractéristiques de
Péchantillon et de la population (ajustement et conformité) ou (ii) entre
certaines caractéristiques dans différents échantillons (égalité).

3. On calcule la probabilité d’observer un écart aussi important, en
supposant que 1’hypothese nulle est vraie.

Si cette probabilité est élevée, on considere 'hypothése comme plausible
et on Paccepte (au moins provisoirement).

Si cette probabilité est faible, i.e. inférieure & un niveau de
signification préalablement fixé, I’écart observé apparait comme peu
compatible avec '’hypothese nulle, et on la rejette.
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PRINCIPES GENERAUX V

Test d’hypothese = sorte de démonstration par I’absurde en probabilité.
On rejette éventuellement 'hypothese émise au départ, parce qu’on
arrive a une situation peu vraisemblable.

Le hasard de 1’échantillonnage peut évidemment fausser les conclusions
et quatre possiblités doivent étre envisagées :

- accepter ’hypothese nulle alors qu’elle est vraie (ok),

- rejeter ’hypothése nulle alors qu’elle est vraie (a-error),

- accepter ’hypotheése nulle alors qu’elle est fausse (3-error),

- rejeter 'hypothese nulle alors qu’elle est fausse (ok).

a-error : erreur de premiére espéce RHy|Ho
o = P (RHo|Ho)
B-error : erreur de seconde espéce AHy|H

5 = P (AHo|H)
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En pratique, on se donne également une limite supérieure du risque de
premiere espece « (le plus souvent 5%, 1% ou 0.1%). [nb : cette limite
est également le niveau de signification du test, qui permet de définir la
condition de rejet de 'hypothése nulle.]

Les tests
d’hypothése
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TEST D’EGALITE DE MOYENNES I

Supposons que nous ayons deux populations normales, de moyennes
inconnues mais d’écart-types identiques que ’on peut supposer étre
égaux & 0. On préleve un échantillon dans chaque population et on
utilise le résultat de cet échantillonnage pour déterminer si les
moyennes des deux populations ont des raisons d’étre identiques.
Soit m; et my les moyennes des deux populations.

L’hypothese nulle s’écrit
Ho: m =m ou Ho: mpy—my=0

On note X1 et X2 les moyennes des deux échantillons (d’effectif n

chacun).

[P’hypothese nulle doit étre acceptée si les deux moyennes observé
I'une de l'autre; elle doit étre rejetée si les deux moyennes observ
différentes]

Le probléme revient a fixer la limite de rejet, en fonction du niveau de
signification choisi.

s sont proches
s sont fort
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Les moyennes calculées sont des valeurs observées de deux variables
V. Denoél , v ~ .
aléatoire X1 et X2. Ces variables sont normales (moyennes m; et my,
variance 0°/n) et indépendantes.
La différence X; — X» est donc une variable aléatoire normale de
moyenne m; — my et de variance 20%/n. Si ’hypothese nulle est vraie, la
variable L
X1—Xo
o+\/2/n
Les tosts possede donc une distribution normale réduite. La probabilité

d’hypothése

d’observer une différence de moyennes au moins égale & X1 — X2 (en
valeur absolue), s’écrit

P (|Y1 —YQ} > ‘Yl —YQ‘)

P <|U > j]%)
[X1 — X2
- QP‘¢<0¢Wnﬂ
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On rejette 'hypothese nulle si cette probabilité est inférieure ou égale
au niveau de signification a choisi.

s nb : puisque o est inconnu, on peut le remplacer par 6 = /(62 + 63) /2.
d’hypothese
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EXEMPLE I

On désire comparer les revenus des personnes physiques en Flandre et
en Wallonie. Pour ce faire, on a choisi un échantillon de 50 personnes
dans chaque communauté. Si on obtient pour ces deux échantillons des
revenus moyens de 38900€ (en Flandre) et 37900€ (en Wallonie),
peut-on admettre qu’il existe réellement une différence de revenu entre
les deux communautés ?

nb : les écart-types calculés dans les deux cas sont inconnus mais peuvent étre
estimés & partir d’un coefficient de variation de 10%.

Hypothese Hy : my = m»

&1 = 0.1 x 38900 = 3890€ 62 = 0.1 x 37900 = 3790€
Donc & = 3840€. On a donc
1000

3840+/2/50

P (|X1 — X2| > 1000) = P <U| > > = P(|U| > 1.3020) = 0.1868
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EXEMPLE 11

Il y a donc une probabilité de 18.7% d’obtenir, par le simple fait du
hasard de I’échantillonnage, une différence de moyenne supérieure a
1000€.

Nous sommes donc amenés a accepter ’hypothese nulle. (Les deux
revenus ne different pas significativement)

Meéme question, mais supposons que nous ayons réalisé les mesures sur
des échantillons d’effectif n = 200 et non plus n = 50.

1000
3840,/2/200

L’hypohese nulle doit donc étre acceptée au niveau de signification
a = 0.001, mais rejettée au niveau de signification o = 0.01.

P (|X1 — X2| > 1000) = P (|U > ) = P(|U] > 2.6039) = 0.0092
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EXERCICES |

1. En vue de comparer deux méthodes d’enseignement, on a réparti, de fagon
completement aléatoire, 50 étudiants en deux classes de 25 étudiants, et on a
appliqué les deux méthodes d’enseignement séparément & chacune des deux
classes. On a ensuite soumis ’ensemble des éléves & un méme examen et on a
obtenu les résultats suivants : x; = 12, 0'% = 9.56, x» = 13.40, 0% = 8.40.
Faut-il considérer qu’en moyenne, la deuxiéme méthode d’enseignement donne

de meilleurs résultats que la premiere ?
[utilisez un niveau de signification o =1%]

Réponse : non
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Commandes Matlab I

Statistiques descriptives

find(x,k): recherche des données dans un vecteur
cumsum(x) : somme cumulée

mean(x): moyenne arithmétique du vecteur x

geomean(x) : moyenne géométrique des données du vecteur x
harmmean(x): moyenne harmonique des données du vecteur x
median(x): médiane des données du vecteur x

mode (x) : mode des données du vecteur x

var(x): variance des données du vecteur x

std(x): écart-type des données du vecteur x

quantile(x,p): quartiles des données du vecteur x correspondant aux fractions
cumulées p

prctile(x,p): quartiles des données du vecteur x correspondant aux fractions
cumulées p (exprimées entre 0 et 100)

moment (x,k) : moment centré d’ordre k des données du vecteur x

min(x): minimum des données du vecteur x

max(x) : maximum des données du vecteur x

sort(x): données du vecteur x triées depuis la plus petite vers la plus grande

hist(x): histogramme du vecteur x (données brutes)
bar(x): diagramme en batonnets (x = fréquences de classes)
boxplot(x): diagramme en boxplot des données brutes x
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boxplot (x, ’whisker’,w): diagramme en boxplot des données brutes x (gestion des
données aberrantes)

hist3(x,y): histogramme des données appariées x et y

plot(x,y): graphe de la fonction explicite y(x)

stem(x,y): graphe de la fonction explicite y(x) de type batonnets avec une bulle
surf(x,y,z): graphe de la fonction explicite z(x,y)

Appendix

corrcoef (X): coefficient de correlation
cov(X): covariance
polyfit(X): ajustement d’un polynome

Probabilités

rand(N,1): génération d’un vecteur de N valeurs distribuées uniformément
randn(N,1): génération d’un vecteur de N valeurs distribuées normalement

pdf (name,X,A) : densité de probabilité de différentes distributions
cdf (name,X,A): fonction de répartition de différentes distributions
erfinv(X): fonction inverse de ® (fct répartition normale réduite)
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Les définitions et termes a connaitre sont indiqués en magenta
dans les transparents de la présentation.
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