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1 Introduction 1

Résumé

La morphologie mathématique englobe différentes techniques de filtrage aussi
variées qu’originales. Parmi 'imposante panoplie des filtres se distinguent ceux qui
sont nés de la morphologie d seuillage, encore appelée morphologie floue, trés en vogue
al’heure actuelle. Ce document s’inscrit dans ce courant. Nous y définissons le concept
central d’érosion partielle, simple transcription d’une opération déja connue, pour
I’étendre ensuite aux notions de dilatation, d’ouverture et de fermeture partielles. A
I’inverse des développements récents en ce domaine, c’est 1’aspect géométrique qui y
tient le haut du pavé; les opérations partielles se congoivent comme des interactions
entre objets et non en termes de lois de probabilité. Elles conduisent a une série de
procédés de lissage des contours d’images binaires gérés par un seuil unique et une
famille d’éléments structurants adaptée a ’application. Des techniques similaires sont
évoquées pour des images en niveaux de gris.

Nous introduirons ensuite le nouveau concept de polymorphisme d’un point.
Ce dernier indique pour chaque point le nombre d’éléments structurants qui con-
tiennent ce point. C’est par son entremise que pourront s’appliquer des procédés
d’optimisation de filtrage puisqu’il fournit une mesure analytique.

1 Introduction

Pour des objectifs d’analyse d’images, l’expérimentateur est souvent confronté a la nécessité
de décrire la géométrie des objets qu’il observe. Pour automatiser ce travail et évoluer dans
un cadre rigoureux, il utilise par exemple des outils de la morphologie mathématique. Cette
théorie relativement récente consiste a déplacer une forme appelée élément structurant dans
le plan. Le résultat de l'interaction entre ’image et 1’élément structurant est le résultat
de 'opérateur morphologique. Il conduit & une interprétation de I'image a traiter qui est
fonction de ’élément structurant utilisé.

La diversité et surtout l’abondance de la littérature ayant trait a la morphologie
témoignent du succes de son utilisation. Malheureusement, pour étre vraiment tres perfor-
mant, il est indispensable de disposer d’une importante information a priori concernant le
signal a traiter, perdant par ce fait-méme tout aspect universel. C’est d’autant plus regret-
table qu'un simple bruit qui se superpose au signal perturbe considérablement 1’analyse.
D’ou I’idée de définir des opérations morphologiques moins sensibles a des perturbations
de géométrie dans le cas de signaux binaires ou de bruit pour des images a niveaux de gris.

Ce document propose de comparer la forme des objets d’une image avec des éléments
structurants sans qu’il y ait ’exigence de correspondance parfaite, c’est-a-dire qu’il subsiste
une légere imprécision mais maitrisable. De la sorte, nous espérons étre a méme d’atténuer
'influence du bruit et de stabiliser le résultat des opérateurs morphologiques. Tous les
développements ultérieurs découlent du concept central d’érosion partielle —vocable em-
prunté & Simon [14] pour représenter le filtre de rang-mazimum décrit dans la littérature
scientifique— définie dans le paragraphe suivant. Succinctement, cette opération effectue
une corrélation suivie d’un seuillage. Outre ’atténuation de I’effet du bruit, avantage-clef
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de ’opération, elle conduit par prolongement a définir des opérateurs qui traitent un signal
et son complémentaire d’une maniére identique (opérateurs auto-duaux), ce qui n’est certes
pas monnaie courante dans la théorie de la morphologie mathématique. Par dualité avec
’érosion, nous proposons une définition de la dilatation partielle. Si ce concept fixe le vo-
cabulaire et prolonge 1’analogie avec la morphologie mathématique, il n’est en toute rigueur
pas indispensable parce que contenu dans celui d’érosion partielle. Et enfin, toujours par
similitude avec les opérations morphologiques usuelles seront définies I’ ouverture partielle
et la fermeture partielle. Avec tous ces outils élémentaires, il devient possible de construire
une importante quantité de nouvelles opérations et d’algorithmes meélant ces opérateurs.
Nous en étudierons quelques-unes aprés avoir parcouru les propriétés des opérations de
base pour des images binaires. Parmi les extensions, grace a un découpage en plateaux
successifs d’un fonction a niveaux de gris ou par ’intermédiaire des opérations de maxi-
mum ou de minimum, il devient possible d’étendre les définitions a des images en niveaux
de gris.

L’approche qui consiste & utiliser un seuil pour dépeindre des opérations de morphologie
n’est pas neuve; on la retrouve dans les notions de morphologie a seuillage —le filtre de rang-
maximum appartient a cette famille- ou a la base de la morphologie floue, trés en vogue
aux Etats-Unis en ce moment [15, 16]. Dans sa thése, van den Boomgaard [20] détaille un
formalisme pour les opérations de la morphologie mathématique, a la fois pour des images
binaires et des images & niveaux de gris, calqué sur des résultats de logique empruntés au
domaine de la reconnaissance de forme. Par le biais d’analogies, il unifie plusieurs types de
filtrage. '

Le point faible de la plupart de ces développements est la quasi-absence d’interprétation
physique. Idéalement, il faut veiller a conserver la notion de forme dans ’étude d’opérations
a seuil. La plupart des développements actuels sur le sujet négligent cet aspect parce que
les opérations & seuil introduisent des imprécisions de position guere aisées a modéliser.
L’étude menée dans ce document s’inscrit en faux contre ce mouvement d’écartement avec
la morphologie mathématique; les opérations partielles révelent avant tout une conception
initialement géométrique des opérations a seuillage et non probabiliste. Par ailleurs, le
formalisme utilisé s’apparente fortement aux notations de la morphologie mathématique.

Pour comprendre l'intérét des opérations & seuil, un retour a l'objectif de base que
nous poursuivons s’impose. Quand on désire filtrer des ensembles binaires, on recourt clas-
siquement a des opérations d’ouverture ou de fermeture. Mais voila, le résultat du filtrage
dépend parfois d’un simple pixel. Pour fixer 'inconvénient et a titre d’exemple, prenons le
cas d’un ensemble X représentant un carré amputé d’un seul pixel. Si par malheur, I’élément
structurant est un carré complet ayant la taille de I’ensemble X, le résultat de 'ouverture
est I’ensemble vide! Dans la mesure ou ’application autorise une certaine imprécision, ne
serait-ce que parce que les appareils de mesure sont aussi générateurs d’imprécision ou sim-
plement parce que les résultats d’une segmentation ne sont précis qu’a quelques pixels pres,
le résultat est décevant. On retorquera, a raison, que dans le cas présent, il eut été plus ju-
dicieux de filtrer I’image par une fermeture. D’accord, mais comment doit-on procéder alors
pour déterminer a priori opérateur a utiliser? Et puis de toute fagon, la méme difficulté
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apparait si X est une figure troué par un carré ayant la taille de I’élément structurant & un
pixel pres. L’idéal est de développer un opérateur intermédiaire entre les deux opérations
élémentaires que sont le filtrage par ouverture et le filtrage par fermeture. D’autre part, on
désire éviter les questions relatives a la position des pixels manquants; un pixel manquant
en plein centre ou sur un bord doit avoir une méme conséquence puisque c’est davantage
le degré de 'imprécision —en fait, le nombre de pixels “perturbateurs”- qui importe et non
leur position dans l’objet, sans pour autant gommer le caractére géométrique de ’opération.
Enfin, comme derniers desiderata, il y avait le besoin de créer un outil capable de mesurer
le degré de filtrage avec un seul parameétre comme c’est le cas pour les opérations classiques
de filtrage. De la sorte, si I’élément structurant est trés grand et par la-méme présente une
grande instabilité face au bruit, on peut autoriser une plus grande imprécision, raisonnable
mais néanmoins suffisante pour se départir des habituels ennuis.

L’introduction mathématique au texte a venir est réduit a sa plus simple expression
parce qu’il s’adresse a des lecteurs qui connaissent déja les principes de la morphologie
mathématique. Les autres lecteurs sont invités a lire ’article d’Haralick et al. [1] référencé
a la fin du document ou & parcourir ’ouvrage de Serra [11].

Plan du document. Dans un premier temps, nous étudierons le concept d’érosion par-
tielle. Nous dégagerons plusieurs propriétés intéressantes destinées a faciliter une réalisation
matérielle ou par logiciel, mais aussi dans ’espoir de mieux comprendre les mécanismes de
’érosion partielle pour des opérations plus complexes comme des ouvertures ou des ferme-
tures partielles. Les développements analytiques complétent les études de Salembier [10]
et de Simon [14]. Avec ces quelques outils, il est possible de synthétiser des algorithmes
qui lissent le contour de manieére a le rendre plus facile a représenter ou qui détectent les
extrémités d’un objet. L’étude de quelques idées algorithmiques est menée dans la section
suivante (section 3).

Les définitions proposées pour des ensembles binaires s’étendent sans peine a des images
a niveaux de gris —c’est 1’objet de la section 4-, soit par un découpage en plan de la fonction,
soit au moyen des opérations de minimum et de maximum.

Les opérations partielles les plus simples s’apparentent a des classificateurs a poids
égaux puisque l’élément structurant est plan. On peut tout aussi bien manipuler des clas-
sificateurs ou les poids différent pour chacun des points d’un ensemble, que ce soit I'image
a traiter ou l’élément structurant. Ceci conduit aux opérations partielles volumiques, ob-
jet de la section 5. Si, pour la définition des opérations partielles, un soucis premier était
d’assurer une indépendance de position, certaines applications requiérent la conservation de
caractéristiques topologiques. Ainsi, une petite cavité contenue dans un ensemble pourrait
complétement disparaitre avec des opérations partielles. Or, il se peut que cette cavité cons-
titue I'information utile. Les opérations partielles volumiques offrent des artifices capables
de préserver certaines caractéristiques géométriques locales eu égard 1’application.

Avant la derniére section qui conclut ce document, nous exposerons le nouveau concept
de polymorphisme d’un point et nous expliquerons comment ’appliquer au filtrage d’une
collection de régions.
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2 Opérations élémentaires sur des signaux binaires

Cette section débute par la définition de 1’érosion partielle et de la dilatation partielle.
Nous établissons ensuite 'importante relation de dualité ainsi qu’une lofigue série de pro-
priétés destinées a acquérir une certaine intuition et a examiner leur comportement sous
'intersection et ’union. Nous terminerons cette section en combinant les opérations pour
construire des opérations appelées ouverture et fermeture partielles. Une mise en oeuvre de
ces deux opérations sera détaillée dans la section suivante par le biais de deux applications.

2.1 Erosion partielle

Le cadre mathématique de travail est le plan euclidien R™ ou son équivalent discrétisé Z".
Pour montrer la généralité des propos quant au passage d’un espace continu & un espace
discret et & la dimension de ’espace, nous utiliserons le symbole E pour désigner ’espace
traité. Toutefois, certaines expressions de propriété différent si elles concernent des espaces
continus ou discrets. Nous choisirons tantét un cadre tantét 1’autre en précisant lequel
convient. En résumé, les propriétés établies ci-aprés sont tout & fait générales mais leur
expression dépend du référentiel en question.

La morphologie mathématique définit 1’érosion d’un ensemble X par un élément struc-
turant B, notée X © B, comme l’ensemble des points p tels que 1’élément structurant
translaté par p est entiérement inclus dans ’ensemble X. En d’autres termes, si X, désigne
le translaté de X par p,

X6B={p€E|B,CX}=[)X=u (1)
beB

Le dernier membre de 1’égalité signifie aussi que la transformation par érosion d’un
ensemble X par un ensemble B s’obtient en translatant X par le symétrique de chaque
élément de B, ne conservant que les points appartenant a toutes les translations X. Parfois,
’opération d’érosion est définie avec un ensemble B qui a préalablement subi une symétrie
centrale autour de ’origine [11] afin de privilégier la relation de dualité. Nous n’adoptons
pas ce choix pour des raisons de facilité d’écriture; avec notre notation, le symbole du

symétrique intervient moins souvent.

De la définition d’érosion, il résulte clairement que, pour un point p donné de l’ensemble
érodé, B, doit étre complétement inclus dans ’ensemble de départ X. Par une in-
terprétation moins formelle, I’érosion effectue en quelque sorte une mesure de corrélation en-
tre X et B pour chacun des points de ’espace [7], ou la corrélation est parfaite. L’opération
d’érosion partielle définie ci-aprés prolonge de maniére analytique cette interprétation, tout
en ’assouplissant. En soi, ’opération n’est qu'une réécriture de la notion de filtre ! d’ordre
(cfr. [5]). Voici, a présent, la définition d’érosion partielle

1En toute rigueur et suivant la terminologie communément adoptée, il ne s’agit pas véritablement d’un
filtre.
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Définition 1 Soit A, l'opérateur qui calcule l’aire 2 d’un ensemble. L’érosion partielle de
seurl m (pour0 < m < A(B)) d’un ensemble X par un élément structurant B est l’ensemble

X&B={peElAXNB,)>AB)-m} ~ (2)

Que signifie cette définition? Simplement que le translaté de B par n’importe quel point
de I’ensemble érodé intersecte ’ensemble de départ avec une précision fixée par le seuil.
Il apparait en particulier que I’érodé partiel de seuil nul est 1’érodé habituel défini par la
morphologie mathématique. Autrement dit, ’érodé partiel est une extension de la notion
d’érosion morphologique ce qui justifie ’appelation de la nouvelle opération.

Propriété 2

0
X6B=XoB (3)

De’mon.gtra.tion

p€E X6 B & AXNB,) > A(B). Comme A(X N B,) < A(B,p) = A(B) par la définition

d’aire,onap € X SBeo A(X N B,) = A(B). C’est-a-dire que B, C X. =

Remarquons que, via le concept d’aire introduit dans la définition de l’érosion partielle,
'image de sortie ne fournit aucune indication quant a la position de l’erreur ou imprécision
tolérée. Nous y remédierons en introduisant les opérations volumiques dans un prochain
paragraphe.

D’autre part, I’érosion partielle ne fait qu’ajouter des points a 1’érodé morphologique.
C’est aussi un signe que 1’érodé perd son caractére de réduction de la taille en fonction de
la forme de 1’élément structurant. Le cas de m = A(B) est critique. En effet, la définition
en elle-méme n’a plus guére de sens puisque l’aire est toujours positive. Autrement dit,
I’érodé partiel remplit I’espace E tout entier; l'opérateur a agrandi la forme au lieu de
la rétrécir. Comme nous le verrons plus loin, dans son comportement, l’érosion adopte le
comportement d’une dilatation pour une valeur de seuil proche de la moitié de 1’aire de
1’élément structurant B. Dans I’espace R?, cet érodé particulier pourrait étre défini par
un passage a la limite: limp,_, 48y X 3 B, puisque rien ne s’oppose a ce que la fonction
soit prolongée continiment. Ces considérations n’ont pas lieu dans un espace discrétisé, en
I'occurence Z2, ou la continuité n’a plus de signification. De toute fagon, la valeur de seuil
m = A(B) est d’un intérét plutét théorique que pratique.

La notion d’érosion partielle offre ’avantage d’étre paramétrique. Par un réglage du
seuil, parametre d’interprétation aisée, ’opérateur ajuste la précision. La description
d’algorithmes de lissage des contours illustrera pleinement le concept. Malheureusement,
la détermination du seuil en valeur absolue pose parfois probleme. Qu’a cela ne tienne, il
suffira de choisir alors un seuil directement proportionnel a l’aire de 1’élément structurant;

par exemple, I’érosion de seuil relatif a, notée X S B, se définit par {p € E| A(XNB,) >

2Dans R?, ’aire d’une surface se calcule par intégrale alors que, dans Z?, il suffit de compter le nombre
de points de l’ensemble en question.
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(1 — a)A(B)}. Plus loin, dans le paragraphe consacré aux opérations volumiques, nous
adopterons une définition de ce style qui travaille en proportion de ’aire ou du volume de
’élément structurant. C’est ce type de démarche qu’il conviendra d’adopter lorsque 1'image
est traitée avec une palette d’éléments structurants ayant des tailles fort distinctes.

2.2 Dilatation partielle

En deca d’un certain seuil, ’opération d’érosion partielle réduit ’aire de I’ensemble analysé.
Pour les mémes valeurs de seuil, il existe une opération duale appelée dilatation partielle
qui est définie ci-apres (voir Salembier [10]).

Définition 3 Dans l'espace R?, la dilatation partielle de seuil m, 0 < m < A(B), d’un
ensemble X par un €lément structurant B est l’ensemble

X3 B={pe E| AXNB,) >m} (4)

ot l’ensemble B est le symétrique de B obtenu par symétrie centrale autour de l'origine:
B ={b] —be B} 3.

Dans ’espace discret Z?, la définition prend la forme
X®B={pcE|lAXNB,)>m+1} (5)

Avoir introduit le symétrique de B dans la définition n’a pour seule raison que de
préparer le terrain pour l'ouverture partielle et de conserver 1’analogie avec un formalisme
existant.

Si nous avons été obligés de définir la dilatation partielle dans Z? différemment, c’est
parce que l'aire d’un ensemble discret ne se calcule pas par intégrale, ce qui signifie que
lorsque la surface d’intersection des deux ensembles s’amenuise, 1’aire tend continiment
vers 0 dans R?, alors que dans ’espace Z?, elle tend vers un 1 et passe a 0 brusquement.

Interprétation. La définition du dilaté partiel impose que le nombre de points communs

entre X et le translaté du symétrique de B soit strictement supérieur au seuil m. Consé-
_ : : . A(B)
quemment, le dilaté de seuil .A(B) est toujours vide: X & B =0.

Le dilaté morphologique est moins contraignant que le dilaté partiel puisqu’il exige unique-
ment que B, ait une intersection non nulle avec X. Formellement, le dilaté morphologique
d’un ensemble X par B est l'union des translatés de X par des éléments de B:

XaB=|JXo=|JB:={zc+blzeX,be B} (6)
beB zeX

C’est aussi I’ensemble des points p tels que B, touche X (X N B, # 0).

3L’écriture B, est un raccourci pour (B),; autrement dit, la translation porte sur le symétrique.
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La dilatation partielle exige quant & elle que l'intersection ne soit pas seulement non
vide mais également que son aire soit supérieure a un certain seuil. Tout comme pour
’érosion, il apparait que le dilaté de seuil nul n’est rien d’autre que 1’érodé morphologique:

XéB=lmX8B=XoB ()

Comme il exige que l'intersection de X avec B, soit au moins non nulle, le dilaté
partiel étend moins la figure que ne le ferait la dilatation morphologique. Quant a I’érosion
partielle, elle réduit moins X que 1’érosion morphologique. Nous allons voir que 1’érosion
et la dilatation partielles se rejoignent & mesure que le seuil se rapproche de la moitié de
Paire de ’élément structurant.

2.3 Correspondance entre les opérations d’érosion partielle et
de dilatation partielle

Avant de poursuivre, montrons que les opérations d’érosion partielle et de dilatation par-
tielles sont duales. De la sorte, il sera plus aisé de déduire des résultats sur ’ensemble
complémentaire. Les démonstrations & venir sont adaptées a l’espace continu R?; revenir
4 Z* modifie 'expression des démonstrations sans changer le résultat acquis, sauf avis
contraire.

Propriété 4 (Dualité des opérations partielles) Les opérations d’érosion et de dila-
tation partielles sont duales:

(X8BFX=X®B (8)

Démonstration

De la définition de dilatation partielle, il résulte que p € X*© dBe A(X°N By) >m. Or
A(X°N B,) = A(Bp) — A(X N By) ou encore, apres réarrangement dans I'inégalité stricte
et comme A(B,) = A(B), A(X N B,) < A(B) — m. C’est précisément la définition du
membre de gauche (X 3 B)© de la propriété a établir. ]

Le principe de dualité conduit & une interprétation de la dilatation partielle semblable
a celle faite pour 1’érosion partielle mais sur I’ensemble complémentaire et avec un élément
structurant retourné. Pour des raisons de réalisation matérielle ou par logiciel, il peut aussi
s’avérer utile. En effet, il suffira concrétement de réaliser une seule fonction pour disposer
quasi simultanément de 'opération duale. En logiciel, on a peut-étre avantage a réaliser
I’opération duale par un algorithme propre pour accélérer le traitement. Mais ce n’est, en
toute rigueur, pas indispensable.

Plus le seuil croit, plus ’érosion partielle perd son caractére d’érosion. Il en va de méme
pour la dilatation partielle. Le lien entre les deux opérations est résumé dans la proposition
suivante, valable dans le cas discret:
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Propriété 5
m A(B)—m—l &
XeB=X & B (9)

En conséquence, tant que m < A(—Eﬁ, 'opération d’érosion a plutét un caractere

2
A(B)-1 : , . . . . . .
>— ce n’est ni une érosion ni une dilatation; il s’agit alors d’un

opérateur auto-dual ou d’un opérateur appelé filtre médian si A(B) est impair. Au-dela

d’érosion. Pour m =

de cette valeur limite, il y a inversion du caractére de ’opération. Cette remarque est im-
portante pour la suite car, par combinaison d’érosions et de dilatations, nous construirons
toute une panoplie de nouvelles opérations dont !’interprétation dépend trés fortement de
la valeur du seuil. Il est & noter que van den Boomgaard [20] ne définit pas explicite-
ment la dilatation partielle, jugeant préférable de la traiter comme une érosion de seuil
complémentaire alors que Salembier la dissocie completement.

L’usage du filtre médian est assez répandu en traitement d’images suite a la propriété
suivante:

Corollaire 6 Le filtre médian (m = fﬂ%)_—l avec A(B) impair) commute avec la complé-

mentation o ~
Xoe B=(X°© B) (10)
X & B=(X® BY (11)
Démonstration
Nous n’établirons que la premiere relation; la seconde relation s’obtient par un cheminement
identique. Par définition du seuil d’un filtre médian, m = A(B)—m — 1, ce qui signifie que,
en vertu de la propriété 5, X 5B=X 5 B. D’autre part, le principe de dualité exposé
précédemment traduit le second terme par (X° 6 B)°. Ce qui démontre la relation. ]

La propriété du filire médian exposée ci-dessus explique pourquoi ce filtre est abon-
damment utilisé: un ensemble et son complémentaire subissent le méme traitement, le filtre
conservant cette propriété pour des images en niveaux de gris. L’inconvénient de ce filtre est
sa non-idempotence. L’itération de l'opérateur conduit parfois a des oscillations inévitables
qui proviennent précisément de la valeur médiane du seuil du filtre. Plus la valeur s’écarte
de cette médiane, plus les difficultés de convergence par itération s’évanouissent. C’est la
raison majeure pour laquelle nous éviterons ’emploi d’un seuil proche de la médiane lors
de la mise au point de filtres de lissage des contours.

2.4 Etude des propriétés de ’érosion et de la dilatation par-
tielles

Les considérations de réalisation tirées de la propriété de dualité ne sont pas terminées;
il appartient notamment d’analyser le comportement des opérateurs sous l'intersection
et I’union pour tirer de meilleures conclusions. Ce paragraphe est consacré a ’étude des
propriétés. La liste est longue & la maniére d’Haralick [1] dans son article. La raison de cette
exhaustivité est simple: les opérateurs partiels ne se comportent pas tout a fait comme les
opérations morphologiques correspondantes.
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2.4.1 L’invariance en translation, la croissance des opérations partielles et
propriétés associées

La translation temporelle d’un signal introduit un facteur de phase dans.]a transformée de
Fourier, facteur qu’il est possible d’extraire et de neutraliser. Dans le méme état d’esprit,
on impose habituellement aux opérations morphologiques l'invariance en translation. Dans
ce cas, l’origine ne joue plus aucun rdle privilégié et les transformations sont insensibles a
la position absolue des points de 1’espace. La proposition suivante décrit le comportement
des nouvelles opérations sous la translation.

Propriété 7 (Invariance en translation)

X&B,=(X8 B), (12)
X,8B=(X3B), (13)
X ég By =(X E"é B)—q (14)
X, ®B=(X & B), (15)

Démonstration .
Relation 12: en vertu de la définition d’érosion partielle,sip € X © B, alors A(XN(B,),) >
A(By) — m. Grace a l'invariance en translation de ’aire, A(B;) = A(B). Puis, posant
j =p+ g, on arrive a ’égalité X 8 By = {7 — q/A(X N B;) > A(B) — m}. Le membre de
droite est la définition en compréhension de l’ensemble (X S B)_,. La thése est établie.
Relation 13:
(XBB), ={o+aAXNB,)> AB)=m)

= {p+ q|A(XqN Bpyq) > A(B) — m}. Puis en posant j = p+ g,

= (AKX, 1 B;) > A(B) - m}

=X,6 B

Relations 14 et 15 : ces égalités se démontrent comme les deux précédentes. ]

Nous venons de retrouver les résultats valables pour les opérations morphologiques
correspondantes. L’invariance en translation est fondamentale pour toutes les opérations
de traitement du signal car elle garantit que le résultat ne dépend pas de la position
absolue des points ni de ’origine. Tout aussi importante est la croissance des opérateurs; il
en résulte un concept d’ordre entre les ensembles sous ’opérateur, qui corrobore la notion
simple d’inclusion entre ensembles.

Propriété 8 (Croissance des opérateurs partiels)
XCY=>XEBCYSHB (16)

XCY=>X®BCY&B (17)
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Démonstration
Il est aisé d’établir les deux relations énoncées simplement parce que, si X C Y alors
A(Y NC) > A(X NC), quel que soit C. Ceci suffit & démontrer 16 et 17. E
Propriété 9
BCC=>X8B2X&C (18)
BCC=>X8BCX&C (19)

Démonstration .

Soit un élément p tel que p € X © C, alors & A(XNC,) > A(C)—m. On découpe ensuite
’ensemble C}, en deux parties disjointes (Cp\Bp) * et Bp; c’est licite puisque B C C. De la
sorte, 'inégalité précédente devient A(XN[(Cp\Bp)UBy]) = A(XN[Cp\B,))+A(XNBp) >
A(C) — m. Or, comme B C C, d’ou A(B) < A(C), et que le premier terme est toujours
positif, il apparait que A(X N B,) > A(B) — m. Donc,sip € X S C,alorspe X S B.

On meéne un raisonnement similaire pour ’équation 19. [ ]

Propriété 10 (Commutativité de la dilatation partielle)
X®B=B&X (20)

Démonstmzr&'z;on
Sipe X & B,, alors A(X N B,) > m. Or, 'aire d’'un ensemble et de son symétrique

sont égales: A(X N B,) = A([X N B,]). Cette derniére vaut encore .A(X N B_,) puisque le
symétrique de (B), vaut B_,. Et finalement A(X N B_,) = A(X, N B), d’ou X ® B =

B& X. w
Propriété 11
m<n=>X6BCX6B (21)
m<n=>X&B2X&B (22)
Démonstration
Evident parce que, si m < n, alors on a aussi bien A(B) —m > A(B) — n et donc que
X & BC X & B, que 'immédiat X @ B2 X & B. n

En particulier, X 6 B C X SBet X®B2X ® B. La premiere de ces relations
est somme toute assez logique puisqu’elle est a la base-méme de ’érosion partielle. La
seconde est inhabituelle et peut perturber quelque peu. En effet, plus le seuil augmente,
et par conséquent l'imprécision, plus le dilaté partiel s’écarte du dilaté morphologique par
contraction.

Le signe \ indique la différence ensembliste. Dans le cas présent, c’est l’ensemble des points qui appar-
tiennent a C, sans appartenir a B,.



2.4 Etude des propriétés de 1’érosion et de la dilatation partielles 11

2.4.2 Comportement sous ’intersection et I’union

D’un point de vue purement théorique, I’érosion et la dilatation morphologiques se caracté-
risent par un comportement particulier face & l'intersection et a 1'union. En effet, 1’érosion
distribue l’intersection et la dilatation distribue ’'union. Assez naturellement, et bien mal-
heureusement, ces propriétés disparaissent pour les opérations partielles correspondantes
parce que ces derniéres contraignent moins le comportement. La série de propriétés a venir
détaille les relations d’inclusion qui tiennent lieu pour les opérations partielles.

Propriété 12

(X6 B)U(XEC)CT X8 (BNC) (23)
(X8B)N(X8C)2X&(BUC) (24)
(X8B)N(X®BC)2X&(BNC) (25)
(X®B)U(XBC)CX&(BUC) (26)

Démonstration
Toutes ces relations sont des conséquences immeédiates des relations 18 et 19. Démontrons
par exemple, la relation 25.

Par la relation 19, BN C C BetBﬂCQC.Déslors,Xé’s(BﬂC) CX&Bet
X®(BNC)CXdC. -

Formules de décomposition. On peut donner une définition quelque peu différente
de ’érosion partielle; un point p appartient & 1’érodé partiel de X par B si ces deux
ensembles partagent au point p une aire valant au moins .A(B) — m. Donc, si on considére
tous les sous-ensembles B(z) de B ayant une aire valant au minimum A(B) — m, 'union
des érodés morphologiques X & B(z) fournit 1’érodé partiel de seuil m. C’est-a-dire que
I’érodé partiel n’est rien d’autre qu’une union d’érodés morphologiques par une famille
d’ensembles extraits de B dont le nombre varie en fonctioxn du seuil et dépend de la taille
de I’ensemble B initial. Qu’apporte alors le concept d’érodé partiel? Tout d’abord, il offre un
formalisme général capable de traiter une collection de sous-ensembles tirés d’un ensemble
B. Et surtout, par son entremise, on dessine une famille intéressante de sous-ensembles de
maniere purement automatique, famille éventuellement énorme. Cette interprétation peut
avoir un role pour le traitement d’ensembles discrétisés puisqu’alors le nombre d’érodés a
calculer est fini. De tout ceci, il advient qu’une définition équivalente de 1’érosion partielle
est

X & B=|J{X o B@:)| B(G)C B et A(B(:)) > A(B)—m} (27)

Si B(i) représente la totalité des sous-ensembles qui satisfont B(i) C B et A(B(z)) >
A(B) — m, la relation débouche sur une formule de décomposition
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Propriété 13 (Formule de décomposition de I’érosion partielle) [5, page 1179]

X8B= UtxeB@r=U N X} (28)

t  beB(3)

Mais pour les érosions morphologiques il est connu que si B(z) C B(j) alors X6 B(3) 2
X © B(7). Dés lors, il suffit de réunir les ensembles X © B(z) tels que B(:) C B et
A(B(z)) = A(B) — m. Le nombre d’éléments structurants a considérer, c’est-a-dire aussi
le nombre d’érosions a effectuer, vaut C7p,, la combinaison de m par A(B) 5. Ce nombre
peut étre énorme, par exemple avec un élément structurant de grande aire et un seuil valant
plus ou moins la moitié de cette aire. Des lors, la formule de décomposition est plus une
interprétation qu’un guide pour la réalisation.

L’érosion partielle est donc une union d’érosions morphologiques. Ce résultat acquis
assez intuitivement —il a été simple de trouver la famille des ensembles B(%) intervenant dans
la formule— a déja été formalisé par Matheron [6]. Ce dernier indique que toute opérateur
invariant en translation et croissant peut s’exprimer par une union d’érosions ou par une
intersection de dilatations. Ce résultat ne nous surprend guére pour les opérations partielles
puisque la proposition 5 établit une correspondance entre ’érosion et la dilatation partielles.
On suit alors un cheminement identique pour décomposer la dilatation partielle et montrer
que la dilatation partielle équivaut a une intersection de dilatations morphologiques.

Propriété 14 (Formule de décomposition de la dilatation partielle)

X®B-= ﬂ{XGBB OY={ U X} (29)

t beB(1)
avec, d cette fois encore, la méme collection B(i) de sous-ensembles.

Ce résultat s’obtient par exemple en exploitant la relation précédente et le principe de
dualité. En voici le détail,

X&B =(X°3 By
(U{X= e B(1)})

(UAX @ B(1)})
=NA{X ® B(i)}

L’utilisation de ces formules permet de comprendre certains faits curieux. Prenons un
ensemble en forme d’échiquier dont la taille de chaque case est de 8 pixels. La dilatation
morphologique de cet ensemble par un doublet de 8 pixels de large vaut le plan tout entier.
Par contre, le dilaté partiel de seuil 1 est vide. Pourquoi? Parce que, conformément a
la formule de décomposition (relation 29), la dilatation partielle se rameéne dans ce cas
a l'intersection de deux dilatations morphologiques comprenant seulement un point du
doublet. Or, les deux résultats des dilatations sont complémentaires, sans intersection. On

I

La combinaison de C}, est définie par (—N——NT')"F ou n! est la factorielle de n.
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. i . . A(B)-m-1 .
peut donner I’équivalent en termes d’érosion partielle: par 5, X Eﬂé B=X S B, la

dilatation de seuil 1 par le doublet se traduit en une érosion morphologique, c’est-a-dire
de seuil 0, avec I’élement symétrique. A nouveau, le résultat cette érosion est vide.

Cet exemple a mis en évidence la double interprétation possible de 1’érosion et de la
dilatation partielles en termes d’opérations morphologiques, reprise ci-apres [5, page 1177].

Propriété 15 Soit B(j), la famille des sous-ensembles de B ayant une aire égale ¢ m + 1
dans le cas discret. On a les formules de décomposition

X8B= X @ B(j)} (30)
X & B =U{XoB(j} (31)

Développements en série. Par le biais des formules de décomposition, on obtient des
formules de développements en série pour lesquelles une opération avec un grand élément
structurant se rameéne a plusieurs opérations manipulant des éléments structurants plus pe-
tits. Comme on s’en doute, ces relations sont particuliérement utiles pour toute réalisation,
tant matérielle que logicielle. Voici en substance, ces formules:

Propriété 16 (Formules de développements en série) Soient ky = maz (0, m —

A(C\B)) et ky = min(A(B),m)

x&Buo)= | (X&B)Nn&x"S (C\B) (32)
k=ko...k
X&(BuC) = ] (X&B)UKXTE (C\B)) (33)

Démonstration

Relation 32:

Par la relation 13, X & (BUC) = U{X & [B U C](3)}. De plus, X & [BU C|(s) =
(X6 B(1))N(X e [C\B](2)). C’est donc 'union de toutes les combinaisons pour lesquelles
'imprécision totale sur ’érosion morphologique vaut m, une partie de m étant associée a
B(4), Pautre & 'ensemble [C\B](i): X & (BUC) = U{X & B(5)} N U{X & [C\B](:)}.
C’est pourquoi, & supposer que m < A(B) et m < A(C\B)], on a par regroupement de
certains termes que X & (BUC) = Uk=o..ml(X é B)Nn (X me_k (C\B))].

Les contraintes sur k sont destinées a garantir que les définitions des érosions partielles
intervenant dans les différents composantes de la formule de décomposition ont du sens.
Elles imposent simplement que 0 < k < A(B) et 0 <m —k < A(C\B).

Relation 33:

Un raisonnement de méme nature conduit a la deuxiéme relation. Elle s’obtient également
en exploitant le principe de dualité. ]
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Ezemple 1:

Traitons une fois encore le cas du doublet B = {0, p} appliqué & un échiquier X dont
les cases sont écartées d’une distance égale a la longueur du doublet. La dilatation
partielle de seuil 1 de X par le doublet se décompose via la relation précédente en:

X & B=[X&{0)UX & {p}]n[(X & {0})U(X @ {p})]. Par calcul, 'expression
devient X & B = [XoU0]N[QUX,] = XNX,. Mais cet ensemble est vide par définition
de I’ensemble X.

Ezemple 2:

Un exemple plus abstrait permet de comprendre !’utilité des formules de
développement. Soit a calculer 1’érosion partielle de X par B pour un seuil m. De B
retirons ’élément noté p. De la sorte, nous avons deux ensembles disjoints notés res-
pectivement B; (= B\{p}) et {p}. Par développement en série de I’érosion partielle
et apres simplification:

X8B =[X"8 B)n(X&{pUlX & Bi)Nn (X6 {p})
= (X8 B))u[(X & BN X_,]

Dans cette expression n’apparait plus que B; et non B.

Une opération au moyen d’un élément structurant de grande taille se rameéne a deux
opérations qui gérent un élément structurant plus petit d’un élément. Mais comme cette
formule est récurrente, on pourrait poursuivre le raisonnement, tant que le seuil ne dépasse
pas les limites fixées par la définition, pour se ramener a un élément structurant de petite
taille. Probablement n’est-ce pas la voie a suivre dans une approche par logiciel, mais pour
d’autres applications, cette formule fournit un moyen de calculer malgré tout des érosions
pour des éléments structurants dépassant la taille autorisée.

Un corollaire reprend des formules un peu plus générales:

Corollaire 17

x8Buo)2 U (X&B)n (xS 0) (34)
k=ko...ky

X3Buo)C N (X6BUX™S C) (35)
k=ko...ky

L’égalité n’est obtenue que si B et C sont mutuellement exclusifs.

Démonstration . . .

En vertu des relations 18 et 19, il apparait que X & (C\B) 2 X © Cet X &
m—k

(C\B) C X @& C. Ce qui, combiné avec les propriétés précédentes, démontre les deux

relations. u
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Comportement sous 'intersection et ’union. En jonglant avec les définitions des
opérations partielles, il est possible d’établir une kyrielle de propriétés. Les premiéres exa-
minent ce qui se produit lors d’une sommation des seuils, ou a l'inverse, lorsqu’on essaie
de décomposer un seuil en une somme de seuils. -

Propriété 18

x"3"B2(X8B)U(XB) (36)
x"8" BC(X8B)n(X & B) (37)

Démonstration

Relation 36:

Sipe X & B alors A(XNB,) > A(B)—m. Mais aussi A(XNB,) > A(B)—m > A(B) -
m—n.Doncp e X mén B. En résumé, X mén BDOX S B. De meéme, X mén BDOX S B.
D'ot, in fine, X & B2 (X & B)U(X & B).

Relation 37:

On tient un raisonnement similaire pour la relation 37. |

Propriété 19

x"8 (BuC)2 (X8 B)n(x&0) (38)
X8 (BUC)C (X B B)U(X & O) (39)

Démonstration

Relation 38:

Soit un point p appartenant a (X S B)n (X S C). p est donc contenu dans les deux
ensembles, ce qui signifie que A(XNB,) > A(B)—met A(XNCp) > A(C)—n. La somme
de ces deux relations dit que A(X N B,) + A(X N C,) > A(B) + A(C) — m — n. D’autre
part,sig € X iy (BUC), cela équivaut a dire que A(XN(BUC),) > A(BUC)—-m—n.
On transforme ensuite cette inégalité comme suit:
A(XNB)u(XNCQCy))>ABUC)—m—n

AXNB)+ AXNCy) —AXNB,NCy) > AB)+ A(C)— ABNC)—m —n
AXNB)+ AXNCy) > AB)+ AC)—[A(BNC)— AX NB,NCY)|—m—n

Or [A(BNC)— A(X N B,N C,)] est toujours positif. D’ol, on conclut que si p € (X S
B)N (X & ©), alors d’office, p€ X "5 (BUC).

Relation 39:

Partant de la relation précédente, on déduit que [X B (BUC)cC [(X S B)N(X 2 C)-.
Puis au moyen du principe de dualité (relation 8), on transforme ’inclusion pour obtenir
successivement:

(X 8 BFU(X & C)
(X3 B)U(Xd )

)
)

Qe O

U
U

m+n
X9 (
XC mén

e
N 1N
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Remplacons X<, B et C respectivemenf par Y, D, E, ce qui donne Y mén (DUE)C(Y S

D)u(Y & E), c’est-a-dire la relation a démontrer. m
Propriété 20
(xnY) & B2 (X8 B)n(Y & B) (40)
(XuY)"® BC(X®B)U(Y & B) (41)

Démonstration

Ces relations découlent des relations de croissance des opérations partielles élémentaires et
dem<n=>XSBCX&BetX®B2X® B, propriété démontrée précédemment.
|

Détaillons a présent les propriétés ne faisant intervenir qu’une seule valeur de seuil.
Parmi toutes les propriétés, aucune n’est une égalité. Les opérations partielles ne ménent
qu’a des inclusions. L’interprétation de 1’érosion et de la dilatation que nous avons donnée
précédemment en termes d’union d’érosions ou d’intersection de dilatations suffit a com-
prendre pourquoi le comportement des opérations partielles est moins régulier que celui
des opérations morphologiques correspondantes.

Propriété 21

(X8 B)U(YSB)C(XUY)B B (42)
(XNY)8BC (X8 B)N(Y & B) (43)
(X8 B)U(Y®B)C(XUY)B B (44)
(XNY)®BC(X&B)n(Y & B) (45)

Démonstration
Relation 42:

Par la croissance de l'opération d’érosion partielle (relation 16), X 8 BC (XUY) 8 B.
De méme, Y &BC (XUY) & B. Donc l'unionde X & Betde Y & B est comprise dans
(XUY)& B.

On procéde de méme pour les autres propriétés. ]

Propriété 22
X8(BUC)C (X8 B)N(XS&C) (46)

X&(BUC)2 (X8 B)U(X&C) (47)

Démonstration
La démonstration de la premiere relation s’appuie sur la relation 18. En effet, comme

BUCDB,X&(BUC)C X & B. De méme, X & (BUC) C X & C. Les éléments de
X rEn} (B U C) appartiennent donc a 'intersection des deux ensembles. La seconde relation
s’obtient par dualité. E
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Mise en cascade d’opérations élémentaires. La propriété de mise en cascade de deux
érosions morphologiques, & savoir (X © B)©C = X ©(B & (), est un pillier de la théorie.
C’est grace a elle que s’établit la notion de taille morphologique, et par suite, on construit
des filtres axés sur la notion de taille. Commeil apparait dans les propriétés suivantes, iln’y
a pas de relation de chaine qui tienne pour des opérations partielles. Autrement dit, il n’est
plus possible de définir une “taille partielle”. En conséquence aussi, une opération avec un
élément structurant qui est le dilaté d’un ensemble n’équivaut pas a deux opérations avec
chacun des ensembles constituants.

Propriété 23

X&BeC)C(XEB)ecC (48)
Xe(B&C)2(XeB)&C (49)
X&(BeC)2(X&B)aC (50)
Xe(B&C)C(X®B)&C (51)

Démonstration

Relation 48:

Par définition de la dilatation morphologique en termes d'union, X & (B® C) = X 3
(Ucec Bc)- On utilise ensuite la relation 46 pour résoudre la question d’une érosion partielle
par une union d’éléments structurants, d’ou X S (Ueee Be) € Neec(X S B.). Mais en ap-
pliquant une propriété de translation démontrée précédemment et la définition de 1’érosion
morphologique en termes d’intersection, on a N.ecc(X S Bo)=MNeelX S B)_. encore égal
a (X S B) & C. De fll en aiguille, on déduit donc que X S (BeC)C (X S B)eCC.
Relation 49:

Par la formule de décomposition de la dilatation partielle, X © (B S C) = Xe
(Ni(Ueeci) Be))- Or, X ©(BNC) 2 (X © B)U (X ©C) (consulter par exemple P'article
d’Haralick (1] pour la démonstration de cette propriété), donc X © (MNi(Ucecpi) Be)) 2
Ui(X ©Uececps) Be))- Mais comme, X &(BUC) = (X & B)N(X ©C) (voir le méme article),
on a aussi

Ui(X © Uceci) Be)) = Ui(Neeciy X © Be)- Or, par une propriété de translation de I’érosion
partielle, ce dernier terme est égal a U;(Ncec(i)(X © B)-c); cette derniere expression étant
précisément la décomposition de ’érosion partielle de X © B par C. En rassemblant les
diverses relations, on prouve que X & (B Gné C)2 (X o B) 5 C.

Relation 50:

Par dualité de 48 et des opérations d’érosion et de dilatation partielles:

[X&(BaC)s 2[(X8B)oC|
X®B®HC) 2(XB8Bral
X8Bol) 2(XdBaC



2.4 Etude des propriétés de ’érosion et de la dilatation partielles 18

C’est bien la propriété a démontrer aux notations pres.

Relation 51:

C’est a la fois une autre écriture de 50, puisque la dilatation partielle est comrmutative, et

le dual de 49. H

Propriété 24
(XeC)eB (52)

m

(XeC)eB (53)

b3

(X © B)
(X ® B)

N

C
C

03
V]

Démonstration -

Démontrons d’abord la premiére relation. (X©B) & C = N;,{(X©B)®C(3)}. Or, commele
démontre Haralick, AG(BSC) C (A®B)6C, ce qui équivaut a (BOC)PAC (BpA)eC.
En conséquence, (X © B) &CC N:{(X & C(z)) © B}. Mais comme ’intersection distribue
’érosion, cette derniére expression s’écrit (;{X @ C(z)}) © B, c’est-a-dire (X B C)e B.

La seconde relation est simplement la relation duale de la premiere. ]

On cherche & obtenir des régles de mise en cascade pour simplifier éventuellement
des expressions complexes. Jusqu’a présent, toutes les régles sont des inclusions. Quid de

XB(B&C)etde(XSB)SC?

Corollaire 25 [l n’eziste malheureusement pas de relation de mise en cascade comme pour
les opérations d’érosion et de dilatation morphologiques. Il eziste néanmoins un ensemble

que contiennent d la fois X & (B & C) et (X & B) B C,
X8(B&C)2(X6B)&CC(X6B)&C (54)
De méme, par dualité,
X8BBC)C(X®B)BC2(X®B)BC (55)

Démonstration

Inclusion de gauche:

Comme ’érosion partielle contient l’érosion morphologique et suivant une relation
précédente: X 5 (B Grg C)2Xe(B Ené C)2(XeB) 5 C.

Inclusion de droite:

XeBCX & B. Comme l’érosion partielle est croissante, on a que (X & B) SC C(X S
B)&C. ]
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Extensivité. Qu’en est-il de ’extensivité des opérations partielles élémentaires? L’anti-
extensivité de 1’érosion morphologique est garantie a condition que I’élément structurant
contienne l’origine. Pour I’érosion partielle, ce n’est méme pas le cas; elle n’est pas anti-
entensive. Un contre-exemple illustre ces derniers propos. Prenons un élément structurant
B carré de quatre pixels avec l'origine placé sur le coin supérieur gauche. Soit a traiter
un ensemble X égal a B sauf que ’origine n’appartient plus & X. Le résultat de 1’érosion
partielle de seuil 1 de X par B est le singleton constitué de l’origine. On voit bien que,

malgré que 0 € B, X é B ¢ X. Comment expliquer cela? Reprenons la formule 27 qui
transforme 1’érosion partielle en une union d’érosions morphologiques: la famille des B(z)
contient tous les sous-ensembles de B dont on a supprimé un pixel. Or, dans le cas présent,
c’est précisément |’élément structurant identique a X —c’est-a-dire sans ’origine— qui con-
tribue seul a ’union. En conclusion, si ’érosion partielle n’est pas en général anti-extensive
meme si l’origine appartient a 1’élément structurant, c’est parce qu’elle est équivalente
a une union d’érosions morphologiques par des éléments structurants qui ne contiennent
pas nécessairement l’origine. Ce n’est que lorsque tous les B(%) de contribution non vide
dans l'union contiennent ’origine que 1’érosion partielle est anti-extensive. Par dualité, la
dilatation partielle n’est pas extensive.

Mise en cascade d’opérations avec des seuils différents. Dans une expression con-
tenant plusieurs opérations partielles en cascade, on ne pourra jamais permuter les seuils.

Ainsi par exemple: (X 8B ) S B # (X & B ) S B , comme le montre la figure 1. Pareille-
ment, (X & B)® B+ (X & B)& B.

2.5 Les opérateurs composés: ouverture et fermeture partielles
2.5.1 Définitions

L’ouverture partielle résulte de la mise en cascade d’une érosion et d’une dilatation. Il n’est
des lors plus souhaitable de les définir en toute généralité au moyen d’un seuil unique quoi
que dans certaines applications un seul seuil suffise. Dans 'immense famille des opérations
d’ouverture et de fermeture partielles, nous aurons a effectuer un choix pour des applica-
tions concretes. Voici les définitions intensives de ces deux opérateurs:

Définition 26 L ’ouverture partielle et la fermeture partielle de seuils (m,n) d’un ensemble
X par U’élément structurant B sont définies respectivement par

X""B=(X8B)&B (56)

et

XV B=(X&B)&B (57)

Si n est choisi égal & m, on notera les opérations par X 0 B et X o B.
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des exemples qu’elles ne sont ni extensives ni anti-extensives. C’est I’analogie de construc-
tion qui a guidé le choix du vocabulaire et non la similitude de propriétés.

Les opérations d’ouverture et de fermeture partielles sont croissantes mais elles ne sont
nullement idempotentes. On peut distinguer plusieurs types de filtres (en prenant le sens
élargi du terme “filtre”); parmi ceux-ci, signalons,

XS B
, X©°B
XS B pour le codage

avec les équivalents anti-extensifs respectifs:

m,n

(X" B)nX
(X3 B)NX
(X" B)nX

Un objectif-clef des travaux futurs est de les comparer dans la mesure du possible avec
’ouverture morphologique.

3 Deux illustrations: détection des pointes d’un ob-
jet binaire et filtrage des contours

3.1 Introduction

Par construction, “partiel” est synonyme dans bien des situations de “légere imprécision”.
Pour des images abimées par un bruit poivre et sel, binaire ou a niveau de gris, l’application
des opérateurs partiels se traduit par une suppression du bruit impulsif au méme titre que
’application des opérations morphologiques usuelles. Par contre, le long de la frontiere,
leur action differe considérablement: une figure égale a son ouvert par un certain élément
structurant est déformée apres emploi d’un filtre partiel de seuils non nuls. C’est donc du
coté des applications qui mettent l'accent sur un traitement des contours qu’apparaitront
les nouveaux outils dérivés des filtres partiels.

Deux applications présentées dans la suite du texte étayent cette conviction. La premiere
prescrit l'utilisation de filtres partiels pour élargir des opérateurs de détection de traits to-
pographiques. La seconde, le lissage des contours, décrit un schéma destiné a transformer
un jeu de contours de régions représentées par un plan d’étiquettes. Cette démarche, nou-
velle a notre connaissance, s’apparente au raisonnement mené pour la construction du
centre morphologique, étant étendu qu’il ne s’agit pas d’une véritable image en niveaux de
gris mais plutét d’un ensemble de régions représentées chacune par un niveau différent.
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3.2 Deétection des pointes d’un objet binaire

En jouant sur différentes valeurs des seuils, I’expérimentateur peut obtenir des effets fort
variés sur les contours. Pour construire des outils, il suffit de reprendre les outils de
détection, comme les divers gradients morphologiques, et de remplacer certaines opérations
par des opérations partielles similaires.

3.2.1 Gradient partiel

L’anti-extensivité de 1’érosion morphologique signifie que 1'image obtenue par différence
ensembliste entre une image originale et l'image érodée concentre son énergie a l’intérieur
de la figure prés des bords. On peut aussi bien adopter le raisonnement dual et prendre
le dilaté moins l'original; le résultat s’interpréte de la méme maniére. Par extension, le
chapeau haut-de-forme est obtenu par différence entre l'original et ’ouvert. Cette série
de procédés s’appliquent tout autant & des opérations partielles; c’est le prolongement
naturel de la notion de gradient en présence d’un bruit sur I’image. Avant de définir, a
titre d’illustration, le chapeau haut-de-forme, nous désirons souligner le role des seuils
dans les opérations partielles: les opérations morphologiques sont trés sensibles a 1’élément
structurant utilisé, au pixel prés pourrions-nous dire, alors que les opérations partielles
atténuent légerement cette sensibilité. Cette remarque se double d’une autre considération:
la construction des opérations partielles met en jeu des seuils qui conditionnent le résultat.
Seule la combinaison “élément structurant—seuil(s)” conduit & une interprétation correcte.
Plus que jamais, l'interprétateur doit fixer précautionneusement ’objectif pour s’en tirer
a son avantage dans le dédale des opérations qui sont & sa disposition.

Définition 28 Le chapeau haut-de-forme partiel de seuils (m,n) de X par B est défini par
HF(X)=X\(X"3" B) (59)

Pour détecter les bords intérieurs d’un objet, il conviendra de choisir un seuil de dilata-
tion égal a la longueur d’un coté de 1’élément structurant. La figure 2 compare le gradient
morphologique en 8-connexité, X\(X © B), au chapeau haut-de-forme par un carré 2x2
construit avec la paire de seuils (0,2). La partie noire représente le gradient. A quelques
pixels pres, les résultats concordent alors méme que le raisonnement sous-jacent mené
differe considérablement. A ce stade d’avancement théorique, seule ’expérience peut dicter
’utilisation de tel élément structurant ou de telle paire de seuils.

3.2.2 Recherche des coins d’une figure

Un emploi suggéré par les propriétés des opérateurs partiels est la détection des parties
anguleuses puisqu’il s’agit des parties d’un objet présentant une grande sensibilité au bruit.
La figure 3 illustre la détection d’angles droits d’un objet. Les traits sombres de 'image
de droite sont dérivés d’un chapeau haut-de-forme par un carré 4x4 avec la paire de seuils
(0,3). Le chiffre 3 est idéal car, étant inférieur a la longeur d’un c6té, il empéche la détection
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Figure 2: Comparaison de deux gradients: I’image de gauche résulte d’un gradient “clas-
sique” (’ensemble moins 1’érodé), tandis que 'image de droite a été obtenue en soustrayant
'ouvert partiel de seuils (0,2) de I'image originale.

des bords droits de la figure alors que, dans les coins, la dilatation supprime des points
formant une équerre; prendre la paire (0,4) reviendrait & compléter I’équerre de sorte a
former un carré 2x2 dans les coins.

Ce dernier exemple illustre simultanément 1’énorme richesse que contient le concept
d’érosion partielle mais également la difficulté de son utilisation et la précision demandée.
Raisonner en termes d’opérations partielles et non purement morphologiques n’est pas
aussi facile parce que I'imprécision introduite par les seuils ne souffre aucune interprétation
simple.

3.3 Algorithmes de filtrage des contours

Muni des d’opérateurs partiels que nous venons de développer et d’étudier, il est possible de
concevoir des algorithmes de filtrage des contours ayant des fonctions trés spécifiques. A la
différence des opérateurs, comme les filtres alternés séquentiels, ou ’on utilise un élément
structurant dont la taille change au fur et a mesure, les opérations que nous réalisons
s’axent sur la notion de seuil et de famille d’éléments structurants parce que la finalité
de ces filtres est d’obtenir des formes qui, traitées, se codent plus aisément que les formes
originales sans que la dégradation ne soit prohibitive.

Le filtrage d’une seule région ou d’une collection de régions ne se congoit pas d’une
manieére unique; la différence fondamentale provient du réle de ’arriére-fond. Ou bien,
’arriére-fond n’apporte aucune information pertinente ou alors, au contraire, il constitue
un objet au méme titre que I’objet principal. Concrétement, ce dernier cas signifiera que les
deux objets en présence sont traités sur un pied d’égalité, approche a tenir pour le filtrage
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Figure 3: Détection des parties anguleuses d’un objet.

de régions. Il s’agit alors d’un filtre auto-dual.

Description d’un procédé de filtrage d’un ensemble de régions

La description des techniques de filtrage suit le cheminement que voici: (i) décrire les nu-
ances algorithmiques en considérant un seul objet, (ii) appliquer (i) & un ensemble d’objets
en gérant les conflits pour que le traitement soit complétement symétrique. Conceptuelle-
ment, la méthode s’apparente a celle qui conduit a la notion de centre morphologique pour
une image binaire. La seule différence, toutefois importante, est qu’il s’agit dans le cas
présent d’un plan d’étiquettes représenté par une série de niveaux de gris, ce qui n’a aucun
lien avec une véritable image en niveaux de gris.

(1) Filtrage d’une seule région.
Nous désirons lisser le contour d’un objet X en tenant compte des éléments struc-
turants contenus dans la palette des éléments de codage. Plusieurs considérations
entrent dans la composition du procédé de filtrage d’une région:

* Choix de I’élément structurant. Pour réaliser un filtrage qui agit de plein
concert avec la représentation de forme, il est préférable de choisir un élément
structurant contenu dans la palette utilisée pour la représentation des contours.
Le filtrage le plus simple & construire se compose d’une érosion partielle suivie
d’une dilatation partielle de seuil a priori quelconques. Prenons I’exemple de X
traité par une ouverture partielle de seuils (m,0) avec un carré. Le filtre place
tous les carrés dont l'intersection avec X différe au plus de m pixels. Si le seuil de
dilatation partielle est différent de 0, les certains points extrémes des contours
de 'objet ne seront pas systématiquement tous filtrés parce que la dilatation ne
’autorise pas.
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« Filtrage avec une famille d’éléments structurants et un seuil relatif.
Pourquoi ne pas choisir plusieurs éléments structurants pour effectuer le filtrage,
voire tous ceux de la palette de représentation? Nous avons choisi cette option.
Le filtre procéde donc en premier lieu au filtrage par ouverture par chacun
des éléments structurants de la palette, puis il réunit les différents résultats.
L’expression du filtre F' appliqué a la région X devient:

F(X)=|J{X "¢ B| B € B} (60)

La famille B ne contient bien évidemment pas le pixel isolé dont 1’ouverture
fournirait I’ensemble X lui-méme.

Il convient encore d’attribuer une paire de seuils pour chacune des ouvertures
partielles. L’idée intéressante consiste & choisir une paire de seuils relatifs iden-
tiques pour tous les éléments B. La conséquence de ce choix est double: primo,
dans un schéma global de codage des contours (comme celui avec une boucle
de rétroaction [21]) n’interviennent plus que deux seuils, éventuellement liés, se-
cundo, la seuil est accordé & la sensibilité au bruit de I’élément. Plus un élément
est grand, plus il est sensible au bruit. En choisissant un seuil proportionnel a la
surface, le filtrage autorise une erreur plus grande pour des éléments de grande
taille, contrecarrant la sensibilité au bruit. En conclusion, les filtres s’expriment
par:

Fop(X)=|J{X °¢ B| Be B} (61)

ol a et (B sont des seuils relatifs identiques pour chaque élément structurant B.
Notons que les seuils absolus sont calculés en arrondissant au plus petit entier
inférieur. Par exemple, si a vaut 0.1 et A(B) = 4, la valeur considérée pour m
sera 0.

* Processus itératif.

Comme le filtre n’est pas idempotent, son application répétée entraine la dispari-
tion des trous allongés. L’itération du processus précédent a pour effet de grigno-
ter progressivement les petites régions, en rendant I’objet pour ainsi dire plus
convexe, & condition d’éloigner les risques d’oscillation en prenant une valeur
éloignée de la médiane. Comme notre représentation de forme manipule des
éléments de surface, le filtrage étend les grandes régions et supprime les petites
régions contenues dans les grandes régions. Les parties de I'image de grande
densité de contours ne subiront aucun lissage parce que la dilatation partielle
l’interdit, & condition de choisir un seuil de dilatation non nul. Ainsi, les contours
de 'image sont globalement conservés sans effet de lissage exagéré mais avec la
particularité voulue de s’intégrer parfaitement au procédé de représentation des
contours.

(i1) Filtrage d’un ensemble de régions.
Le probléme qui se pose dans le filtrage est le partage des points qui appartiennent
4 'ouvert de plusieurs régions ou celui des points délaissés par toutes les régions.
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« Gestion des conflits d’attribution de points. La représentation des con-
tours concerne non pas une seule région mais une collection de régions a priori
de toutes formes et de toutes tailles. La construction des filtres pour une famille
de régions se résume & une simple phrase: pour filtrer une série de régions, il
suffit d’ouwvrir chaque région et de partager par une régle préfixée les points a
indétermination. En d’autres termes, nous commengons par appliquer le filtre
FZ% & chacune des régions X de la représentation, puis les points appartenant

4 deux ou & aucune des régions reviennent 3 leur ensemble d’origine. En résumé,
voici la définition mathématique du filtre de contours:

€ FZ3(Xe) et p ¢ :’ﬁ(Xz),\'/k # 1, ou
pEXr o { pE Xketp g F%(Xi1),Vk # 1, 0u (62)
pe Xiet 3,p|p € FS(Xa),p € F&(X,)

Un exemple d’image filtrée. Pour décrire aisément les éléments structurants inter-
venant dans le filtre et les seuils associés & chacun d’eux, nous avons adopté une notation
“lispienme” qui précise élément apres élément et leur adjoint les seuils. Par exemple, (c16
0.1 0.05 15 0.05 0.0) signifie qu’il s’agit d’un filtre construit avec un carré de taille 16, de
seuils 10% & ’érosion et 5% a la dilatation, et un losange de taille 5.

Les résultats s’interprétent suivant quelques axes tels Iinfluence du seuil de dilatation 8
la variation du seuil de dilatation pour un méme seuil & ’érosion, la construction d’un filtre
en correspondance avec la forme des éléments structurants utilisés dans une palette de
codage —4 ce titre, la figure 4 illustre I'influence de la forme d’un élément structurant dans
I’action des filtres partiels—, ou la progressivité du filtrage par ajout d’éléments structurants
de plus en plus petits.

La forme des éléments structurants conditionne le résultat du filirage comme en
témoigne la figure 4 ou 'on voit deux images filtrées par les séries (c8 0.1 0.0 c4 0.1
0.0) et (c8 0.1 0.0 15 0.1 0.0). La différence entre les deux filtres, remplacer un carré de
taille 4 par un losange de taille similaire, déteint immédiatement sur le résultat.

En plus de la complexification du raisonnement qu’entraine l'usage de filtres partiels,
la question algorithmique menant & une réalisation de ces filtres doit encore étre examinée
avec attention; si les développements théoriques sont avancés, il convient de surmonter les
difficultés énoncées précédemment.

4 Opérations partielles sur des images en niveaux de
gris

On a I’habitude de définir les opérations morphologiques simples sur des images en niveaux
de gris en découpant la fonction en plateaux successifs —un plateau par valeur de gris—, puis

6Pour visualiser le plan d’étiquettes, nous avons utilisé un logiciel qui redistribue aléatoirement les
valeurs d’une dynamique. C’est pourquoi, les niveaux de gris ne paraissent pas identiques entre les images
méme s’ils correspondent & une méme région.
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Figure 4: Influence de la forme d’un élément structurant dans la construction d’un filtre.
L’image de gauche a été filtrée par des carrés de taille 8 et 4, toutes les ouvertures partielles
ayant été menées avec la paire de seuils relatifs (10%, 0%). L’image de droite est obtenue
en remplagant le carré de taille 4 par un losange de diagonale 5.

par des opérations sur les ensembles de ces plateaux. Le résultat de I’opérateur sur l'image
s'obtient alors par superposition des résultats dans chacun de ces plateaux. Ce procédé
s’applique aux opérations partielles. L’inconvénient de cette démarche réside dans la lenteur
du calcul dans une réalisation. En guise d’alternative & un découpage par tranches, il est
possible de recourir a une définition qui fasse intervenir directement des opérations sur des
fonctions. Dans le paragraphe suivant, nous abordons trés sommairement la question de
généralisation des opérations partielles a des images en niveaux de gris.

4.1 Définitions

Définition 29 (Erosion et dilatation partielles d’une fonction) Soient la fonction
f & niveauz de gris et l’élément structurant plan B. L’érosion partielle, f 6 B, et la

dilatation partielle, f 3 B se définissent respectivement en prenant l’élément m de la
suite résultant d’un tri par ordre croissant et décroissant sur B et B.

Tout comme pour les opérations dans le plan, ’ouverture et la fermeture s’obtiennent
par combinaison des deux opérations élémentaires. Voici leur définition:

Définition 30 (Ouverture et fermeture partielles d’une fonction) Soient la fonc-

tion f & niveauz de gris et l’élément structurant plan B. L’ouverture et la fermeture par-

tielles se définissent respectivement par
mmn

fB=(f8B)&

B (63)
fB=(f8B)SB (64)
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Propriétés Maragos et van den Boomgaard étudient consciencieusement les relations
entre les filtres appliqués & des images binaires et en niveaux de gris. Nous renvoyons le
lecteur intéressé aux références de ces auteurs ainsi qu’a la thése de Salembier, indiquées
3 la fin du document, pour une étude compléte des propriétés des opérateurs partiels.

5 Ajout d’une pseudo-dimension: la notion de vo-
lume

5.1 Introduction a la notion de volume

Telles qu’introduites précédemment, les opérations souffrent 1'inconvénient —c’est parfois
aussi un avantage— de ne pas considérer la position de la simplification introduite avec le
seuil. Disons plutot que, si le bat blesse, c’est surtout & cause de l'incapacité a gérer des
notions de convexité dans les résultats des opérations partielles. Dans certaines applica-
tions, un trou & l'intérieur n’a pas la méme signification qu’un pixel manquant sur le bord.
Le contraire est plutot rare. La question que suggére cette digression tient a: comment
introduire une géométrie de I’erreur & partir de I’élément structurant? C’est pour résoudre
cette difficulté que nous ajoutons une pseudo-dimension & chaque ensemble. Elle est définie
assez simplement.

Définition 31 Soit v(p), un nombre réel associé & chaque élément p d’un ensemble X. Le
volume de cet ensemble noté V(X) est le réel obtenu par intégration (ou somme pour le
cas discret) du poids de ses éléments.

V(X) = /X v(z)dz (65)

A présent, l’attribution des poids est laissée a la libre appréciation du praticien. Par un
mécanisme judicieux et propre & son application, il choisit un poids pour chaque élément
d’un ensemble, comme par exemple ceux de la fonction distance. Le volume peut étre
introduit dans chacune des opérations partielles précédentes moyennant certaines mod-
ifications. Avant toute chose, il faut définir le volume d’une intersection d’ensembles,
ou ce qui revient au méme, de l'union d’ensembles. Mais la tiche est ardue. En effet,
de nombreuses propriétés démontrées pour des définitions avec la notion d’aire utilisent
I'importante relation que voici: X UY = (X UY)\(X NY) ce qui, en termes d’aires,
équivaut 3 A(X UY) = A(X) + A(Y) — A(X NY). Il existe donc une correspondance
bi-univoque entre la relation purement ensembliste et 1’aire des ensembles. Pour le volume,
ce n'est pas si simple. Si on trouve une définition pour l'intersection, il faut également
proposer une définition pour I'union. Imposant que la relation précédente soit également
respectée, I’union sera définie via la notion d’intersection. Pour le concept de volume d’une
intersection de deux ensembles, nous utiliserons la définition suivante:
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Définition 32 Soient deuz ensembles X,Y et v,w, les jeuz de poids respectifs. Le volume
de l'intersection de ces deuz ensembles vaut

1%“WU=AWWMM@@ g (66)

La difficulté majeure qui va apparaitre sera de comparer le volume d’une intersection
d’ensembles avec le volume d’un de ces deux ensembles a cause du biais qu’introduisent
I’un et ’autre volume.

Si nous parlons de volume, il ne faudrait pas oublier qu’il ne s’agit pas réellement
d’un volume physique parce que les poids sont attribués a des ensembles sans qu'’ils ne
représentent un niveau de gris. Le concept de volume défini ci-dessus s’apparente a celui
de fractal, sorte de dimension intermédiaire entre ’aire et la notion véritable de volume
physique pris comme portion de l’espace.

5.2 Définition des opérations partielles volumiques

Dans la morphologie mathématique, ’ensemble X et 1’élément structurant ne jouent pas
le méme réle. On cherche a tirer le maximum d’information sur X en utilisant B comme
forme d’analyse; B est donc l'outil et X ’objet & caractériser. Par la suite, nous allons
aussi introduire une différence fondamentale entre X et B dans les définitions-mémes des
opérations partielles volumiques. Elle est résumée par 1’hypothése suivante, tenue dans tous
les paragraphes suivants sauf avis contraire: l’ensemble X se caractérise par un jeu de poids
valant 1 & Uintérieur et 0 a l’eztérieur. Cette dissymétrie est naturelle parce que 1’élément
structurant est une caractéristique connue a priori et donc accessible a 1'utilisateur; il peut
maitriser son usage et le modifier a sa guise.
Apres cette précision importante. Voici la définition de 1'érosion partielle volumique.

Définition 33 L ’érosion partielle volumique de seuil relatif m d’un ensemble X est défine
comme l’ensemble des points p pour lesquels le volume de l’intersection de X par B, est
supérieur d une fraction (1 —m) du volume de B, c.-d-d.

X&B={pe E)V(XNB,)>(1-m)V(B)} (67)
avec m € [0,1].
La dilatation partielle volumique se définit pareillement & 1’érosion partielle volumique.

Définition 34 La dilatation partielle volumique de seuil relatif m d’un ensemble X est
défine comme l’ensemble des points p pour lesquels le volume de l’intersection de X par B,
est strictement supérieur d une fraction m du volume de B, c.-d-d.

X & B ={pe EV(XN B,) >mV(B)} (68)

avec m € [0,1].
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5.3 Propriété

On établit assez simplement la dualité des opérations partielles volumiques

Propriété 35 (Dualité des opérations volumiques)
X8 B= (X By (69)

Sans ’hypotheése des poids de X, le complémentaire ne peut étre défini. Un autre
moyen d’évaluer la contrainte dérive de la comparaison du calcul du volume effectué en
plusieurs endroits distincts ou B est complétement inclus dans X: alors que toutes ces
positions satisfont notre objectif d’inclusion, la valeur du volume varie. Il n’est pas sir
que P’introduction d’un biais dans les définitions, & supposer qu’il existe une expression
analytique, léve la difficulté.

5.4 Les filtres partiels volumiques

Définition 36 L’ouverture partielle volumique et la fermeture partielle volumique de seuils
(m,n) d’un ensemble X par l’élément structurant B sont définies respectivement par

X""B=(X8B)&B (70)

et
X" B=(X@B)&B (71)

Si m est choisi égal d n, on notera les opérations par X SBetX'sB.

6 Vers le concept de polymorphisme d’un point

Comme nous ’avons montré, I’ouverture partielle met en relief les positions extrémes des
formes dans ’ensemble étudié. Le role majeur revient a la dilatation partielle qui se charge
d’éliminer ces positions avant de les détecter par différence ensembliste avec l'original.
En réalité, une point limite se caractérise par le fait que seul un élément structurant
le comprend alors qu’au centre de la figure, par exemple, plusieurs répliques de I’élément
structurant le comprennent; c’est alors par un dénombrement que le points se différencient.
Nous formalisons cette idée par la définition de polymorphisme d’un point.

Définition 37 Soit une famille B d’éléments structurants et 1z(z) la fonction indicatrice
de Uensemble Z (elle vaut 1 siz € Z et 0 dans le cas contraire). Le polymorphisme d’un
point  appartenant ¢ un ensemble X est la somme des indicatrices des ouverts de X par
la collection d’ensembles contenus dans B, a savoir:

Pg(z) = > lxon(2) (72)

BeB
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Si la famille B contient un seul élément structurant, le polymorphisme des points traduit
tout simplement ’appartenance a l’'ouvert. Pour la détection de points limites, il est utile
d’étendre la définition de polymorphisme.

Définition 38 Le polymorphisme cumulé d’un point ¢ de X est la somme des indicatri-
ces de tous les translatés d’ensembles de B inclus dans X qui contiennent le point. Plus
formellement,
PCB Z lBP(:c ou BCX, Be B (73)
pEE

Modélisation en vue d’un codage et filtrage subséquent. Pour réaliser le codage
d’une forme par des éléments de surface, nous pouvons concevoir un modéle ou l'objectif
permier est de réduire tant que faire se peut le nombre d’éléments structurants nécessaires,
quitte & modifier légerement les contours. Regroupant les points de I’ensemble X dans un
vecteur X la question revient & exprimer une fonction de colt proche du coiit de codage,
ou du moins fidéle & son principe, de sorte qu’il soit possible de déformer et de coder
la figure par simple calcul, c’est-d-dire sans recherche exhaustive. La fonction qui nous
servira i estimer ’efficacité de codage d’un ensemble est la fonction de polymorphisme
curmnulé introduite précédemment.

Définition 39 Si le vecteur PC reprend les valeurs de PC dans le méme ordre que X‘, la
fonction d’efficacité E(X) de l’ensemble X est définie par

E(X)=PC" X (74)

Il va de soi que plus l'efficacité est élevée, plus le codage de X sera aisé. Dans le cas
ou il faut coder plus d’une région, c’est la somme des efficacités que nous regarderons.
Par exemple, soit a coder X; et X,. L’efficacité conjointe est la somme des efficacités:
E(X1,X,) = E(X1)+E(X.). Pour un filtrage, il suffira de regarder ’évolution de I'efficacité
pour tout changement, d’écarter ceux qui diminuent l’efficacité et de conserver dans une
zone annulaire ceux qui I’augmentent fortement.

La question des aspects algorithmiques est encore ouverte.

7 Conclusions

Ce document étudie des opérations, qualifiées de partielles, capables de se départir dans
une certaine mesure des effets de distorsion géométriques ou des effets de bruit sur les
images en niveaux de gris. L’avantage des filtres définis est de traiter un ensemble et son
complémentaire d’un maniére plus symétrique que ne le font les opérateurs morphologiques.
Outre leur efficacité de traitement, l'interprétation du parameétre, appelé seuil puisqu’il agit
comme un seuil de la précision, demeure simple et physique. Les définitions sont accom-
pagnées d’une étude théorique des principales propriétés des opérateurs et de I'influence de
I"intersection, l’union et la complémentation —trois opérations ensemblistes usuelles— sur les
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opérateurs. Dans un cadre d’idée plus large, nous avons doté les ensembles d’une pseudo-
dimension en attribuant des poids a chacun des éléments de maniére a guider la perte de
précision. L’initiateur de tous ces développements est la volonté de disposer d’un outil de
codage des objets binaires ne réagissant pas un faible bruit, volontairemert introduit ou dd
aux mesures, de sorte a obtenir des taux de compression élevés. De fait, le codage d’images
par objet nécessite & la fois un codage de la forme, généralement appelée contour, et de
I’aspect, souvent appelé tezture, bien que cette dénomination soit impropre dans d’autres
domaines de traitement d’images que le codage. Avec nos outils de la morphologie partielle,
I’approximation d’un objet par une série d’élements structurants de taille variable est peu
sensible au bruit ce qui, en codage d’images, est plus que souhaitable. Rien n’interdit que
les opérateurs soient utilisés & d’autres fins, par exemple pour du filtrage d’images. Le
nouveau concept de “polymorphisme d’un point” le met en relief.
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